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PRÉFACE 


Ce livre est la traduction de la deuxième édition russe (Editions 
« NaoukËa », Moscou, 1978) qui a été légèrement abrégée et remaniée 
par rapport à la première édition parue en 1973 et traduite en espa- 
gnol (Editions « Mir », Moscou, 1976) [C. 7]. 

Son contenu correspond pour l'essentiel aux programmes des 
écoles supérieures soviétiques en direction des ingénieurs radio- 
électriciens. Cependant certaines sections de cet ouvrage reflètent, 
dans des limites admissibles, les intérêts scientifiques propres de 
l’auteur qui portent sur l’électrodynamique dite de calcul dont 
l'importance ne cesse de croître étant donné la perspective de con- 
ception assistée par ordinateur de divers dispositifs. 

La théorie du champ électromagnétique est exposée par la métho- 
do déductive: des équations de Maxwell, postulats théoriques, aux 
classes particulières de phénomènes. Dans les ouvrages spécialisés, 
cette méthode a été brillamment développée par J. A. Stratton 
[A. 2]. Dans les manuels, elle a été introduite il y a une vingtaine 
d’années par l’auteur de ce livre et le temps semble lui avoir donné 
raison. De nos jours, avec le développement du rôle des modéëles 
mathématiques rigoureux (réalisables en fin de compte sur les ordi- 
nateurs), il importe, dès le début du cours, d’habituer les étudiants 
à traiter les équations de Maxwell. Remarquons que les ouvrages 
d’électrodynamique à l’usage des physiciens {B. 1'à B. 4] appliquent 
la méthode inductive qui reflète en partie l’histoire de la théorie 
de l’électromagnétisme. Les équations de Maxwell ne sont introdui- 
tes dans ce cas que vers la fin du cours. 

Le présent manuel se distingue par son orientation radio-électri- 
que : une importance primordiale est attachée à divers types d'ondes 
électromagnétiques et aux phénomènes ondulatoires tels que la 
réflexion, la diffraction et le rayonnement. Tout cela est nécessaire 
pour l’étude ultérieure des antennes et des dispositifs fonctionnant 
en hyperfréquences. L'étude de la propagation des ondes électro- 
magnétiques en milieux naturels (c’est-à-dire des ondes radio) est 
limitée, comme le veut la tradition, à des interprétations simples. 
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En revanche, la théorie des guides d'ondes et des autres lignes de 
transmission est exposée avec beaucoup plus de détails. Cet ouvrage 
traite aussi des récentes acquisitions de la technique: les appareils 
de quasi-optique, les circuits intégrés hyperfréquences, les guides 
d'ondes optiques. Les particularités des champs dans divers milieux 
{anisotropes, actifs, non linéaires) sont étudiées de manière classique. 

L’auteur espère que, de même qu’en U.R.S.S. ce livre sera utile 
non seulement aux élèves ingénieurs radio-électriciens mais aussi 
aux spécialistes avertis, par exemple aux ingénieurs de l’industrie. 


V. Nikolski 


INTRODUCTION 


La théorie de l’électromagnétisme est fondée sur le concept de 
champ électromagnétique. Le terme « champ » n'est pas défini de 
façon univoque. Dans le cas le plus simple, on utilise ce terme 
lorsqu'on veut indiquer qu’en tout point de l’espace il existe une 
certaine caractéristique physique. C'est ainsi qu'on parle de « champ 
de température » d’un milieu matériel, de « champ de vitesse » 
des particules d’un liquide ou d'un gaz, etc. En procédant ainsi, 
on définit au fond tout simplement des fonctions quelconques des 
coordonnées d'espace (et, peut-être, du temps): la température, la 
vitesse, etc. Semblablement, on peut formellement parler du champ 
électrique comme d’un « champ de force »; dans ce cas on a en vue 
une force qui s’exercera sur une charge unité ponctuelle positive 
lorsqu'elle est placée dans l’espace où règne ce champ. Comme il est 
facile de le comprendre, la notion de champ n’a dans ces exemples 
qu'une valeur descriptive. 

Le champ électromagnétique est formellement représenté par 
certaines fonctions vectorielles des coordonnées et du temps; elles 
seront considérées plus loin (au $ 1). Quelle est donc l'interprétation 
physique de cet appareil descriptif ? Considérons à titre d'exemple 
une expérience parfaitement réalisable. Soient deux antennes placées 
dans le vide: une antenne d'émission et une antenne de réception 
(fig. I.1). L'émission de l'énergie électromagnétique ne s'effectue 
que pendant un court intervalle de temps +, le reste du temps l’émet- 
teur étant au repos. Supposons que le temps Af au bout duquel 


TT 
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Fig. I.1. 
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l’énergie émise atteint l'antenne réceptrice soit supérieur à + (il est 
même possible que At © +). Dans un tel cas, il est facile d'indiquer 
la période de temps où l'énergie est déjà émise par l'antenne émet- 
trice, mais n'est pas encore captée par l’antenne réceptrice et est 
donc localisée dans le vide. Ainsi, son porteur n’est pas un milieu 
matériel qui nous est familier mais une autre réalité physique. C’est 
le champ électromagnétique. Au sens philosophique le champ électro- 
magnétique doit être considéré comme une forme d'existence de la 
matière. 

Bien que les manifestations de l’électromagnétisme dans la 
nature aient été de tout temps observées par les hommes, les notions 
scientifiques dans ce domaine n'ont été élaborées que relativement 
récemment. En 1784-1789 ont été publiés les travaux de Coulomb 
sur les interactions des masses électriques et des masses magnétiques. 
La loi de Coulomb, bien connue, est étudiée de nos jours à l’école 
secondaire et présente une analogie frappante avec la loi de la gra- 
vitation universelle découverte par Newton au siècle précédent. 
La loi sur les courants posée plus tard par Ampère et d’autres lois 
de ce type s’apparentent, par leur esprit, à la loi de Coulomb: l’ac- 
tion d’un objet sur un autre se produit, comme le supposaient les 
chercheurs, sans aucune intervention d’un milieu intermédiaire, 
d’une manière instantanée. C’est le principe des « actions à distance » 
qui est entré dans la science avec la mécanique de Newton. 

C'est au nom de Faraday (1791-1867) qu'est liée l'apparition 
d’une conception différente de la théorie de l’électromagnétisme ; 
il s’agit du principe des actions de proche en proche selon lequel les 
interactions se font par l'intermédiaire d’un milieu (en particulier. 
du vide) qui est le siège du phénomène électromagnétique; dans 
ces conditions. une question doit naître: quel est le temps de trans- 
mission de l’interaction ? C’est au physicien écossais Maxwell (1831- 
1879) que revient le mérite d’avoir apporté une contribution fonda- 
mentale au développement de la science électrique. En physique 
moderne. les équations de Maxwell sont les lois fondamentales de la 
théorie de l’électromagnétisme ; elles sont à la base de tout le contenu 
de ce livre. On doit à Maxwell la déduction théorique de l’existence 
des ondes électromagnétiques (et l'hypothèse de la nature électro- 
magnétique de la lumière}. Cette déduction résulte d’une analyse 
fondée sur les idées de Faraday. L'’excitation des ondes électroma- 
gnétiques en laboratoire et leur étude expérimentale ont été réalisées 
plus tard par Hertz (1857-1894) dont la contribution à la théorie 
de l’électromagnétisme est aussi très importante. Beaucoup de 
branches de l’électrodynamique radiotechnique contemporaine ont 
été prévues par Hertz. En particulier, il a utilisé pour ses expériences 
des miroirs paraboliques qui peuvent être considérés comme les 
prototvpes des antennes à miroirs modernes. Mais Hertz n'eut 
guère l’idée d'employer les ondes électromagnétiques, à une échelle 
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industrielle, comme moyen de: communication. Historiquement, 
l'honneur d'avoir inventé la télégraphie sans fil, c’est-à-dire la 
radio, revient au célèbre savant et ingénieur russe A. S. Popov 
(1859-1906). Signalons encore que les expériences d’un autre savant 
russe P. N. Lebedev (1866-1911) qui a mesuré la pression de radia- 
tion ont été décisives pour confirmer la nature électromagnétique 
de la lumière. 

Il n'est pas exagéré de dire que la radiotechnique a largement 
servi de base expérimentale pour la théorie de l’électromagnétisme, 
théorie fondée sur les équations de Maxwell et a stimulé son dévelop- 
pement ultérieur. Avec la radiotechnique est née la notion d'ondes 
radio-électriques, c'est-à-dire d'ondes électromagnétiques utilisées 
dans les systèmes radiotechniques. L'étude de la propagation des 
ondes radio-électriques dans des conditions naturelles (au-dessus 
de la Terre) est devenue l’une des branches scientifiques importantes. 
L'étude d'émission et de réception de l'énergie électromagnétique 
transportée par les ondes radio-électriques a donné naissance à la 
théorie des antennes actuellement très développée. 

Lors des premières expériences, la longueur des ondes radio- 
électriques se mesurait en mètres. Au début de notre siècle, les 
radiocommunications ont connu un développement considérable; 
parmi les ondes utilisées prédominent les ondes longues (de l’ordre 
du kilomètre). Mais à partir des années vingt, la radiotechnique 
a commencé à maîtriser des ondes de plus en plus courtes. L’avène- 
ment du radar, au cours de la deuxième guerre mondiale, a donné 
à ce processus une puissante impulsion: la radiotechnique a domes- 
tiqué les ondes décimétriques, centimétriques et millimetriques qui 
trouvent actuellement de très nombreuses applications dans les 
divers domaines. L'emploi d'ondes aussi courtes a apporté beaucoup 
de changements tant dans la radiotechnique elle-même que dans 
ses bases théoriques. Le fait est qu'auparavant les dimensions des 
composants radio-électriques restaient hien inférieures à la lon- 
gueur d'onde. Grâce à quoi, les notions fondamentales de l’électro- 
technique et sa théorie des circuits étaient applicables en tant 
qu'appareil des calculs radiotechniques et le matériel radio-électri- 
que ressemblait beaucoup au matériel électrique. Or, tout cela 
changea lorsqu'il fallut realiser des composants radio-électriques 
dont les dimensions sont de l’ordre de grandeur de la longueur 
d'onde. 

Expliquons cette remarque. Supposons que l'énergie électroma- 
gnétique se propage le long d'un conducteur que nous voulons consi- 
dérer comme un tronçon de circuit et que deux sections de ce conduc- 
teur distantes de ZL sont respectivement parcourues par des courants 
I, (#) et 7, (#). La théorie des circuits considere que ces courants 
sont identiques, c'est-à-dire que Z, (f) = 7, (t), mais est-ce vrai? 
Soit Z, (£) = Im cos œt. Quelle sera alors la phase du courant J, 
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traversant la section éloignée? Etant donné que le phénomène 
électromagnétique se propage à la distance L pendant un temps 
At = Liv, où v est la vitesse de propagation, la phase du courant 
TJ, sera wt seulement au bout du temps At, alors qu’à l’instant consi- 
déré elle est w (t — At). Comme nous le voyons, les courants J, et JZ, 
ne sont pas égaux car ils présentent un certain déphasage A — 
— & At; il peut arriver, par exemple, que 7, = 0 quand 1, = J7,. 
En tenant compte de la relation connue qui existe entre la vitesse, 
la longueur d'onde et la fréquence (v = fÀ, w — 2x/f), on a Ag — 
— 2nL/À. Ainsi le retard de phase n’est négligeable que lorsque 


L& À. (1.1) 


Le principe selon lequel le courant instantané dans toutes les sec- 
tions d’un conducteur est constant ne peut être considéré comme 
vérifié que si l'inégalité ci-dessus, dans laquelle on doit entendre 
par L la dimension maximale de l’objet, est assez largement valable. 
L’inégalité (1.1) est connue sous le nom de condition d'état quasi 
stationnaire. D'après ce critère, on distingue entre les objets quasi 
stationnaires et non quasi stationnaires. De ce qui précède il découle 
que la théorie des circuits à courants alternatifs est en général valable 
pour les objets quasi stationnaires. Bien entendu, nos raisonnements 
ont été un peu simplifiés ; une théorie approfondie (chap. 4) montre 
qu’au fur et à mesure que la condition d'état quasi stationnaire 
s'affaiblit, une partie de plus en plus grande de l'énergie liée au 
conducteur parcouru par le courant est rayonnée dans l’espace. 
Il est évident que la théorie des circuits électriques n’est pas appli- 
cable aux antennes : bien souvent celles-ci sont hautement non quasi 
stationnaires. Il en est de même, en général, des composants radio- 
électriques utilisés en ondes décimétriques, centimétriques et mil- 
limétriques. Alors non seulement les méthodes d’analyse, mais 
également les principes de conception eux-mêmes des dispositifs 
radiotechniques seront très éloignés des anciens modèles électro- 
techniques. Un fait remarquable à noter est, par exemple, l'emploi 
de systèmes creux, sous forme de guides d'ondes, servant à la trans- 
mission de l'énergie et sous forme de diverses cavités résonnantes 
qui remplissent en hyperfréquences le même rôle que celui joué 
par les circuits oscillants classiques aux fréquences relativement 
basses. Pour la compréhension et, à plus forte raison, pour l’utilisa- 
tion consciencieuse de tels dispositifs ou d’autres appareils de ce 
type. il est nécessaire de se guider sur une théorie non simplifiée 
de l’électromagnétisme. Avec l’emploi courant de générateurs 
optiques quantiques (lasers) ce sont des ondes électromagnétiques 
extrêmement courtes qui sont utilisées en radiotechnique. Com- 
parées à la longueur d'onde, les dimensions de ces appareils sont 
toujours très grandes. Les spécialistes utiliseront alors la théorie 
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de l’électromagnétisme et l’optique qui est l’une des branches de 
cette théorie. 

L'objet principal du présent ouvrage est l’étude des phénomènes 
électromagnétiques ondulatoires qui jouent un rôle important dans 
les systèmes radiotechniques. Nous avons déjà signalé plus haut le 
rôle joué par les équations de Maxwell dans la théorie de l’électro- 
magnétisme. C’est par leur étude que nous commencerons notre 
exposé. 


CHAPITRE PREMIER 


NOTIONS ET ÉQUATIONS FONDAMENTALES 
DE LA THÉORIE 
DU CHAMP EÉLECTROMAGNETIQUE 


I. ÉQUATIONS DE MAXWELL 


$ 1. Champ électromagnétique 


1.1. Phénomènes d’électromagnétisme et champ. — Bien que les 
phénomènes électromagnétiques soient des plus variés, il existe 
une notion théorique permettant de parler de leur base commune 
unique. C'est la notion de champ électromagnétique. L'idée de réalité 
physique du champ (« porteur d'énergie », forme particulière de la 
matière) a été émise dans l'Introduction. On peut affirmer que 
toutes les manifestations de l’électromagnétisme ont pour origine 
des transformations de l'énergie liée au champ. 

L'électromagnétisme joue aussi un rôle important dans la théorie 
moderne de la constitution de la maticre. Selon cette théorie, la 
matière est constituée de particules élémentaires ou fondamentales. 
Il est vrai que les mots « particule élémentaire » ne doivent pas 
être pris au sens littéral. Appliquée à l’échelle microscopique, l’image 
concrète d’une particule (d’un corpuscule) perd sa valeur. Cependant, 
dans certains Cas. une telle image s'avère utile si bien que l’électron, 
qui est porteur de charge élémentaire négative, ou d’autres particu- 
les élémentaires sont parfois considérés comme des corps directe- 
ment observables et donc possédant des trajectoires de mouvement. 

La théorie de la constitution de la matière relève, comme on le 
sait, de la physique quantique. Les problèmes connexes d’électro- 
magnétisme font l’objet de l’électrodynamique dite microscopique. 
La théorie de l’électromagnétisme dont l'exposé commence par le 
chapitre actuel est une théorie macroscopique. Les objets matériels 
à étudier sont tels que l’on ait à considérer l’action d'une quantité 
énorme. voire même « pratiquement infinie » de particules élémen- 
taires. Dans ces conditions, la structure de la matière est ignorée: 
le milieu est supposé continu. 

En étudiant les cours de physique générale et d’électrotechnique, 
le lecteur s’est déjà familiarisé avec les notions de charge électrique 
q et de courant de conduction Z (q se mesure en coulombs [C] et 7’ en 
ampères [A] !)). Faisons abstraction de la constitution de la matière, 


1) Au fur et à mesure que les grandeurs physiques apparaîtront dans le 
texte, nous introduirons leurs unités de mesure dans le systéme SI. 
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nous parlerons d’une distribution continue de charge et de courant 
en volume. ÎÏl est logique d'introduire alors des notions utiles de 
densité de charge p et de densité de courant j. La première de ces gran- 
deurs est définie par la limite vers laquelle tend le rapport 


p= lim (1.1) 


où Ag est la charge contenue dans le volume élémentaire AF. Cepen- 
dant on ne devra pas oublier que dans le cadre de l’électrodynamique 
macroscopique par « volume élémentaire » il faut entendre un éle- 
ment de volume qui n’est que « pratiquement infiniment petit », 
c’est-à-dire suffisamment petit pour justifier la relation de défi- 
nition (1.1) mais en même temps assez grand pour que la nature 
discrète de la matière ne se manifeste pas encore. Pareillement à la 
densité de charge, la densité de courant est définie par l’expression 

; .. à AT 

] Ri D 7S : (1.2) 
Ici, AS est un élément de surface orienté perpendiculairement au 
déplacement des charges ; #, le vecteur unitaire de la normale à cet 
élément de surface ; AZ le courant traversant cet élément de surface. 

La densité de charge se mesure en coulombs par mètre cube 
[C/m] et la densité de courant en ampères par mètre carré [A/m°]. 

Souvent on utilise dans la théorie de l’électromagnétisme les 
concepts de charge ponctuelle et de courant filiforme ou rectiligne. 
Le premier est l’idéalisation d’un corps chargé dont les dimensions 
sont petites par rapport à la distance à laquelle il est considéré. 
Le second est l’idéalisation du courant. dans un conducteur filifor- 
me (par exemple, dans un conducteur filaire). Comme il est montré 
dans l'Annexe 2. les densités p et 7 s'expriment dans ce cas à l’aide 
de la fonction delta de Dirac. 

Dans un champ électromagnétique, les charges et les courants 
sont soumis à l’action de forces. Si une telle force effectue un travail, 
une certaine énergie est enlevée au champ. Remarquer un tel proces- 
sus, c’est observer un phénomène électromagnétique qui met en évi- 
dence l'existence d’un champ dans la région donnée de l'espace. 
On peut donc parler des corps d’essai qui portent des charges ou des 
courants et servent à indiquer le champ électromagnétique. Puisqu'il 
s’agit de se faire une idée du champ qui existait en l'absence du 
corps d’essai, il est évidemment nécessaire que l'énergie extraite 
du champ lors de l’indication soit négligeable. En outre, le champ 
attendu doit être pratiquement uniforme dans toute sous-région 
dont les dimensions sont légèrement supérieures à celles du corps 
d'essai. 

1.2. Vecteurs du champ électromagnétique. — Les champs électro- 
magnétiques se décrivent à l’aide de fonctions vectorielles des 
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coordonnées et du temps (comme symbole de trois coordonnées 
spatiales nous utiliserons ie rayon vecteur r). Tout d’abord, introdui- 
sons deux grandeurs suivantes : 


E = E (r, t) intensité de champ électrique; 
B=Br,t) induction magnétique. 


Pour avoir une idée première de ces vecteurs. reportons-nous aux 
phénomènes bien connus qui font intervenir les corps pris pour 
charges ponctuelles. Une charge ponctuelle est soumise de Îla part 
du champ électromagnétique à une force 


F=q(E + [v, Bl), (1.3) 


où g est la valeur de la charge et v sa vitesse de mouvement. 
Dans le cas d’une charge au repos (v = 0), cette force ne dépend 
que de l'intensité de champ électrique 


F° =9E, (1.4) 


et il n’est pas donc difficile d'imaginer une expérience sous forme 
de « sondage » d’une région de l’espace à l’aide d’une charge ponc- 
tuelle en vue de déterminer la fonction vectorielle E qui caractérise 
un certain champ concret (nous n’abordons pas la question concer- 
nant Ja réalisation pratique üe telles mesures). L'égalité (1.4) est 
généralement considérée comme relation de définition de l'intensité 
de champ électrique. L'unité de mesure de cette grandeur (ou plus 
exactement de la valeur absolue Æ du vecteur E) est le volt par 
mètre [V/ml. 

Une charge ponctuelle en mouvement est encore soumise. comme 
le montre (1.3), à une force 


F" = qîfv, B], (1.5) 


qu'on appelle force de Lorentz. C'est à la manifestation de cette 
force qu'on lie la définition du vecteur induction magnétique B ; 
B se mesure en webers par mètre carré [Wb/m°]. Quant au corps 
d'essai, il peut être représenté non seulement par une charge ponc- 
tuelle en mouvement mais aussi par une spire immobile parcourue 
par un courant. Îl est facile de montrer (v. Exercices) que de la 
formule (1.5) on peut déduire: 


K=ISIv, Bl (1.6) 


Ici, K est le moment de la force appliquée à la spire; S l’aire du 
contour de la spire, Z l’intensité du courant dans la spire et w, le 
vecteur unitaire de la normale au plan de Îla spire (le sens du courant 
et la normale forment un trièdre direct). 

Les fonctions vectorielles Æ et B déterminent entièrement un 
champ électromagnétique dans le vide. Mais dans le cas d’un milieu 
arbitraire, ces deux fonctions ne suffisent pas. 


2% 
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Pour compléter E et B, introduisons les fonctions H et D qui 
ont reçu les noms suivants: 


H = H (r,t) intensité de champ magnétique; 
D = D (r, t) induction électrique. 


Les unités de mesure de Æ et D sont respectivement l'ampère 
par mètre [A/m] et le coulomb par mètre carré [C/m°l]. 
Pour le champ électromagnétique dans le vide on a 


D=eE et B = uH, (1.7) 


où &, et u, sont des coefficients constants dont le choix est déterminé 
par le système d'unités utilisé. Ce sont la permittivité (constante 
diélectrique) du vide e, = 107/4nc* = 8,854.10-© Z (1/36n)-10? 
farad par mètre [F/m], c étant la vitesse de la lumière dans le vide, 
et la perméabilité magnétique du vide up, = 47-10-77 = 1,257.-10# 
henry par mètre [H/ml]. 

On dit que le champ électromagnétique se présente comme l’en- 
semble d’un champ électrique (vecteurs E, D) et d’un champ magné- 
tique (vecteurs B, H). Le sens physique des fonctions vectorielles 
E, B, H et D est déterminé par les équations de la théorie de l’élec- 
tromagnétisme dont nous abordons l’étude dans le paragraphe sui- 
vant. 

Les effets mécaniques du champ électromagnétique, qui sont 
à la base des définitions des vecteurs E et B, peuvent, en principe, 
servir de source d’information sur les champs lorsque, par exemple, 
le milieu est l’air. En d’autres termes, un corps chargé et un cadre 
parcouru par un courant (de dimensions suffisamment petites) 
peuvent être utilisés pour une étude expérimentale des champs dans 
des limites, certes, bien déterminées. Mais la technique expérimen- 
tale moderne a à sa disposition divers moyens efficaces permettant 
l’étude des champs électromagnétiques dans divers cas. Signalons 
à ce propos que les renseignements obtenus sur la structure des 
champs à l’aide de divers éléments d’essai ne constituent qu’une 
petite partie de l'énorme volume de connaissances concrètes que 
la science a pu amasser sur le champ électromagnéetique. 

La théorie du champ électromagnétique a été élaborée à la suite 
de l’accumulation et de la généralisation des faits expérimentaux. 
L'appareil de cette théorie utilise une description analytique du 
champ à l’aide des fonctions E. B et H, D que nous avons déjà 
considérées. Dans les équations de l’électrodynamique, à ces fonc- 
tions s'appliquent les opérateurs de l’analyse vectorielle. Les pro- 
blèmes d'électromagnétisme sont énoncés comme problèmes de phy- 
sique mathématique dont la résolution conduit à la compréhension 
des processus complexes et même à la découverte des lois et des 
phénomènes auparavant inconnus. 
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a) b) 


Fig. 1.1. 


On utilise aussi largement la description graphique des champs 
électromagnétiques à l’aide d’aspects des Lignes vectorielles. Les 
lignes du vecteur Æ sont dites lignes de force électrique et les lignes 
du vecteur B lignes de force magnétique. La fig. 1.1 indique les 
exemples de quelques lignes vectorielles qui se rencontrent générale- 
ment dans les cours de physique générale. Ce sont les représenta- 
tions des champs d’une charge ponctuelle positive (a), de deux 
charges de signes contraires (b), d'un condensateur plan (c) et d'un 
conducteur parcouru par un courant (d). 


Exemples et exercices 


1. Vérifier les dimensions des relations (1.3) et (1.6). 
2. Les fig. 1.2, a et b représentent un cadre rectangulaire parcouru par un 
courant. En partant de l'expression de la force de Lorentz (1.5), montrer la 


Fig. 1.2. 


validité de la formule (1.6). Indication: considérer le couple de forces 
représentées sur la fig. 1.2, b et tenir compte de la relation qui existe entre la 
charge et le courant. 
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$ 2. Equations fondamentales de Maxwell 


2.1. Formes différentielle et intégrale des équations fondamen- 
tales. — Les lois fondamentales de l’électromagnétisme sont énon- 
cées à l’aide d'équations de Maxwell. Deux équations suivantes. aux 
dérivées partielles par rapport aux fonctions vectorielles E, H, D, 
B et j, sont ‘les équations fondamentales : 


rot H = + j (2.1) 
et 
0B 
rotE=—<—. (2.2) 


Chacune de ces deux équations vectorielles n'est qu’une écriture 
abrégée de trois équations scalaires qu’on obtient en choisissant 
un certain système de coordonnées et en projetant les vecteurs 
intervenant dans (2.1) et (2.2) sur les vecteurs unitaires correspon- 
dants. On obtient alors les « équations de Maxwell en projection 
sur les axes de coordonnées ». En se reportant à la formule (A.1.20) 
donnée en Annexe { et aux formules qui la suivent, le lecteur pourra 
écrire ces équations en coordonnées cartésiennes, cylindriques et 
sphériques ainsi qu’en coordonnées curvilignes orthogonales quel- 
conques. 
Ecrivons maintenant deux relations intégrales: 


$Ha=+ | Das+ | jas (2.3) 
L S S 
et 
2e d = —+— B ds. (2.4) 


Les égalités (2.3) et (2.4) sont, comme il sera montré, des analogues 
sous forme intégrale des équations (2.1) et (2.2). Ici, S est une 
certaine surface et ZL son contour; les différentielles vectorielles dl 
et ds ont le sens usuel (v. n° A.1.3). 

C'est ainsi que sont énoncées, sous forme différentielle et intécra- 
le. les deux premières équations de Maxwell que nous avons appelées 
équations fondamentales. Il serait intéressant de voir comment le 
développement des idées physiques a finalement conduit aux équa- 
tions de Maxwell. mais c’est une entreprise bien difficile et qui 
exigerait du temps !). Il est essentiel de noter que l’importance 
des équations de Maxwell, de celles énoncées plus haut et d’autres 
(que nous allons bientôt étudier). consiste en ce qu'elles contiennent, 


Au lecteur qui s'intéresse à cette question nous recommandons l'ouvrage 
[(H. " de la bibliographie. 
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sous une forme compacte, toutes les bases de la théorie de l’électro- 
magnétisme. Cette théorie elle-même est obtenue à partir des équa- 
tions de Maxwell par une voie purement déductive. c’est-à-dire 
comme un système de conséquences. Les équations de Maxwell sont 
des postulats de base de la théorie et doivent donc être admises sans 
démonstration. Leur justification est constituée par l’ensemhle des 
données expérimentales sur des phénomènes électromagnétiques qui 
sont à la disposition de la physique moderne. Le fait que nous 
admettons les équations fondamentales de Ia théorie sans procéder 
à une analyse détaillée de leur origine ne doit pas étonner. C'est 
de la même façon qu'on accepte en mécanique classique, par exem- 
ple. les lois de Newton. 

Bien entendu, on ne peut entièrement comprendre la significa- 
tion physique des équations de Maxwell qu'après avoir étudié la 
théorie de l’électromagnétisme, c’est-à-dire après s’être familiarisé 
avec les principales conséquences qui en résultent. Mais ceci ne 
signifie nullement qu’au début les équations de Maxwell doivent 
être tout à fait incompréhensibles. Au contraire, leur sens physique 
est facile à saisir, dans les grandes lignes, même lors d’une analyse 
sommaire. 

2.2. Loi généralisée de l’induction électromagnétique. — Analy- 
sons la deuxième équation de Maxell (2.2). La dérivée partielle du 
second membre exprime la vitesse de variation dans le temps de 
l'induction magnétique B, alors qu’au premier membre, l’opérateur 
différentiel rot ne s'applique qu'aux dérivées par rapport à l'espace 
des composantes de l'intensité de champ électrique E. Ainsi. les 
varialions spatiales du champ électrique et les variations temporel- 
les du champ magnétique sont liées entre elles. Supposons que le 
champ électrique soit absent, c'est-à-dire que ÆE = 0 et donc 
rot E = 0. Dans ce cas, 0B/0t = 0. ce qui signifie qu’en l'absence 
de champ électrique le champ magnétique ne peut ètre que constant. 
Mais toute variation du champ magnétique (0B/0t 0) provoque 
nécessairement la création d'un champ électrique : le premier membre 
de (2.2) est différent de zéro. 

Avant de tirer d’autres conclusions, soulignons que l’équation 
différentielle (2.2) fournit une caractéristique locale du phénomène 
électromagnétique : elle est vérifiée par les fonctions E et B en un 
certain point de l’espace M (r) à un certain instant de temps f. 

Reportons-nous maintenant à la relation intégrale (2.4) et pro- 
posons-nous, tout d’abord. d'établir son lien avec l'équation (2.2). 
Considérons une certaine surface S délimitée par un contour ZL 
(fig. 2.1. a). En calculant le flux du vecteur aux premier et second 
membres de l’équation (2.2). on a 


| rot E ds= — [ — ds 
s S 
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et, en appliquant ensuite au premier membre le théorème de Stokes 
(A.1.25). on obtient 


0B 
purs — | ds. (2.5) 


cp 


I] est intéressant de noter que lorsque le contour L est fixé, le second 
membre de (2.5) ne varie nullement, quelles que soient les varia- 
tions de la surface S s'appuyant sur ce contour (fig. 2.1, b). 

On peut faire sortir l'opérateur de dérivation par rapport au 
temps d/0t de l’intégrale figurant au second membre de (2.5) (le 


) 


Fig. 2.1. 


contour est supposé invariable). Puisque cette intégrale elle-même 
ne dépend que du temps, le symbole de la dérivée partielle est 
remplacé par d/dt. Finalement on est ramené à l'équation (2.4). 

Conformément à la deuxième équation de Maxwell sous forme 
intégrale (2.4) la circulation de l'intensité du champ électrique E, 
prise le long d’un contour quelconque L, est égale à la dérivée, chan- 
gée de signe, par rapport au temps du flux de l’induction magnétique 
B à travers toute surface s'appuyant sur ce contour. 

Remarquons que le flux du vecteur B à travers la surface S 
s'appelle flux magnétique et se note 


O= |Bds. (2.6) 

S 
Il se mesure en webers [Wb] (on comprend maintenant pourquoi B 
se mesure en [Wb/m*], comme il a été indiqué au $ 1). Puis, on 


conçoit sans peine que la circulation du vecteur E le long de L que 
nous désignerons ici par 


L 
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se mesure en volts [V], puisque (v. $ 1) l’unité de mesure de E est 
le volt par mètre [V/m]. En récrivant la deuxième équation de 
Maxwell (2.4) sous la forme 


8 = —oD/ôt, (2.8) 


nous remarquons que d’après sa structure elle coïncide avec l’expres- 
sion de la loi de l'induction électromagnétique de Faraday. 

Cette coïncidence n'est pas un effet du hasard: dans les condi- 
tions d'application de la loi de Faraday la deuxième équation de 
Maxwell se transforme effectivement en cette loi. Si l’on prend 
pour L un contour filaire (fig. 2.1, c) par exemple et qu'on calcule 
la vitesse de variation du flux magnétique passant à travers une 
surface quelconque S limitée par ce contour, la quantité trouvée 
changée de signe doit être égale, d’après la loi de Faraday, à la 
force électromotrice induite dans le contour. C’est cette f.6.m. qui 
est égale à € donnée par (2.8). 

On comprend que pour un contour L quelconque (limité dans 
l’espace) la loi de Faraday ne peut pas être appliquée ne serait-ce 
que parce qu’une situation si générale dépasse largement les limites 
des faits expérimentaux à partir desquels cette loi a été déduite. 
La loi de l’électromagnétisme exprimée par la deuxième équation 
de Maxwell est nettement plus large: l’objet spatial y est absolu- 
ment quelconque. Néanmoins, nous sommes en droit de caractériser 
cette loi comme une loi généralisée de l'induction électromagnétique. 

2.3. Courant et champ magnétique. — Passons à la première 
équation de Mazxu:ell (2.1), en considérant simultanément sa forme 
intégrale (2.3). Le lien formel qui existe entre les égalités (2.1) et 
(2.3) est maintenant parfaitement clair: on peut passer de (2.1) 
à (2.3) exactement de la même manière que plus haut (au n° 2.2) 
on est passé de (2.2) à (2.4). 

Soit un phénomène électromagnétique invariable dans le temps 
AN) ou, comme on le dit, stationnaire. On déduit alors de (2.1) 
et (2.3) 


’ù 


rotH=)j et ® Hdl=T, (2.9) 
L 
où 
1= [ jas (2.10) 
s 


n’est rien d’autre que le courant de conduction total passant par S. 
Par suite de la condition d'état stationnaire imposée plus haut, 
ce courant est un courant constant. Les égalités (2.9) expriment la 
liaison entre le champ magnétique et le courant constant. On ne 
peut imaginer un courant sans champ magnétique car pour j # 0 
on a obligatoirement rot H =£ 0 et donc H + 0. 


26 NOTIONS DE LA THÉORIE DU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE  [CH. I 


Si le champ varie dans le temps (d/0t 0) mais le courant est 
absent (j = 0), alors on a suivant (2.1) et (2.3) 


0D d 
rot H=% et Ésbaler 3 dal (2.11) 


En comparant les relations (2.11) et (2.9), nous voyons que la fonc- 
tion vectorielle 9D/0t qui exprime la vitesse de variation de l’induc- 
tion électrique joue dans le second cas le même rôle que la densité 
de courant de conduction 7 dans le premier cas, à savoir que l’exis- 
tence de variations dans le temps de l’induction D (0D/ôt & 0) 
entraîne l'existence d’un champ magnétique (H 0). La quantité 
0D/ôt s'appelle densité de courant de déplacement et l'intégrale 


= | Das |Tds (2.12) 
S S 


exprime par cette relation le courant de déplacement. 
Nous appellerons respectivement courant total et sa densité les 
quantités 
I + Id et j + 6D/ôt 


qui figurent au second membre de la première équation de Maxwell 
(2.1) et (2.3). Ainsi, en vertu de la première équation de Maxwell 
sous forme intégrale (2.3), la circulation de l'intensité de champ 
magnétique le long d’un contour quelconque L est égale au courant 
total traversant toute surface S s'appuyant sur ce contour. 

De l'équation (2.3) il résulte qu’en l'absence de champ magné- 
tique le courant total est nul, alors que l'apparition de courant 
provoque nécessairement la création d’un champ magnétique. Le 
courant de conduction et le courant de deplacement jouent dans 
ce cas le même rôle. 

Le courant de déplacement est une des caractéristiques du champ 
électromagnétique variable. Le sens physique de cette notion sera 
mis en évidence au fur et à mesure de la progression de notre étude. 

En appliquant l'opération div aux deux membres de l’équa- 
tion (2.1) et en tenant compte de l'identité (A.1.32), on obtient 


div (j + 8D/6t) = 0. (2.13) 


Considérons un volume quelconque V enclos par une surface fer- 
mée S. A l’aide de théorème d’'Ostrogradsky-Gauss (A.1.24), dédui- 
sons de (2.13) le résultat suivant: 


Q (142 ) #80. (2.14) 


Les égalités (2.13) et (2.14) expriment une propriété importante 
du courant total: les lignes vectorielles de la densité de courant 
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total sont continues (elles n'ont ni origine ni extrémité); le courant 
total sortant à travers toute surface fermée est nul. 

Expliquons ceci sur l’exemple d’un condensateur inséré dans 
un circuit à courant alternatif. L'examen de la fig. 2.2 montre 
que la surface fermée S (traits interrompus) peut passer entre les 


Fig. 2.2. 


armatures du condensateur, dans ce cas elle traverse inévitablement 
l'un des fils de connexion. En vertu de (2.14) le courant total 7 + Jd 
à travers S est nul. On en déduit que le courant de déplacement 
concentré principalement à l'intérieur du condensateur est, à tout 
instant, égal en valeur absolue mais de sens opposé au courant de 
conduction dans le circuit (le courant qui entre dans S$ est négatif 
et celui qui en sort est positif). 


Exemples et exercices 


1. Déterminons le champ magnétique produit par un courant rectiligne. 
On sait que les lignes vectorielles de H sont dans ce cas des circonférences 


H 
H ar 
D VAR A | _\—7 
z 
l 
a) ê) 


Fig. 2.3. 


concentriques (fig. 1.1. d). Le courant est supposé constant. En prenant la deu- 
xième formule de (2.9), faisons coïncider le contour d'intégration L avec l'une 
des lignes vectorielles dont le rayon est r (fig. 2.3, a) et parcourons ce contour 
dans le sens du vecteur #. Alors on aura sous le signe somme H dl = Hdlet 
H aura une seule et même valeur en tous les points du contour parce que toutes 
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les directions radiales sont physiquement équivalentes. Par suite, 


I 
27r | 


&Ha=x Î di=2nrH, H=— 
L L 


Ainsi, la formule intégrale (2.9) permet d'obtenir tout de suite la valeur absolue 
de l'intensité de champ magnétique comme fonction de la distance à l’axe du 
courant. Il ne reste qu à établir l'orientation relative du courant et du champ. 
Comme le courant est positif lorsque la circulation du vecteur }X est positive, 
lors du parcours du contour le long de H le courant sera dirigé suivant la normale 
au plan du contour qui est liée au sens de H par le système de rotation à droite. 
Soit &, le vecteur unitaire indiquant le sens de H, le résultat obtenu s'exprime 
alors par la formule 


H= a —. (2.15) 


La fig. 2.3, b montre que «&, est le vecteur unitaire de la coordonnée angulaire & 
d’un système de coordonnées cylindriques dont l’axe des =: coïncide avec le sens 
du courant J. 

2. Revenons à un condensateur placé sur un circuit à courant alternatif 
(fig. 2.2) et donnons-nous le courant dans le circuit: 7 = Z,, cos ot (loi des 
oscillations harmoniques). En supposant que le champ à l’intérieur d’un con- 
densateur plan soit uniforme, montrer que 


= sin wi 
&Eo 9 


(le condensateur est à air, S, est l'aire de son armature). 

3. Ecrire les équations de Maxwell (2.1) et (2.2) en projection sur les axes 
de coordonnées pour les cas des coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphé- 
riques. 

4. Soit un champ électromagnétique dont le vecteur E a un sens invariable. 
Montrer que les vecteurs E et B sont perpendiculaires entre eux. 
| 5. Le sens du vecteur Æ d'un champ électromagnétique est constant. Mon- 
D ques vecteur densité de courant total et le vecteur H sont perpendiculaires 

’un à l’autre. 


$ 3. Système d'équations de Maxwell 


3.1. Divergences de l’induction électrique et de l’induction magné- 
tique. — Ecrivons les égalités 


div D = p (3.1) 
div B=0, (3.2) 


et 


qu’on appelle les troisième et quatrième équations de Mazwell. Leurs 
analogues sous forme intégrale s’obtiennent par application du 
théorème d’Ostrogradsky-Gauss (A.1.24) et revêtent la forme sui- 
vante 


À Dds=q (3.3) 
S 


$3] SYSTÈME D'EQUATIONS DE MAXWELL 29 


et 
‘a 
B ds =0, (3.4) 
è 
où 
q= | o dv (3.5) 


\ 


est la charge totale contenue dans un domaine V délimité par une 
surface S (en particulier, le volume Ÿ peut englober plusieurs régions 
chargées distinctes, par exemple, des charges ponctuelles de signes 
contraires). 

En vertu de (3.1) la divergence de l'induction électrique est 
égale à la densité de charge p. D’après le sens de la notion de diver- 
gence cela signifie que les lignes vectorielles de D ne peuvent avoir 


Fig. 3.1, 


leurs origines et leurs extrémités qu'en des points de l’espace où 
p = 0. S'il se trouve que p = 0 dans tous les points d’un domaine V, 
cela signifie que les lignes vectorielles de D soit traversent ce domai- 
ne (fig. 3.1, a), soit sont fermées sur elles-mêmes (fig. 3.1, b). Puis- 
que la divergence du vecteur D est positive pour p > 0 et négative 
pour p << 0, les « sources » des lignes vectorielles de D sont consti- 
tuées par des charges positives et les « puits » par des charges néga- 
tives (cf. les fig. 3.1, c et d). 

La forme intégrale (3.3) de la troisième équation de Maxwell 
s'appelle aussi le théorème de Gauss. Il est évident que la charge 
totale contenue dans un volume V se mesure par le flux d’induction 
électrique à travers la surface fermée $ qui limite ce volume. Le 
mode de répartition de la charge n’a dans ce cas aucune importance. 
Si l’intécrale de (3.3) est nulle, cela ne signifie pas encore que le 
volume considéré ne contienne aucune charge: il se peut que les 
charges positives et négatives se neutralisent. C’est ainsi par exemple 
que le flux de D sera nul si le volume V renferme un système de deux 
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charges égales en valeur absolue, mais de signes contraires repré- 
senté sur la fig. 1.1, b. 

Encore une remarque au sujet du théorème de Gauss (3.3). Comme 
nous l'avons vu au $ 1. D se mesure en coulombs par mètre carré. 
Sachant que la charge se mesure en coulombs, nous confirmons ces 
dimensions à l’aide de (3.3). 

Reportons-nous à l'équation (3.2). La nullité de la divergence 
de l'induction magnétique B signifie que les lignes vectorielles 
de B (lignes de force magnétique) ne commencent et ne se terminent 
nulle part : elles sont soit fermées sur elles-mêmes, soit s'en vont 
vers l'infini (comme les lignes de D sur les fig. 3.1, a et b). D’après 
(3.4) le flux d’induction magnétique (flux magnétique) à travers 
une surface fermée quelconque est toujours nul. Remarquons que 
de façon formelle les équations (3.2), (3.4) sont analogues aux équa- 
tions (2.13). (2.14). 

La continuité des lignes de force magnétique correspond à l’ab- 
sence de charges magnétiques libres dans la nature !). Les équa- 
tions (3.2) et (3.4) permettent d’écrire de façon purement formelle 


on =0et 9m = 0, (3.6) 


où pm et g" se rapportent aux charges magnétiques hypothétiques. 

3.2. Conservation de la charge et courant de déplacement. — Sui- 
vant le principe de la conservation de l'électricité adopté par la 
physique moderne, on ne peut pas détruire ou créer une charge 
électrique. Aussi une décroissance de la valeur de la charge 4 dans 
un certain domaine Ÿ ne peut-elie s'expliquer que par son écoule- 
ment vers l'extérieur et sa croissance par un apport de charge de 
l'extérieur. Soit Z le courant de conduction à travers toute la surface 
(fermée) S qui limite un domaine F dont la charge totale est q. 
La formulation mathématique du principe de la conservation de 
la charge sera alors de la forme 


I = —dgldt, (3.7) 


ou encore, en utilisant les expressions intégrées de la charge et du 
courant, 


$ jds= + (pd (3.8) 


On obtient aisément l'expression différentielle du principe de 
conservation de la charge. À cet effet, transformons le premier mem- 
bre de (3.8) à l’aide du théorème d’Ostrogradsky-Gauss (A.1.24) 
et introduisons, au second membre, la différentiation sous le signe 
somme. Ensuite, en groupant les deux termes sous le signe d’une 


1) La question de l’existence de charges magnétiques libres reste en principe 
ouverte. 
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même intégrale de volume, on trouve 
(div j++) dv =0, 


où le domaine d'intégration V est arbitraire. On en déduit l’expres- 
sion différentielle du principe de conservation de la charge 


div j = —0p/ôt, (3.9) 


qui est aussi connue sous le nom d'’équation de continuité. 

On peut maintenant passer à l’examen du rôle que le courant de 
déplacement joue dans la première équation de Maxwell. On se 
rend compte, sans peine, de ce que les équations (2.9), qui établis- 
sent la relation entre le champ magnétique et le courant constant, 
sont inexactes dans le cas des phénomènes variables au cours du 
temps. ne serait-ce que parce que ceci est en contradiction avec Île 
principe de conservation de la charge. En effet. en prenant les diver- 
gences de rot H et de j, on obtient suivant (2.9) et (A.1.32) que 
div 7 = 0, alors que d’après (3.9) le second membre doit être —0n/üt. 
La présence de la densité de courant de déplacement 9D/ôt dans la 
première équation de Maxwell (2.1) peut être interprétée comme une 
« correction » qui met l'équation rot H = j en accord avec le prin- 
cipe de la conservation de la charge lorsqu'on considère des régimes 
variables. Pour s’en assurer. il suffit de prendre les divergences 
dans (2.1). Il en résulte l'égalité (2.13) dans laquelle il faut inter- 
vertir les opérations de différentiation div et 4/ôt et ensuite rempla- 
cer div D par p conformément à (3.1). On obtient finalement l'éga- 
lité (3.9). 

3.3. Relation entre les premier et deuxième groupes d’équations 
de Maxwell. — Posons-nous le problème d'établir la relation entre 
les équations (2.1) et (2.2), qui ont été appelées équations fonda- 
mentales de Maxwell, et les équations (3.1), (3.2) (on utilise aussi 
les expressions premier groupe et deuxième groupe d'équations 
de Maxwell). Le fait est que ces équations ne sont pas tout à fait 
indépendantes. Par exemple, en appliquant l'opération div à (2.2), 
on obtient, après avoir interverti les opérations div et d/0t, 


Ô j- 
x div B=0. (3.10) 
Or, ceci signifie que la fonction div B est indépendante du temps: 
div B = const (t). (3.11) 


On peut dire !): « Si le champ était absent dans le passé, cette 
constante doit être nulle et comme il est logique de supposer que 
le temps écoulé depuis l'apparition initiale du champ n'est pas 


1) Se reporter à la bibliographie [A.2]. 
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infiniment grand, nous concluons que div B = 0 ». Nous voyons que 
le raisonnement cité permet de passer de la deuxième équation de 
Maxwell (2.2) à la quatrième équation (3.2). Il existe cependant de 
sérieuses raisons d'écrire l'équation (3.2) comme une équation 
indépendante. Dans ce cas, le sens physique du raisonnement déve- 
loppé plus haut se trouve formalisé, c’est-à-dire exprimé sous forme 
mathématique (3.2). Comme cela peut se produire par ailleurs, 
l'expression mathématique est ici plus laconique qu’un énoncé ver- 
bal. En outre, la formalisation des propositions physiques est néces- 
saire pour la résolution des problèmes mathématiques de théorie de 
l’électromagnétisme. 

De la même manière, on peut « déduire » la troisième équation 
de Maxwell (3.1) de la première équation de Maxwell (2.1). Néan- 
moins, pour des raisons exposées plus haut, nous considérerons les 
équations (3.1) et (3.2) comme des propositions indépendantes de 
la théorie et les inclurons dans le système d'équations de Maxwell 
dont nous abordons maintenant l'étude. 

: 8.4. Système d’équations de Maxwell. — Ecrivons l’ensemble 
des propositions mathématiques considéré comme un système com- 
plet d'équations de la théorie de l’électromagnétisme. Ce sont quatre 
équations de Maxwell aux dérivées partielles que nous connaissons 
déjà 


rotH= +,  divD=p, 
2B (3.12 a) 
rotE=——, div B=0 
“et les relations algébriques 
D =eeE, B=muuH, Jj = 6E. (3.12b) 


Les équations (3.12a), (3.12b) sont connues sous le nom de système 
d'équations de Maxwell. 

Les égalités (3.12b) qui établissent les relations entre les induc- 
tions D, B et la densité de courant de conduction 7 d’une part et 
les intensités de champs E et H d’autre part sont parfois appelées 
équations matérielles ou de mécanique parce que les paramètres 
e. u et o qu’elles font intervenir caractérisent les propriétés des 
milieux (substances, matériaux) où règnent les champs. Les para- 
mètres € et u s'appellent respectivement permittivité ou constante 
diélectrique et perméabilité magnétique alors que © s'appelle conduc- 
tivité. Les propriétés des milieux seront étudiées plus loin (aux 
$$ 4 à 6) et, en attendant, nous remarquerons qu'à la différence des 
équations (3.12a), les équations de mécanique (3.12b) ne sont pas Îles 
équations les plus générales (universelles) de la théorie. Ces relations 
sont à la fois les plus simples et très employées. 
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En remplaçant les équations (3.12a) par leurs analogues sous 
forme intégrale 


jan z Dds+I, hat 


(3.13) 
QEa=-<+ | Bas, ŸBds=0, 
L ë S 


on obtient le système d'équations de Maxwell sous forme intégrale 
considéré conjointement avec les équations (3.12b). 

Le système d'équations de Maxwell (3.12) exprime les principes 
généraux de la théorie qui suffisent à décrire les divers phénomènes 
électromagnétiques particuliers. Il existe des milieux pour lesquels 
les équations (3.12b) doivent être remplacées par des équations 
plus complexes ; jointes à ces dernières, les équations (3.12a) consti- 
tuent de nouveau un système complet d'équations de la théorie de 
l'électromagnétisme. 

Soulignons que le système d'équations de Maxwell réduit à lui 
seul ne possède pas de solutions déterminées. Une solution déter- 
minée, c’est-à-dire l’ensemble de FE, H, B, D, j et p en tant que 
fonctions concrètes des coordonnées et du temps, n’existe que lors- 
qu’on impose des conditions complémentaires qui caractérisent 
tel ou tel objet réel. En d’autres termes, dès qu’un problème sur 
un phénomène électromagnétique à étudier est 
correctement énoncé, il devient un problème 
mathématique qui comprend le système d’équa- 
tions de Maxwell et des conditions supplé- 
mentaires pour lesquelles il existe une solution 
décrivant ce phénomène. 


Exemples et exercices 


1. Considérons l'application du théorème de Gauss 
(3.3) à la détermination du champ dû à une char- Fig. 3.2. 
ge ponctuelle placée dans un milieu homogène. Les 
lignes de force du vecteur induction électrique D sont des droites radiales qu'il 
convient de tracer uniformément (à des intervalles angulaires égaux) puisque 
toutes les directions sont physiquement équivalentes (fig. 3.2). Désirant calcu- 
ler l'induction électrique £ une distance r de la charge, traçons autour de cette 
charge une sphère de rayon r. Comme les directions radiales forment des norma- 
les à la surface sphérique, on a sous le signe de l'intégrale (3.3) D ds = D ds. 
Du fait que sur la surface de la sphère la valeur de D est invariable, on obtient 


à D ds = D & ds=—4nriD, D 
S S 


Tr 


3—01469 
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Mettons ce résultat sous forme vectorielle 
q 
D=r rx: (3.14) 


2. La fig 


. 3.3 di ose schématiquement deux types structurels de cham 
électromagnétique. Y 


ans un Cas (a), le vecteur densité de courant total | + | 


+ 9D/ôt forme dans l’espace un « paquet » à symétrie axiale ; dans l'autre (b), 


0D , - 
de *J 


D,E (croissance) 


un 


DE (décroissance) 


B,H (décroissance) 


Fe ha, 2 


| 


B,H (croissance) 


b) 


Fig. 3.3. 


c’est le vecteur 9B/ôt qui fait de même. On voit sur la fig. que les lignes de force 
magnétique (a) ou électrique (b) sont des circonférences fermées et que le carac- 
tère de structure du champ est différent suivant que le champ décroît ou croît. 
Expliquer cette figure en partant des équations de Maxwell. Indication: 
se servir de la méthode utilisée dans l’exemple 1 du & 2. 

3. Par quelle voie et sous quelles hypothèses l'équation (3.1) peut-elle être 
obtenue à partir de (2.1)? 


Il. PROPRIÉTÉS DES MILIEUX 
ET CONDITIONS AUX LIMITES 


$ 4. Polarisation et aimantation 


4.1. Traits généraux des phénomènes électromagnétiques dans 
des milieux matériels. — Généralement, les phénomènes électro- 
magnétiques qui se déroulent à l’intérieur de la substance sont en 
moyenne si équilibrés qu'ils ne produisent pas par eux-mêmes de 
champ qui soit observable à l’échelle macroscopique. Il ne peut 
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y avoir exception que pour certains milieux, les ferromagnétiques 
par exemple : tout le monde connaît l’action des aimants permanents 
dont les champs sont dus justement aux phénomènes spontanés 
intérieurs. Pourtant, lorsque les particules chargées de la matière 
sont soumises à l’action d’un champ extérieur, la compensation 
mutuelle des champs intérieurs se trouve plus ou moins troublée. 
On peut affirmer que quand un corps est placé dans un champ électri- 
que extérieur il s’y produit une certaine déformation ainsi qu’une 
réorientation d’atomes et de molécules dont les charges restent 
liées dans l’ancienne structure de la substance. Cependant, par 
suite de ces écarts, il apparaît un champ intérieur de valeur telle 
qu’en se superposant au champ extérieur, il le modifie notablement. 
Ce phénomène se produisant dans un champ électrique extérieur 
porte le nom de polarisation du milieu. Un phénomène analogue qui 
se manifeste dans un champ magnétique extérieur s'appelle aiman- 
tation. Au sixième chapitre nous étudierons les phénomènes inté- 
rieurs dont divers milieux sont le siège. Pour l'instant limitons- 
nous à une description purement phénoménologique et examinons 
le sens physique des équations de mécanique dans le système d’équa- 
tions de Maxwell. 

Si E est l’intensité de champ électrique, l'induction électrique 
dans le vide sera D, — &,E. Pourtant, dans un milieu matériel, 
on observera pour la même intensité E une induction D et l'examen 
de la différence D — D, présentera un certain intérêt. De même, 
on peut considérer la différence B — B,, où B, — u,.H est l’induc- 
tion magnétique dans le vide pour une certaine intensité H et B 


est l'induction dans le milieu étudié pour la même intensité. En 
utilisant les notations 


P=D—-D,;et M = B — B,, (4.1) 
nous appellerons P la polarisation électrique et M l’aimantation (ou 
polarisation magnétique) *). 

_ La polarisation et l'aimantation d'un milieu interviennent 
généralement comme des phénomènes indépendants l’un de l’autre 
si bien qu’on peut écrire 

P =P(E), D = D (E), 

M = M (H), B = B (H). (4.2) 
L'interprétation la plus simple de ces formules est que, par exemple, 
la polarisation P (r, t) est entièrement définie par l'intensité de 


champ E (r. t) au même point de l’espace À (r) et au même instant f 
(il en est de même de M). En d’autres termes, la polarisation et 


1) Par souci d’uniformité nous renonçons ici à la définition traditionnelle 
du vecteur aimantation d’après laquelle # 18 H. 
Ho 


3% 
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l’aimantation sont regardées comme des phénomènes locaux et 
dépourvus d'inertie: en tout point A (r) ils sont indépendants de 
l’état du milieu environnant et de plus, ils ne sont pas liés à « l’évo- 
lution antérieure » de cet état. Pour le moment nous adopterons ce 
point de vue en posant aussi que P = 0 pour E = 0 et M = 0 pour 
H = O0, c’est-à-dire que la polarisation et l’aimantation spontanées 
n’interviennent pas. 

4.2. Susceptibilités et permittivités des milieux. — Dans la 
plupart des cas les vecteurs P, E et D, de même que les vecteurs 
M, IT et B, sont colinéaires, si bien qu’on peut écrire commodément 


P = yfe,E et M = yeu,H, (4.3) 


où 4° et ym sont des coefficients sans dimension appelés respective- 
ment la susceptibilité électrique et la susceptibilité magnétique du 
milieu. Ils expriment la « mesure de la réponse » du milieu à un 
phénomène électromagnétique extérieur. En utilisant les égalités 
(4.1), on obtient les relations 
D = 8e, E et B = pui, (4.4) 

où 

e = 1 +y et pu = 1 + yn, (4.5) 
qui ne sont autres que les équations de mécanique que nous avons 
incorporées dans le système d'équations de Maxwell (3.12) ; rappelons 
que les paramètres € et ont été appelés permittivité électrique et 
permittivité (ou perméabilité) magnétique. On les appelle aussi 
permittivités relatives, alors que les coefficients €, — £9e et la — 
.= y S’appellent respectivement permitlivité absolue et perméabilité 
absolute. 

4.3. Classification des milieux. — Le caractère des permittivites 
£ et u que nous considérons pour l'instant comme des coefficients 
scalaires intervenant dans les relations (4.4) correspond à la nature 
du milieu. 

Il est évident que dans le cas d’un milieu homogène, c'est-à-dire 
ayant les mêmes propriétés physiques en tout point de l’espace, 
e et u sont des grandeurs qui ne dépendent pas des coordonnées, 
alors que pour un milieu non homogène ce sont des fonctions des 
coordonnées £ = £ (r), u —= p (r). 

Si & et p ne dépendent pas du champ, les relations entre les 
inductions ct les intensités (4.4) sont linéaires; le milieu est alors 
dit linéaire (au sens des phénomènes de polarisation). 

Bien entendu, des milieux parfaitement linéaires n’existent pas 
dans la nature. La non-linéarité ne se manifeste, dans la plupart 
des cas, que pour des intensités de champ extrêmement élevées. 
C'est ainsi. par exemple, que l’on a affaire à la non-linéarité elec- 
trique des milieux soumis à des champs électromagnétiques produits 
par des lasers de puissance. Pourtant, pour des champs relativement 


S 4] POLARISATION ET AIMANTATION 37 


faibles, la non-linéarilé est propre aux ferromagnétiques et à cer- 
tains autres milieux. En général. lorsque & et u ne dépendent pas 
du champ, les équations (4.4) doivent être considérées comme des 
relations « linéarisées » de forme plus générale. Soit, par exemple, 
la dépendance D — D (E) qui se réduit à la dépendance scalaire: 
D = D (E)). En représentant cette dépendance sous forme de série 
de Taylor suivant les puissances de Æ, on obtient en l’absence de 
polarisation spontanée (D (0) = 0): 


D (E) = ee (E)E, (4.6) 


e(E)=ete,E+e&E’+...+e,ET+..., 


À dn+t1n 


4.6") 
dD 
a GE CO) En Gent ame O: 


Lorsque les valeurs absolues de Æ sont suffisamment petites, on 
peut considérer que la permittivité électrique & (£) est indépendante 
de Æ et est égale à la permittivité linéarisée e1. 

Jusqu'ici nous avons vu des milieux pour lesquels les vecteurs 
P,E et D ainsi que M, H et B étaient colinéaires (v. plus haut 
n° 4.2). On peut ajouter que généralement ils sont non seulement 
colinéaires mais aussi parallèles (les permittivités sont positives). 
D'après leur sens, les formules (4.4) sont indifférentes à la direction 
du champ. De tels milieux sont dits isotropes. Mais on est souvent 
amené à considérer aussi des milieux anisotropes, c'est-à-dire des 
milieux dont les propriétés physiques varient suivant la direction 
du champ. L’anisotropie ne doit pas être confondue avec l’inhomo- 
généité: un milieu anisotrope, de même qu'un milieu isotrope, 
peut être non homogène ou homogène; dans ce dernier cas ses pro- 
priétés en tout point varient suivant la direction de la même façon. 
Les cristaux sont anisotropes. En radiotechnique, on utilise large- 
ment des ferrites aimantés qui sont anisotropes dans un champ 
à très haute fréquence. Les couches ionisées de l'atmosphère sont 
aussi anisotropes (sous l’action du magnétisme terrestre), fait dont 
on tient compte lors de l’analyse de la propagation des ondes radio- 
électriques. Lorsqu'il y a anisotropie (polarisation électrique ou 
magnétique), les vecteurs inductions et intensités deviennent non 
colinéaires. 

4.4. Description de l’anisotropie. — Dans le cas d’un milieu 
anisotrope les équations de mécanique (4.4) conservent leur forme 
mais par permittivité e et u on doit entendre des matrices (du troi- 
sième ordre) appelées respectivement tenseur de permittivité élec- 
trique et tenseur de perméabilité magnétique. Ecrivons, pour un 
certain système de coordonnées cartésiennes, les tenseurs de permit- 
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tivités sous la forme 


Exx Exy Ex: Hxrx Huy Ha: 
E— | Eyx Eyy Eyz |etU= | U,x Lyy Ur |. (4-7) 
Ezx Ezy Ezz Uzx Uzy Lzz 


Ainsi, les propriétés d’un milieu sont décrites à l’aide d’une col- 
lection de nombres : chaque tenseur se caractérise par neuf éléments 
qui sont des constantes pour un milieu homogène et des fonctions 
des coordonnées pour un milieu non homogène. Dans la plupart des 
cas, parmi les éléments des tenseurs & et pt il existe des zéros. Prenons 
une des équations de mécanique pour illustrer son écriture en projec- 
tion sur les axes de coordonnées dans le cas d’un milieu anisotrope: 


Dx= e::E , + Ex Ey + Ex:E:, 
Dy=e,.E;+eyyEy+e,E:, 
D; - E:x Ex + E-yEy + €;1Ez- 


Chaque composante du vecteur induction peut dépendre de toutes 
les trois composantes du vecteur intensité (si la ligne correspondante 
du tenseur de permittivité ne comporte pas de zéros). 

Aux tenseurs de permittivités e et u correspondent des tenseurs 
de susceptibilités 4° et y". Ces grandeurs sont toujours reliées entre 
elles par les formules (4.5) dans lesquelles l’inité doit être remplacée 
par le symbole de la matrice unité du troisième ordre (I). 

4.5. Quelques renseignements numériques. — Indiquons, avant 
.de clore ce paragraphe, quelques renseignements numériques sur les 
propriétés des substances répandues. Les renseignements figurant 
dans les deux tableaux sont valables pour une température £ — 
— 20 °C et une pression normale (cette dernière caractéristique est 
importante dans le cas des gaz). Le tableau 4.1 indique les résultats 
de la mesure de £e dans divers champs variables ainsi que dans le 
champ statique (de « fréquence 0 »). 

Le tableau 4.2 est donné pour mettre en évidence ce fait que la 
perméabilité magnétique de la plupart des substances est voisine 
de l'unité. On v a indiqué quelques paramagnétiques (u >> 1) et 
diamagnétiques (u << 1). Dans des champs constants et assez lente- 
ment variables, la perméabilité magnétique des ferromagnétiques 
(en particulier du fer) est très supérieure à l'unité; sa variation 
en fonction du champ suit une loi assez complexe. Signalons que 
le titanate de baryum indiqué dans le tableau 4.1 se range dans 
la classe de matériaux ferro-électriques dont les propriétés électri- 
ques sont formellement analogues aux propriétés magnétiques des 
ferromagnétiques (en particulier, ils peuvent se polariser spontané- 
ment). Le tableau indique la perméabilité linéarisée. 
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Tableau 4.1 
Permittivité électrique [K.2] 
Substance Fréquence. Hz E 
Air O à 3-1010 1,000536 
Eau (Ù 81,10 
Le 106 80 
— 109 80 
— 3-10 78 
— 4010 64 
_ 1.,9-1010 44 
— 2,4-4010 35 
Paraffine 106 à 109 2,2 
Quartz fondu 108 à 108 3,8 
Verre de plomb 103 à 106 6,9 
Stéatite 106 à 109 6 
Marbre 106 8 
Styrène 106 à 109 2,55 
Polyéthylène 105 à 10° 2,30 
Mica 103 à 408 7 
Titanate de baryum 109 1200 


Le quartz fondu (tableau 4.1) est une substance amorphe et 
isotrope. Les cristaux de quartz sont des cristaux uniaxes et le 
monocristal de quartz est un milieu anisotrope caractérisé par le 
tenseur de permittivité électrique [K. 2] 


4,55 0 O0 
e—=1 0 4,55 0 |. 
0 0 4,49 
Tableau 4.2 
Perméabilité magnétique [K.2] 

Substance [PA Substance ni 
Hydrogène 6,99999999776 Cuivre 0,99999044 
Oxygène 1,00000191 Argent 0,9999736 
Eau 0, 99999095 Aluminium 1,0000222 


Exemples et exercices 


1. L'égalité div H = 0, pour is milieux est-elle valable? 
2. Quel appareil formel est-il nécessaire pour décrire un milieu anisotrope 
inhomogéne et non linéaire? 
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3. On a indiqué ci-dessus le tenseur de permittivité électrique du quartz 
pour un système de coordonnées cartésiennes convenablement orienté. Cette 
notation est-elle valable pour un système de coordonnées cylindriques ayant le 
même axe des z? 

4. Pour quelles orientations du vecteur E le vecteur D dans un cristal de 
quartz ne lui sera-t-il pas parallèle? 


$ 5. Conductibilité électrique 


5.1. Courant et champ. Loi d’Ohm. — Dans la grande majorité 
des problèmes traités en électrodynamique la densité de courant de 
conduction j est une certaine fonction de l'intensité de champ élec- 


trique 
j = j (E), (5.1) 


et cette fonction caractérise le milieu au point de vue de sa conducti- 
bilité électrique. La forme la plus simple et assez répandue de cette 


relation (5.1) 
] = 0E (5.2) 


a été incluse plus haut dans le système d'équations de Maxwell (5.12). 

Pour des milieux qui sont isotropes en conductibilité électrique, 
la conductivité o est un coefficient scalaire (ou une fonction des 
coordonnées si le milieu est inhomogène). Pour des milieux anisotro- 
pes, o est une matrice 


Oxx Oxy Oxz | 
CO Oyx Oyy Oyzls (5.3) 
Ozx O>y Ozz 


appelée {enseur de conductivité. 

Montrons que dans le cas des milieux isotropes, linéaires en 
conductibilité électrique (o est indépendant du champ), l'équation 
de mécanique (5.2) n’est rien d’autre qu'une forme d'écriture de la 
loi d’'Ohm adaptée à une description locale du phénomène. 

Isolons dans un certain milieu un domaine cylindrique (fig. 5.1, a) 
de manière que le vecteur j puisse être considéré, à l’intérieur de ce 
domaine, comme invariable en grandeur (à l'instant donné ft) et 
orienté le long de l’axe du cylindre (en vertu du (5.2) on peut dire 
la même chose au sujet du vecteur E). Intégrons sur le volume V du 
cylindre les deux membres de l'équation de mécanique (:.2) 


FER Î SE de. 


V 


Puisque j est constant, l'intégrale du premier membre cst jl — 
= jS1 = v,ll où v, est le vecteur unitaire indiquant le sens du 
courant et Z — jS est le courant. De même, au second membre, on 
a OEV — 6ESI — v,0SEL — v,0SU où U = El peut être appelée, 
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en utilisant le terme adopté en électrotechnique, chute de tension 
dans le tronçon /. Ainsi, l'égalité précédente des intégrales donne 


U-=1R (#3 = UoS), (5.4) 
ce qui est précisément l'expression de la loi d'Ohm pour une portion 


de circuit. La grandeur .Z = [/08S est la résistance électrique du 
cylindre considéré (qui pourrait être représenté par un morceau 


{TL 


a) 


Fig. 5.1. 


de fil). Puisque la résistance se mesure en ohms [Q], la conductivité © 
a les dimensions [1/(Q-m)]; son unité de mesure s’appelle le siemens 
par mètre [S/ml. 

5.2. Courant et vitesse de déplacement des charges. — Soit une 
certaine distribution de charges qui se déplacent (en moyenne) à la 
vitesse v, si bien qu’en tout point de l’espace il existe un courant 
caractérisé par sa densité 7. Nous pouvons nous reporter de nouveau 
à la fig. 5.1, a qui représente un volume élémentaire V. Le courant 
passant par la base S du cylindre est Z = jv,$S = jS. D'autre part 


où Ag est la charge traversant S pendant le temps At. 

Supposons qu'à l'instant t{ le volume V = ST (fig. 5.1, a) con- 
tient une charge qg. Au bout du temps At, cette charge occupera une 
région déplacée de A dans la direction de j (elle est indiquée sur 
la fig. 5.1, b) et la charge Ag qui a traversé la base du cylindre sera 
pie dans le volume AV = S Al. Compte tenu du fait que lorsque: 
At —+ 

AglAV + p et AUAt—+ v, 
écrivons 


. : Ag .. Al 
I= lim = ———- lim—.Slim—-- Sov 
at0 AV At go AV ro À Re 
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d’où il résulte que ÿ = pv ou, sous forme vectorielle, 
j = pv. (5.5) 


Le résultat obtenu se présente sous une forme très simple (l’analy- 
se du mouvement d’un liquide conduit à une relation analogue), 
mais l'introduction du vecteur vitesse v exige d'ajouter aux équa- 
tions de Maxwell des équations complémentaires exprimant le mou- 
vement des particules chargées dans un champ électromagnétique. 

5.3. Conducteurs et diélectriques. — Le tableau 5.1 indique les 
valeurs de la conductivité pour quelques corps courants [A. 2]. 


Tableau 5.1 
Conducteurs ct diélectriques [A. 2] 

Corps o. S/m | Corps oc. S/m 
Argent 6,139: 107 Quartz fondu 210717 
Cuivre recuit 5,805 -10° Paraffine 10-18 à 40718 
Aluminium indus- 3,54 - 10° Mica 40711 à 10715 

triel Verre 10-12 
Fer 1,0-107 Bakélite 1078 à 40710 
Etain 0,869 - 10° Marbre 4077 à 1072 
Plomb 0,48- 10° 
Mercure 0,1044 10" 


Suivant leur conductivité les substances se répartissent en deux 
groupes : les conducteurs et les diélectriques (isolants). Les conduc- 
tivités des conducteurs et des diélectriques typiques diffèrent les 
unes des autres de plusieurs ordres de grandeur comme en témoigne 
le tableau 5.1. C'est pourquoi leur comportement dans les champs 
électromagnétiques est profondément différent. Dans nombre de 
cas, pour résoudre les problèmes d'électrodynamique, les conduc- 
teurs et les diélectriques réels sont remplacés avec succès par des 
conducteurs et des diélectriques idéalisés : on utilise les notions de 
conducteur parfait, c'est-à-dire de substance infiniment conductrice 
(o —+ oo), et de diélectrique parfait dépourvu de toute conductibilité 
(o = 0). 

Il existe aussi des milieux qui occupent d’après leur conductivité 
une position intermédiaire entre les conducteurs et les diélectriques 
(tableau 5.2). Dans les champs électromagnétiques, ces substances 
se comportent soit comme des diélectriques. soit comme des conduc- 
teurs. 

Pour trouver une mesure permettant d'évaluer les propriétés 
des milieux intermédiaires il faut d’abord saisir le sens de la diffé- 
rence qualitative qui existe entre les conducteurs et les diélectriques. 
Comparons un diélectrique parfait et un conducteur parfait. Dans 
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Tableau 5.2 
Milicux intermédiaires [F. 1] 

Milieu e o. S'm 
Sol sec 3 à 6 4,1-107% à 21073 
Sol humide 10 à 30 3-1073 à 3.107: 
Eau distillée 35 à 80,10 2.101 

(v. tableau 4.1) 

Eau douce naturelle 80 1073 à 2,4-4072 
Eau de mer 80 1 à 4,3 


le premier milieu (o = 0) ne peut exister que le seul courant de 
déplacement, car le premier terme de l’expression donnant la densité 
de courant total 


. , 0D 0E 

]+ TS = OE + e,e Era 

est nul. Dans le second milieu (6 —> œ), au contraire, il n'existe que 
le courant de conduction: le deuxième terme est infiniment petit 
par rapport au premier. Aussi un milieu réel doit-il être considéré 
comme étant voisin d’un diélectrique parfait si le courant de dépla- 
cement y prédomine sur le courant de conduction et voisin d’un 
conducteur parfait si le courant de conduction l'emporte considé- 
rablement. C’est ce critère qui distingue en électrodynamique les 
conducteurs réels des diélectriques réels. Comme il résulte de l’ex- 
pression du courant total, le rapport des courants de conduction 
et de déplacement dépend non seulement des paramètres © et € 
des milieux mais aussi de la vitesse de variation du champ. 

En radiotechnique, ce sont les champs variant harmoniquement 
en fonction du temps qui présentent un intérêt particulier. Pour de 
tels champs, il n’est pas difficile d’obtenir un critère simple per- 
mettant de ranger les milieux soit dans le groupe de conducteurs, 
soit dans celui de diélectriques. Ainsi, supposons que l'intensité 
d’un champ électrique soit définie par la fonction E° = E,, (r) X 
X cos fwot + p (r)l, ce qui correspond aux oscillations harmoniques 
de pulsation ©. En calculant en un point quelconque M (r) les 
densités de courants de conduction et de déplacement (j = 6E — 
= 6CE» cos (ot + p) et 0D/0t — —we,eE, sin (ot + p)), compo- 
sons le rapport de leurs amplitudes 


Îm/(0D/ôt), = 0/(089€). (5.6) 


Cette relation donne précisément la mesure permettant d'évaluer les 
propriétés d’un milieu pour une fréquence donnée. Il est évident 
qu’un milieu doit être considéré comme étant un conducteur ou un 
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diélectrique selon que l'on ait 


o) o 
—— 51 et 
WEE WE )E 


æ 1. (5-7) 


Aiosi. du point de vue de l’électrodynamique, la répartition des 
substances en conducteurs et diélectriques est assez relative parce 
que l’appartenance d’un mi- 
lieu à l’une de ces classes dé- 
pend des propriétés du champ 
(dans le cas des oscillations 
harmoniques, de la fréquence). 
Dans la gamme de fréquences 
extrêémement large utilisée par 
la radiotechnique moderne, 
les propriétés des milieux va- 
rient de manière importante. 
En général, les paramètres € 
et o ne doivent pas être con- 
sidérés comme étant indépen- 
dants de la fréquence. Cepen- 
dant jusqu'aux fréquences très 
élevées, tant que les oscilla- 
tions des particules de la ma- 
tière sont encore loin de leurs 
résonances, les paramètres € 
et o peuvent être pratique- 
ment indépendants de la freé- 
quence. Dans de telles condi- 
tions, ils interviennent dans 
les estimations (5-7) comme des constantes. 

Le comportement de quelques milieux connus est illustré sur 
la figure 5.2. On voit, par exemple, que le sol sec qui est conducteur 
aux basses fréquences, se comporte en hyperfréquences comme un 
diélectrique manifeste. Ce fait joue un rôle important dans la pro- 
pagation des ondes radio-électriques au-dessus de la surface terrestre. 


Fig. 5.2. 


Exemples et exercices 


1. En utilisant les résultats du n° 5.2, montrer que la densité de force de 
Lorentz dans un milieu définie par 


.  AF 
f=lim nr (F-9{8)) 
s'exprime par la formule 
Î — (7, B]. (5.8) 


2. La formule (5.5) est-elle applicable lorsque le courant est constitué par 
le déplacement des charges de deux signes? 
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3. En considérant un milieu homogène, remplaçons dans l’équation (3.9) 
j par ©E, conformément à (5.2). Puis, en tenant compte de l'équation (3.1) 
ainsi que de (3.12b), on obtient 


() 
p+< = 0. (5.9) 


Trouver la solution de cette équation et donner son interprétation physique. 

4. Soit un milieu constitué d’un système de feuilles conductrices, d’épais- 
seur négligeable, séparées par des couches parfaitement diélectriques d'épais- 
seur également négligeable. Les feuilles sont parallèles au plan zOy, leur con- 
puctivité est o. Expliquer pourquoi la conductivité du milieu peut être carac- 
térisée par le tenseur 6, (quelles sont les limites d’applicabilité de ce modèle?). 
Quelle est la nature d’un milieu dont la conductibilité électrique se caractérise 


par le tenseur ©,? 
o00 O 0 0 
au? (0 (e] o) se (0 ( . 
000 0 0 © 


5. 11 peut sembler que la formule (5.6) permet de déterminer une pulsa- 
tion w telle que le courant de déplacement dans le cuivre sera autant de fois le 
courant de conduction que par exemple dans la paraffine à la fréquence w’ = 
= 21-105. Pourquoi n'en est-il pas ainsi? 


$ 6. Champs sur les surfaces 
de séparation des milieux 


6.1. Remarques préliminaires. — Les surfaces des corps physiques 
constituent des frontières qui séparent des milieux ayant différentes 
propriétés. Nous nous proposons d'étudier les champs au voisinage 
immédiat de telles surfaces au passage desquelles les paramètres des 
milieux €, u et o changent brusquement. La manière la plus simple 
de procéder est d'admettre que ces sauts sont idéaux, c’est-à-dire 
de considérer €, et & comme des fonctions discontinues de la 
normale à la surface de séparation. 

On pourrait certes admettre que la frontière n'est pas nette mais 
qu’il y a une couche de passage très mince à l’intérieur de laquelle 
les propriétés du milieu varient de manière continue. Or, la tentative 
d'étudier les couches de ce genre dans le cadre de l’électrodynamique 
macroscopique ne serait pas conséquente (v. n° 1.1). 

Les équations différentielles de Maxwell (2.1), (2.2), (3.1) et (3.2) 
sont malaisées à appliquer aux points frontières !). En revanche, 
leurs analogues sous forme intégrale (2.3), (2.4), (3.3) et (3.4) ont 
un Caractère mathématique tel qu’on peut les appliquer à des domai- 
nes (V et S) contenant des surfaces de séparation où les vecteurs du 
champ présentent des discontinuités. C’est justement ces équations 


1) On peut généraliser les opérations différentielles rot et div de manière 
à prendre en considération des fonctions vectorielles dont certaines composantes 
présentent des discontinuités. 
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que nous utiliserons pour l'étude des champs sur les surfaces de 
séparation des milieux. 

{ 6.2. Composantes normales des vecteurs du champ. — Commençons 
par analyser le comportement des composantes des vecteurs du 
champ qui sont normales à la surface de séparation des milieux. 
Soit S (fig. 6.1) une surface frontière entre deux milieux Z et 2 
(toutes les grandeurs se rapportant à ces milieux seront affectées 
des indices numériques correspondants). Isolons sur S un élément AS 
suffisamment petit et construisons sur cet élément un cylindre 
élémentaire de hauteur Ah situé à 
la fois dans les deux milieux. Par 
« élément suffisamment petit » on 
entend que AS peut être considéré 
comme un élément de plan et que, 
dans les deux milieux. le champ en 
son voisinage immédiat est uniforme 
(invariable) le long de la frontière. 
2 Pour étudier la nature du vec- 

: = teur induction électrique sur la 

Fig. 6.1. surface de séparation S, appliquons 

au volume cylindrique construit 

le théorème de Gauss (3.3). Le champ étant uniforme, le flux du 
vecteur D à travers les bases supérieure et inférieure du cylindre 
se calcule par une simple multiplication par la surface AS du produit 
scalaire de ce vecteur et du vecteur unitaire (v, et —v,) de la normale 
extérieure à la surface du cylindre. Le flux du vecteur D à travers. 
la surface latérale du cylindre sera désigné par O® ,. Ainsi, de (3.3) 


Ë lat° 
on obtient 


DiVAS — DAS + Diat — A; 


où Ag est la charge contenue à l’intérieur du cylindre. 

Faisons décroître indéfiniment la hauteur Ah du cylindre de: 
manière qu'à la limite, lorsque Ah — 0, ses bases soient confondues 
avec l’élément AS de la surface frontière. Puisque la surface latérale- 
et le volume du cylindre tendent vers zéro en même temps que Ah, 


le terme ©, disparaîtra de l'égalité précédente et on pourrait 


penser que la charge Ag elle aussi doit disparaître. Pourtant, si on 
admet que la charge peut exister sur la surface frontière elle-même 
et qu’on prélève dans Ag deux parties Ag = Ag + Ags (les charges 
dans le volume et sur la surface), c’est seulement la partie Ag:- 
qui disparaîtra. Ainsi, à la limite, on aura 


(D, Lam D.) Vo AS — Âgs. 
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Il reste à introduire la notion de densité de charge superficielle È 
(cf. la définition de p au n° 1.1): 


._ Ag; 
= lim 1 
Ne AS * 4) 
Le concept de charge superficielle !) sera utilisé à de nombreuses 
occasions par la suite. 

En revenant à la conclusion, remarquons que dans la région 
frontière AS le champ est uniforme; par suite la grandeur Ë y est 
constante et Ags = & AS. Compte tenu de ce fait on obtient le 
résultat final suivant: 


(D, — D;) vo = 6. (6.2) 


D;vo = D, et D,v, = D,, étant les valeurs de la composante 
normale D, du vecteur D quand on approche la surface frontière 
du côté des premier et deuxième milieux, la composante normale D, 
présente ici, comme il est visible, une discontinuité et la valeur 
du saut est égale à la densité de charge superficielle £. En parti- 
culier, si la surface de séparation des milieux ne porte aucune charge 
(£ = 0), la composante normale D, est continue. 

La formule (6.2) peut se récrire aisément par rapport à l’inten- 
sité de champ électrique E en remplaçant D, par e,e.E, et D, par 
EEE 0. 

Passons maintenant à l'étude du vecteur induction magnéti- 
que B. En revenant à la construction effectuée (fig. 6.1), utilisons 
maintenant l'équation (3.4) analogue au théorème de Gauss (3.3). 
Répétons simplement toutes les opérations effectuées précédemment, 
il vient 


BINAS—BNAS + O0, 


où On, désigne le flux d'induction magnétique B à travers la surface 
latérale du cylindre (fig. 6.1). Puis, pour Ah — 0, on obtient 


(B, — B.)v = 0. (6.3) 


Il en résulte que B,v,=B,, et B;:v, = PB. sont égales, c’est-à- 
dire que sur les surfaces de séparation des milieux la composante 
normale du vecteur B est toujours continue. 

Enfin, signalons le fait suivant. Le vecteur densité de courant 
total 7 + 0D/ôt obéit à la relation (2.14) qui est formellement iden- 


1) En fait, il peut se former sur la surface de séparation des milieux une 
nappe superficielle de charge d'épaisseur microscopique qui est interprétée dans 
une description macroscopique comme étant parfaitement superficielle. Re- 
marquons que la charge superficielle peut aussi être caractérisée par la densité 
p (1.1) si l’on met en œuvre l’appareil de la fonction delta (v. Annexe 2); dans ces 
conditions, p = E6 (v — v’) (sur la surface de séparation, v = +’). 
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tique à (3.4). Par suite, on peut écrire directement l'égalité suivante 


9D, ) vo 


(it Er) (it De) v= 0, (6.4) 


qui répète, d’après sa forme, la relation (6.3). La composante norma- 
le du vecteur densité de courant total est donc elle aussi toujours 
continue sur les surfaces de séparation des milieux. En particulier, 
pour des régimes stationnaires (d/9t = 0), il découle de (6.4) la 
Continuité de la composante normale de la densité de courant de 
conduction: jy, = 

6.3. Composantes ‘tangentielles des vecteurs du champ. — Pour 
étudier le comportement des composantes des vecteurs du champ 
tangentielles aux surfaces de séparation de deux milieux, effectuons 


Fig. 6.2. 


une autre construction. Seclionnons la surface S de séparation de 
deux milieux par un plan P (fig. 6.2, a) qui peut être considéré 
comme perpendiculaire au petit élément AS de la surface S au 
voisinage du point considéré. Construisons dans le plan P un con- 
tour rectangulaire L = ABCD qui coupe la surface frontière dans 
les limites de AS. Ici, AB = CD = Al et BC = AD = Ah et le 
côté latéral du contour est parallèle à la normale v, à la surface de 
séparation. Le vecteur unitaire de la tangente à la ligne d’intersec- 
tion de S et P sera désigné par t,. Son orientation est choisie de 
manière que soit vérifiée la relation t, = [#,5, vol, où n, est le 
vecteur unitaire de la normale à P qui forme un trièdre direct avec 
le sens de parcours de Z (indiqué par des flèches). 

Pour étudier le comportement du vecteur intensité de champ 
électrique E, appliquons au contour l'équation (2.4). La région 
considérée étant petite, on obtient un résultat sous une forme bien 
simple 


Et l— ExtAl+ Ciar = — En AlAR, 
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où (au premier membre) la circulation du vecteur ÆE le long du 
contour Z est divisée en trois parties: les deux premiers termes 
correspondent aux côtés AB et CD et le troisième aux côtés latéraux. 

Diminuons indéfiniment la hauteur Ah du contour de façon 
qu’à la limite, pour Ah — 0, les côtés AB et CD se confondent sur 
la surface de séparation. Dans ces conditions, Je second membre 
de l'égalité écrite et le terme C®,, du premier membre disparaissent 
si bien qu’on obtient 


(E, — E2) to = (0. (6.5) 


Pour pouvoir interpréter correctement cette égalité, il faut 
tenir compte du fait que l'orientation de la direction v, sur la surface 
de séparation est arbitraire par rapport au champ (on peut tourner 
le plan P par rapport à la normale à S). C’est pourquoi il est légitime 
de considérer que t, figurant dans (6.5) coïncide en direction avec la 
projection de E sur S. Cela signifie que E;ts = E.1 et E:to = 
= E,+, c'est-à-dire que la composante tangentielle E, du vecteur E 
est toujours continue sur la surface de séparation de deux milieux. 

L'égalité (6.5) peut se mettre sous une autre forme. En tenant 
compte de ce que to = [no, vol, écrivons au lieu de (6.5) 


(E, — E3) (R5, Vol = (vo, E;, — E.ln, = 0, 


et puisque cette égalité ne doit pas dépendre du sens du vecteur #, 
indiquant l'orientation du plan P par rapport au champ, on obtient 


[vo, E, — El = 0. (6.6) 


Cette tormule présente l’avantage, face à (6.5), d’avoir un vecteur vo 
parfaitement défini (pour des surfaces lisses) et non lié au champ 
à étudier. 

Passons à l’étude de l’intensité de champ magnétique H. Ecrivons, 
en raison de (2.2), une égalité tout à fait analogue à celle obtenue 


lors de l’étude du vecteur E: 
Ha Al—H,TAL+ CR — (+ +j)rAlAR 


(Cm, est la contribution des côtés latéraux du contour à la circula- 


tion de H). Si la densité du courant total 0D/0t + j est limitée, 
nous devons obtenir à partir de cette dernière relation par le passage 
à la limite lorsque Ah — 0, une égalité qui ne diffère de (6.5) que 
par le remplacement de E par H. Mais l'hypothèse de départ n’est 
pas réalisée si on admet qu’un courant de conduction superficiel 
puisse exister sur la surface de séparation. 

Un courant superficiel (« n’occupant pas de volume ») sur S 
est une abstraction macroscopique de même genre que celle de 
charge superficielle (v. note de bas de la page 47). Il se caractérise 


4—01:69 
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par une densité 1) 


à OT 
n= ne ai sb. 
(cf. (1.2)), où à, est le vecteur unitaire indiquant le sens du courant 
et Al un élément de ligne traversé perpendiculairement par le cou- 
rant AZ (fig. 6.2, b). 

Revenons à l'étude du comportement du vecteur H sur la surface 
de séparation de deux milieux. Dans le cas d’un courant superficiel, 
la fonction 7 figurant au second membre de l'égalité qui précède 
Ja relation (6.7) n’est pas bornée. Pour mettre en évidence le sens 
du terme correspondant, intervenant au second membre, il faut 
se rappeler que d’après son origine c’est une intégrale fe la forme 


e Z,— ZX = Ah 
j ds==mat | jds | ne ). 
AE A z=2SUrS, D>T>T4 


Lorsque le contour Z se réduit à un élément de ligne Al sur la sur- 
face de séparation (pour Ah — 0), cette intégrale ne disparait pas 
parce que A est traversé par la totalité du courant superficiel 
(fig. 6.2, a et b). Il est évident que 
Xs 
nAl | jdz—nnAl 


X1 


et que, par conséquent, on obtient l'égalité 


(Hi — He) To = 0. (6.8) 
Une forme plus commode 

[vos H, —H,l=1n (G.9) 
s'obtient à partir de (6.8) de la même façon que l’on tire (6.6) de 


(6.5). 

Le résultat montre qu’en présence d’un courant sur la surface 
de séparation de deux milieux, la composante tangentielle F7, du 
vecteur H présente une discontinuité. Les vecteurs H, — H;, et n 
sont perpendiculaires comme le montre la relation (6.9). 

En l'absence de courant superficiel, la composante tangentielle 
H, reste continue (H4, = H+2). 

6.4. Conditions aux limites. — Faisons le bilan de ce qui a été 
dit. L’application des équations de Maxwell sous forme intégrale 
a permis d'établir toute une série de relations qui régissent les 
composantes normales et tangentielles des vecteurs du champ sur la 
surface de séparation de deux milieux. Selon la tradition, nous 


1) On peut, à condition d'utiliser l'appareil de la fonction delta, introduire 
la densité 7 = n6 (v — v’) (sur la surface de séparation v = w’). 
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appellerons ces relations les conditions aux limites. I] y a quatre 
principales conditions aux limites: 


(D, — D:) vo = Ë, (B1 — B2) Vo = 0, 


[LVos E, —_ E,] — 0, [vos H, _— A = 1. (6.10) 
On en déduit sans peine des formes particulières de conditions, 
comme, par exemple, pour des phénomènes électromagnétiques 
lorsque ë = 0 et n = 0. On peut aussi mettre toutes les conditions 
aux limites sous une autre forme faisant intervenir soit les vecteurs 
intensités soit les vecteurs inductions. 

Il est important de noter que, grâce aux conditions aux limites, 
nous disposons d’une certaine information sur la nature du champ 
sur une surface de séparation ou sur une autre, avant de connaître 
le champ lui-même; les conditions aux limites ont donc un caractère 
d’universalité. 

Cette information est nécessaire pour trouver les solutions des 
équations différentielles de Maxwell qui décrivent les champs électro- 
magnétiques en présence de milieux hétérogènes. En d'autres ter- 
mes, lorsqu'on énonce un problème quelconque en théorie de l’élec- 
tromagnétisme, les conditions aux limites sur une surface donnée 
du corps considéré, qui reflètent ses propriétés, fournissent des 
renseignements concrets sur le problème qui sont nécessaires pour 
obtenir une solution déterminée (et donc ayant un sens physique) 
des équations générales de la théorie de l’électromagnétisme. 

Il faut toutefois avoir en vue qu’en plus des conditions aux 
limites obtenues ci-dessus et qui découlent des équations de Maxwell, 
on doit aussi utiliser des conditions aux limites indépendantes : 
ces dernières expriment généralement une cause extérieure déter- 
minant l'existence de champ ($ 7). 


Exemples et exercices 


1. Soit S une surface de séparation de deux milieux formant un écran élec- 
trostatique de sorte que le champ existe dans le milieu Z sans pénétrer dans le 
milieu 2. Montrer que l'intensité de champ électrique sur la surface frontière 
est dirigée suivant la normale et l'induction magnétique suivant la tangente 
(fig. 6.3). En supposant le milieu 1 isotrope, obtenir les formules 


E; = Vob/eoe1 et [vo, Hi] = n. (6.11) 


Ces formules seront-elles vraies dans le cas d’un milieu anisotrope? 
2. Obtenir les formules 


tg m/ig a, = e,/e, et g œ/tg «= U/pu, (6.12) 
qui décrivent la réfraction des lignes de forces électrique et magnétique sur la 


surface de séparation de deux milieux isotropes en l’absence de ch la 
fig. 6.4 montre la réfraction des lignes de force électrique). A 


, & 
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3. Montrer que la permittivité (la perméabilité) peut être définie par un 
rapport de la forme 
e=E£ /E, et h=8B,/B},, (6.13) 


où EyetE, (B,, et B,) sont des valeurs de l’intensité (de l’induction) obtenues 
lors des mesures du champ à l’intérieur d’une fente (fig. 6.5) pour une seule et 


ÿ 


Fig. 6.4. 


même valeur de E (de B) à l'extérieur de cette cavité; pourtant dans un cas (a) 
le vecteur E (B) est normal, et dans l’autre (b), il est parallèle à la fente. 

4. Pourquoi, en interprétant physiquement la formule (6.5), exclut-on 
La possibilité que les projections de E, et E, sur S ne coïncident pas? 
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Fig. 6.5. 


5. Obtenir les formules (6.2) et (6.9) en utilisant l'appareil de la fonction 


delta de Dirac (v. Annexe 2). 
6. Etudier la réfraction des pue de force du vecteur 7 dans le cas d'un 
régime stationnaire sur la surface séparant deux milieux de conductivités diffé- 


rentes. 
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III. ÉNERGIE ÉLECTROMAGNETIQUE 


$ 7. Champ électromagnétique 
et transformation de l’énergie 


7.1. Considérations préliminaires. — En énonçant la réalité du 
champ électromagnétique on sous-entend qu'une énergie lui est 
liée. En subissant des variations, le champ peut céder son énergie 
à un phénomène non électromagnétique quelconque ou au contraire 
absorber de l’énergie. Les champs électromagnétiques sont capables 
de transporter l'énergie dans l’espace. 

Choisissons un certain domaine V; soit W = W (t) l’énergie 
du champ électromagnétique contenue dans ce domaine à l'instant t. 
Dans ces conditions, il se peut que 


dW dW 
7 <0 ou PTS 0. 


La première inégalité signifie que l'énergie du champ dans V diminue. 
La décroissance de W peut être consécutive à son absorption par le 
milieu ou à sa consommation par la « charge utile », l’énergie du 
champ se transforme alors en d’autres formes d'énergie (elle passe, 
par exemple, de façon irréversible en chaleur). Une des causes de 
la diminution de W peut être constituée par le rayonnement du 
domaine V vers le milieu extérieur. À son tour, la croissance de W 
peut être liée à l’action de sources se trouvant dans V (à la généra- 
tion d'énergie), à des processus de régénération se déroulant dans 
le milieu lui-même remplissant le domaine Ÿ, ainsi qu'à l'apport 
de l’énergie du côté de l'extérieur. 

Eu égard au problème de transformation de l’énergie, revenons 
à l'étude du déplacement des charges dans un champ. Une charge 
ponctuelle positive g est soumise à la force Egq (v. $ 1); au cours du 
déplacement sur le trajet A! cette force effectue le travail QE Al 
en soutirant au champ une certaine énergie. Si l’on imagine qu'en 
se produisant à un moment quelconque le champ provoque ur dépla- 
cement de charges, le courant de conduction se présente comme un 
phénomène « secondaire » exigeant pour sa réalisation une dépense 
de l’énergie du champ. Cependant, un mouvement coordonné, (non 
chaotique) des particules chargées peut se produire aussi sous l’ac- 
tion des forces qui n’ont aucun rapport avec le champ électroma- 
gnétique et qu’on appelle forces électromotrices extérieures. Si la 
charge se déplace sous l’action d’une force extérieure contre le 
champ E, le travail produit sur le trajet AZ est négatif: —q£E Al, 
ce qui signifie que Ja force extérieure augmente l’énergie du champ 
électromagnetique. 

De toute évidence, la présence de forces extérieures de telle ou 
telle origine est nécessaire pour la transformation d’une énergie 


+ à 
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quelconque en une énergie du champ électromagnétique. Le sens 
physique des forces extérieures n’étant en rien limité. 

Dans la plupart des cas, la description des forces extérieures 
se ramène à une modification de la forme de l'équation (5.2); on 
utilise l’une de deux formalisations suivantes: 


j=0(E+E"*) et j—=0E+jet. (7.1) 


Dans la première variante on introduit une fonction E®*t appelée 
intensité de forces extérieures (ou tout simplement intensité exté- 
rieure) et dans la seconde, la densité de courant extérieur je*t. En 
posant je*t — oEtxt on peut considérer que les deux notations sont 
équivalentes, mais les conditions de leur emploi sont, comme nous 
le verrons par la suite, différentes. 

Rappelons que la principale information scientifique sur le 
champ électromagnétique est obtenue, bien que dans certains cas 
ce champ produise des effets directs sur les organes des sens de 
l'homme (lumière et chaleur), en étudiant les transformations de 
l'énergie électromagnétique en d’autres formes de l’énergie. On 
peut considérer que de telles études ont leur origine dans l'’obser- 
vation des transformations électromécaniques; à un certain stade 
elles ont conduit au concept de fonctions vectorielles E et B. Certes, 
les propriétés spécifiques de diverses transformations de l'énergie 
(par exemple électrochimiques, photo-électriques, thermoélectriques, 
électromécaniques et de nombreuses autres utilisées en technique) 
ne sont pas examinées dans la théorie de l’électromagnétisme. L'objet 
de notre exposé sera l'étude de l’énergie électromagnétique elle- 
même dans ses transformations et dans son mouvement. Au cours 
de cette étude nous nous proposons d'établir des relations qui existent 
entre les fonctions vectorielles E, H, D et B et les caractéristiques 
énergétiques des phénomènes électromagnétiques. 

7.2. Loi de Joule-Lenz. — Puisque la charge ponctuelle q est 
soumise à la force F = q(E + [v, B]) (v. $ 1), la différentielle du 
travail pour la différentielle vectorielle du trajet d! est de la forme 
dA = F di = qE dl. La force de Lorentz ne produit pas de travail 
(d1 et o sont parallèles, de sorte que [v, B] dl = 0). Ainsi la puis- 
sance définie comme le travail rapporté à l’unité de temps a pour 
expression 

P = dA/dt = qEv (7.2) 


(P se mesure en watts [ WI). 

Comme gq on peut prendre la charge contenue dans le volume 
élémentaire AV : elle est égale à p AV. Exprimons la puissance AP 
dans le volume AV d’après (7.2) et tenons compte de (5.5), il vient 


AP = jE AY. (7.3) 
Par suite la quantité | 
p =JjE (7.4) 
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n’exprime rien d’autre que la densité de puissance dans le volume. 
En vertu de la définition formelle (cf. la définition depau$f)jona 


: AP = 
ne Énis 7.5 
” Ke AV” ve 

La grandeur p se mesure en watts par mètre cube [W/m“l. 
En utilisant l'équation de mécanique (5.2), on peut donner 
à l'égalité (7.4) une interprétation physique différente suivant le 
sens du paramètre ©. En l’absence de forces extérieures il se produit 
une dépense (pertes, absorption) de l’énergie du champ; dans les 
cas où il sera nécessaire de le souligner nous utiliserons l'indice p 
(p = pp). Dans les cas les plus répandus, © est une grandeur scalaire 

positive. Alors, suivant (7.4) et (5.2), on a 


Pp =JjE = 6E* = j“/0. (7.6) 


Pour calculer la puissance de pertes P, dans un certain volume V, 
il suffit d'intégrer la densité p, (7.6) sur V: 


P,= | jEdv= | 08 dv= | À &. (7.7) 
V 4 Le 


On peut s'assurer sans difficulté que le sens physique des égalités 
(7.6) et (7.7) s'accorde bien avec la loi connue de Joule-Lenz. En 
effet, l'application de (7.7) à un domaine sous forme de cylindre 
représenté sur la fig. 5.1, a donne 


p= || jEdiäs=El.jÿs =UI (7.8) 


LS 


(les symboles utilisés sont ceux de n° 5.1). C’est l'expression de la 
loi de Joule-Lenz pour une portion de conducteur; rappelons que 
cette loi a été établie à la suite de l'étude des pertes, par effet thermi- 
que, du courant continu. 

7.3. Action des sources. — Examinons maintenant l’action des 
sources d’énergie du champ électromagnétique dont l’existence est 
due aux forces extérieures. Nous avons déjà parlé (au n° 7.1) de la 
formalisation des forces extérieures. Les forces extérieures étant 
généralement localisées, introduisons la notion de domaine de source 
V,; dans la plupart des cas, en utilisant la seconde des égalités (7.1) 
on postule que 7 = j°*t à l'intérieur de V, et jy = 0E à l'extérieur. 

En introduisant dans (7.4) soit l’expression de la densité de 
courant 7 (7.1), soit l’expression de l’intensité de champ E découlant 
de (7.1), on peut obtenir quatre formes de représentation de la 
densité de puissance p lors de l’action des sources. Ecrivons deux 
expressions les plus commodes: 


p=0"tjj—jE""* et p—0oEE+j«tE (7.9) 
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(la seconde est généralement utilisée lorsqu'on veut étudier un 
domaine où 7 = jt, v. plus haut). Compte tenu de (7.6), mettons 
(7.9) sous la forme | 


P= Pp+ P°Xte 1(7.10) 


Suivant cette dernière expression, la densité de puissance p est 
donnée par la somme de deux quantités dont l’une (p,) caractérise 
les pertes (absorption) d'énergie et l’autre (p°*t) l’action des sources 
(des forces extérieures). L'intégration de p (7.9) sur un certain 
volume Ÿ donne 


P=P EP", (7.11) 


« 


ou 
pit jE*dv ou P%*t— | je“tE du (7.12) 
4 v 


s'appelle puissance des forces extérieures ou puissance des sources 
dans V; la puissance des pertes P, s'exprime par la formule (7.7). 

Soulignons que lorsque les forces extérieures produisent un 
travail « contre les forces du champ » (c’est-à-dire s’il y a transfor- 
mation de l'énergie d’un phénomène non électromagnétique en 
énergie électromagnétique), les grandeurs p°xt et Pext sont négati- 
ves. Plus loin (au $ 19) nous élargirons quelque peu l'interprétation 
des forces extérieures. 

Enfin, remarquons que le terme c-{jj (ou 6EE) figurant dans (7.9) 
permet une interprétation plus large. Premièrement, cette notation 
permet l’examen des milieux anisotropes lorsque © est un‘ tensur 
(dans ce cas, en particulier, ©ËE = 6E*). Deuxièmement, le terme 
considéré peut être négatif; par exemple, dans certains problèmes 
la grandeur scalaire o prend une valeur négative, ce qui correspond 
à la notion de résistance négative utilisée pour l’analyse de la géné- 
ration. 

Avant de clore ce paragraphe, étudions brièvement la question 
de conditions aux limites indépendantes que nous avons abordée 
à la fin du n° 6.4. Soit V un domaine limité par S. Si des forces 
extérieures agissent sur cette limite (ou sur une partie), la forma- 
lisation de ce fait conduit à imposer aux solutions des équations de 
Maxwell dans V: 


E.=E*"surs. (7.13) 


C’est un bon exemple de condition à la limite indépendante expri- 
mant la raison d’être du champ électromagnétique. 


Exemples et exercices 


1. Comparer, d’une part, les deux types de formalisation des forces exté- 
rieures (7.1) et, d’autre part, l'utilisation des notions « générateur de courant » 
et « générateur de tension s. 
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2. Comparer les relations (7.1) à la loi d'Ohm pour une portion de circuit 
renfermant une f.e.m., en procédant de la même manière que lors de l'examen 
analogue de l'égalité (5.2) au n° 5.1. 


$S 8. Equation du bilan énergétique 


8.1. Obtention de l’équation du bilan énergétique. — Reportons- 
nous aux équations fondamentales de Maxwell (2.1) et (2.2). Multi- 
plions tous les termes de la deuxième de ces équations par H et tous 
les termes de la première par E, on obtient 


0B 
HrotE=—-H—, 
D 


à 
x TJE. 


Puis, soustrayons membre à membre la deuxième équation de la 
première et utilisons l’identité (A.1.31). Il en résulte la relation 
suivante : 


ErotH—EÆE 


, Je 0D 0B e 
div LE, H}=—-E—-—-H x — JE. (8.1) 
Le résultat obtenu peut être mis sous la forme intégrale. A cet 
effet, après avoir choisi une surface fermée S quelconque, intégrons 
tous les termes de l'égalité (8.1) sur le volume V compris à l’inté- 
rieur de S et transformons dans le premier membre de l’égalité 
PE el de volume en intégrale de surface à l’aide de la formule 
(A.1.24) 


Ÿ LE, Hlds= - [CES + Ja |iEd. (62 
J V 


Comme on peut maintenant le constater à l’aide de quelques 
raisonnements déductifs, la relation obtenue n’est rien d’autre que 
l'équation du bilan énergétique du champ électromagnétique dans Île 
domaine V. A cet effet, examinons le sens physique des termes 
distincts de (8.2). 

De ce qui précède (n° 7.3), on déduit que le dernier terme de (8.2) 
doit être interprété comme une puissance P — P, + Pet. En res- 
treignant un peu la classe de phénomènes traités, nous considérerons 
que cette puissance est totale, c'est-à-dire que tous les processus de 
transformation de l’énergie dans V sont liés au seul courant de 
conduction (pour j = 0 il n’y a pas de transformations de l’énergie); 
en procédant ainsi nous ne pouvons pas tenir compte des pertes 
d'énergie dues à la polarisation et à l’aimantation du milieu. 

Lorsque le domaine V est énergétiquement isolé on a 


P = —dWiüt, (8.3} 
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où W est l’énergie emmagasinée dans V. En effet, toute transfor- 
mation de l'énergie ne peut se produire dans ce cas que par suite 
d’une variation de cette réserve d'énergie interne. En particulier 
lorsque l’absorption prédomine (P >> 0), l'énergie W emmagasinée 
diminue (dW/dt < 0); quant à la forme générale de l'égalité (8.3), 
elle correspond à la définition de la puissance. 

En cas d’isolement énergétique le champ ne pénètre pas au-delà 
de la frontière du domaine ŸV, donc l’intégrale de surface constituant 
le premier membre de (8.2) est nulle, et de (8.2) on déduit 


oD 0B 
En comparant les deux égalités (8.3) et (8.4) on trouve 
0D 0B dwW ë 
(er A TT )dw=S-. (8.5) 


Nous avons réussi ainsi à expliciter physiquement le premier terme 
du second membre de (8.2): c'est la dérivée, par rapport au temps, 
de l'énergie emmagasinée dans le domaine considéré. 
Attribuons à la conclusion ainsi obtenue un caractère d’univer- 
salité, à savoir conservons l'interprétation de l'égalité (8.5) comme 
unique pour tous les cas de champs possibles dans Ÿ, quelle que 
soit la nature de la surface frontière S, ce qui permet d'écrire 


| P,+ dWidt + P=0, (8.6) 
Ou 
P:=0 LE, H] ds=— & ds, (8.7) 
E S 


et II = [E, H]l est appelé vecteur de Poynting. 

Il reste à discuter les détails du bilan énergétique du champ 
exprimé par l'égalité (8.6). 

8.2. Flux du vecteur de Poynting et bilan énergétique. — Remar- 
quons tout d’abord que la non-nullité du flux du vecteur de Poynting 
P;: (8.7) correspond à l'existence d’un contact énergétique entre 
le domaine ŸV et l’espace environnant par l'intermédiaire de la sur- 
face S qui limite Y. 

Envisageons trois types possibles de bilan énergétique du champ 
définis par les conditions suivantes: 


dWidt+ P<0<P,;>0, (8.32) 
dWidt+ P=0<— P;=0, (8.8b) 
dWidt+ P>0< P:<0. (8.8c) 


La condition (8.8a) correspond à un bilan actif lorsque la somme 
de la vitesse de variation de l’énergie emmagasinée dans le domaine 
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dW/dt et de la puissance totale P est négative: dans l'équation du 
bilan (8.6), cette quantité négative est compensée par le flux positif 
du vecteur de Poynting P:. La diminution de l’énergie emmagasinée 
dans V, de même que la génération, qui sont concevables dans ce cas 
(et les deux phénomènes en même temps) provoquent un passage 
de l'énergie à travers la surface frontière S vers le milieu extérieur, 
c'est-à-dire un rayonnement. Le flux du vecteur de Poynting P; 
est dans ces conditions égal à l’énergie rayonnée par unité de temps 


Bilan actif 


DZ n n n=0 
dW 
“AA IW +P=0 p0 Bilan neutre 


n 
Bilan passif 
(aw 


Fig. S.i 


(à la puissance de rayonnement). Le cas le plus simple est celui où 
l'énergie emmagasinée dans Ÿ reste constante (dW/dt = 0) et l’ab- 
sorption est nulle (P, = 0). Alors, en vertu de (8.8a) et (7.11), on 
a P: — — Pext, 

Le cas (8.8b) ne signifie pas nécessairement que le domaine est 
énergétiquement isolé (cf. (8.3)). Ce type de bilan est aussi possible 
lorsque la frontière est ouverte, nous l’appellerons bilan neutre. 

Enfin, sous la condition (8.8c), lorsque la somme de la variation 
de la réserve d'énergie interne dW/dt et de la puissance totale P 
est positive, on a dans Ÿ un bilan énergétique passif : cette quantité 
positive est équilibrée dans l’équation (8.6) par le flux négatif du 
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vecteur de Poynting P.. Cela signifie que les pertes internes (P > 0) 
et (ou) les dépenses de l'énergie pour l'augmentation de sa réserve W 
sont compensées par un apport d'énergie de l'extérieur. Lorsque le 
flux du vecteur de Poynting est dirigé vers l’intérieur, il est négatif; 
sa valeur absolue est égale à l'énergie passant dans le domaine V 
à travers sa surface frontière par unité de temps (à la puissance 
d'absorption). Supposons en particulier que la quantité d'énergie 
emmagasinée reste constante (dW/dt = 0) et que les forces extérieu- 
res soient absentes (Pext — (0), alors d’après (8.8c) et (7.11) P- = 


Cette analyse des types de bilan énergétique dans un domaine V 
montre que le flux du vecteur de Poynting est toujours égal en 
valeur absolue à la quantité d'énergie passant, par unité de temps, 
par sa surface frontière totale S. Cette quantité s'appelle flux d’éner- 
gie. 

Le flux d'énergie est positif lorsque l’énergie est cédée ou rayonnée 
et négatif lorsqu'elle est absorbée. Ainsi, le signe de la grandeur P: 
dépend du sens dans lequel l'énergie traverse la surface frontière S. 
Puisque le flux d'énergie P+ (8.7) n’est formellement rien d'autre 
que le flux du vecteur de Poynting II, on peut le visualiser en repré- 
sentant l’aspect des lignes de force du vecteur IT; rappelons que les 
lignes de force sont dirigées de préférence vers l'extérieur lorsque le 
flux du vecteur est positif et vers l’intérieur lorsqu'il est négatif. 
Les diverses variantes de bilans énergétiques actif, neutre et passif 
sont explicitées à l’aide des aspects des lignes de force du vecteur II 
représentées sur la fig. 8.1. 


Exemples et exercices 


4. Soit un système isolé dans lequel les forces extérieures sont absentes 
(Pext — 0) et la puissance de pertes est proportionnelle à la quantité d'énergie 
emmagasinée : P, — &«W. Montrer que dans ce 
cas l’énergie emmagasinée décroît suivant la loi 


W (t)=W.(0)e” %. (8.9) 


Interpréter physiquement le changement du 
signe de «. 

. Le rayonnement est-il concevable en 
l'absence de sources d'énergie (de forces exté- 
rieures) ? 

3. Envisageons un conducteur cylindrique 
indéfini parcouru par un courant continu. Le 
champ magnétique à l'extérieur du conducteur 

eut être déterminé jusqu'à sa frontière par la 

ormule (2.15) (le justifier). Le champ électri- 

| que interne (déterminé cette fois aussi jusqu’à 

Fig. 8.2. la frontière) peut être exprimé par le courant 

_ en utilisant l'équation de mécanique (5.2). 
Ainsi, sur {a surface du conducteur r = R (fig. 8.2)on a 


H = a, I/(2nxR), E = j/o = z,1/(nR°o). 
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Le vecteur de Poynting sur la surface du conducteur aura donc pour expression 
n=[E, Hlj= —r (2% RSo)) © (8.10) 


Il est partout dirigé vers l’intérieur du conducteur: l’énergie du champ exté- 
rieur passe dans le conducteur. 

Montrer que le flux d'énergie sur une portion de conducteur de longueur ! 
a pour valeur: 


Î Uds=[1%, (8.11) 
S 


où TA l/(xR30) est la résistance électrique de la portion de conducteur (v. 
n° 9.1). 
Interpréter le résultat obtenu. 


S 9. Localisation et mouvement 
de l'énergie électromagnétique 


9.1. Energie du champ électromagnétique. — La formule (8.5) 
obtenue plus haut, en qualité de résultat intermédiaire, peut être 
utilisée pour trouver l'expression de l'énergie W du champ dans 
un domaine V. En supposant que les phénomènes de polarisation 
et d’aimantation soient dépourvus d'inertie, de sorte que les cons- 
tantes e et u soient indépendantes du temps *), on a pour un milieu 
isotrope 


ôD 0E __ 0 f eotE? LL 9H 9 ES 
E —; = = | 2 js H == bu = | Ou À 


Ceci permet de faire sortir l’opérateur de différentiation par rapport 
au temps (8.5) du signe de l’intégrale. On aura alors 


W=+ | (802E2+ pou H?) do =+ | (ED+HB)dv, (9.1) 
V V 


où l'expression sous le signe somme présente un intérêt par elle- 
même. Le fait est que la quantité 


w = 1/, (e,eE* + uouH*) = !/, (ED + HB) (9.2) 
doit être interprétée comme densilé d'énergie 
._ AW 


(cf. la densité de charge p (1.1)). Les formules (9.1) et (9.2) montrent 
la distribution de l'énergie du champ dans l'espace ou, autrement 
dit, sa localisation. 


1) En accord avec la limitation imposée plus haut en vertu de laquelle 
les phénomènes de polarisation et d'aimantation se produisent sans transforma- 
tions de l’énergie (n° 8.1), interdiction qui sera levée plus loin (n° 20.2). 
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Remarquons que la relation intégrale (9.1) représente la somme 
de deux termes qui dépendent uniquement l’un du champ magné- 
tique et l’autre du champ électrique. C’est pourquoi on distingue 
entre l'énergie magnétique W® et l'énergie électrique W® du champ 
électromagnétique 


Wa ho | Hidv et We= Î eE? dv (9.4) 


(W = Wn + We). Les termes de (9.2) sont considérés respective- 
ment comme densité d'énergie électrique et densité d'énergie magné- 
tique (ut = e0eE?/2 et um = u,uH°/2). 

9.2. Vecteur de Poynting et mouvement de l'énergie. — Revenons 
à l'interprétation physique du vecteur de Poynting I — [E, H] 
introduit au n° 8.1. Si l’on admet que le flux du vecteur II à travers 
toute surface S (et non seulement à travers une surface fermée comme 
au $ 8) exprime le flux d'énergie qui la traverse, alors II est la den- 
sité de flux d'énergie 


= lim 2,2%. (9.5) 


Ici, x, est le vecteur unitaire indiquant le sens du transport de 
l'énergie, AS un élément de surface orienté orthogonalement au 
vecteur unitaire et AW la quantité d'énergie passant par AS en une 
seconde. 

Une telle interprétation du vecteur de Poynting correspond aux 
conceptions de la physique moderne. Pourtant, il convient de souli- 
gner qu’elle ne découle pas directement de ce qui précède: le flux 
total d'énergie ne sera pas changé à travers une surface fermée si 
l’on prend pour sa densité non pas II mais II + Z où Z est toute 
fonction solénoïdale (div Z = 0); le flux du vecteur complémen- 
taire Z à travers toute surface fermée est nul. 

La forme de l’égalité (9.5) est tout à fait la même que celle de la 
relation définissant la densité du courant de conduction (1.2) alors 
que le flux du vecteur II à travers la surface S est formellement 
analogue au flux de j, c’est-à-dire au courant. Reprenons maintenant 
l’équation (8.1) que nous sommes en droit de mettre sous la forme 
(v. plus haut n° 9.1) 


div I + ôw/ôt + p = 0. (9.6) 
Pour p = 0 elle est analogue à l'équation de continuité (3.9): 


l’une de ces équations se transforme en l’autre pour II = j et w = p. 
On obtient aussi sans difficulté un analogue de l'égalité (5.5) 


I = wte (9.7) 


(en procédant de la même manière que pour la formule (5.5) au 
n° 5.2). La relation (9.7) relie entre eux le vecteur de Poynting I, 


$9] MOUVEMENT DE L'ÉNERGIE ÉLECTROMAGNETIQUE 63 


la densité d'énergie w et la vitesse de transport de l'énergie ve. Ainsi, 
cette dernière grandeur peut être trouvée si les vecteurs du champ 
sont connus. 

En revenant à la formule (9.6), soulignons que c’est l'équation 
du bilan énergétique sous forme différentielle. On peut dire qu’elle 
exprime la conservation locale de l'énergie. Si dans un voisinage 
infiniment petit d’un point quelconque le bilan énergétique est 
actif (cf. n° 8.2), alors en ce point 0w/ôt + p < 0 et en vertu de (9.6) 
div H > 0. De même, on a ôw/ôt + p > 0 et div II < 0 lorsque 
le bilan est passif et 0w/0t + p = 0 et div II = 0 lorsqu'il est 
neutre. On peut juger du caractère du bilan énergétique local d’après 
l’aspect des lignes de force du vecteur II: elles partent des points 
de bilan actif et atteignent les points de bilan passif, en passant, 
sans s’interrompre, par des points de bilan neutre. 


Exemples et exercices 


1. Peut-on obtenir pour l'énergie du champ électromagnétique une expres 
sion du type (9.1) dans le cas d'un milieu anisotrope ? 


a) 
Fig. 9.1. 


2. Considérons comme satisfaisante l’approximation que le champ électri- 
que invariable dans le temps est contenu en totalité à l’intérieur d'un conden- 
sateur plan (fig. 9.1, a) et est uniforme. Montrer que l'énergie du champ du 
condensateur s'exprime par la formule 

W = We = CUï/2, (9.8) 
où U = El et C = eseS/d. 

3. La fig. 9.1, b schématise un système toroïdal réalisé en matériau magné- 
tique, dont l’axe coïncide avec un courant rectiligne. Montrer que l'énergie du 
champ confiné dans le magnétique s'exprime par la formule 


W=Wm— a | g= tr In À (9.9) 
1 


Indication: l'intensité du champ magnétique est donnée par la for- 
mule (2.15). 
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$ 10. Résumé du chapitre 1 


10.1. Système d’équations de Maxwell et types de phénomènes 
électromagnétiques. — Parmi toutes les propositions théoriques 
étudiées dans ce chapitre, une place de tout premier plan est occupée 
par le système d'équations de Maxwell (3.12). Le comportement 
des champs sur les surfaces de séparation des milieux (c’est-à-dire, 
en particulier, sur les surfaces des corps physiques) se décrit par 
des conditions aux limites (6.10); ces relations interviennent dans 
l'énoncé des problèmes concrets pour les équations de Maxwell. 
De tels énoncés doivent être physiquement acceptables, ce qui exige 
dans la plupart des cas de formaliser la cause d'existence de champ 
sous forme de sources du champ. C’est pourquoi on a introduit au 
$ 7 la notion de forces extérieures qui peuvent être données en rempla- 
çant la dernière des équations de mécanique (3.12b) par l'une des 
équations (7.1), ainsi qu’à l’aide de la condition à la limite (7.13). 

Compte tenu des remarques faites, on considère que dans la 
théorie de l’électromagnétisme le système d’équations de Maxwell 
sert de base à l'analyse de tous les phénomènes électromagnétiques 
possibles : on fait les déductions à partir de postulats théoriques 
généraux. L'ensemble des phénomènes est large et peut s'étendre 
indéfiniment si on remplace les équations de mécanique (3.12b) 
par des équations plus générales (ou au contraire par des équations 
spéciales applicables aux cas particuliers). 

Le passage des équations de Maxwell aux équations qui décrivent 
des classes particulières de phénomènes électromagnétiques se fait 
en imposant les limitations correspondantes. C'est ainsi par exemple 
qu'il n’est pas difficile de passer aux champs stationnaires (c'est-à- 
dire invariables dans le temps) en annulant toutes les dérivées 
par rapport au temps dans les équations (3.12a) et (3.13). Le système 
d'équations de Maxwell (3.12) peut dans ce cas se récrire sous la 
forme : 


rot E —0, rot H —7J}, 
div D =p, div B=0, (10.1) 
D — e,eE, B=u,uH, 
] =0E£. 


La colonne de gauche réunit toutes les grandeurs qui caractérisent 
le champ électrique et celle de droite toutes les grandeurs se rappor- 
tant au champ magnétique. Si l’on rend encore plus étroite la classe 
de champs, en renonçant à considérer les courants (j = 0), les colon- 
nes de gauche et de droite dans (10.1) deviennent tout à fait indé- 
pendantes l’une de l’autre. Ce sont les équations de l'électrostatique 
et les équations de la magnétostatique. 

La léduction de classes particulières de phénomènes électromagné- 
tiques à partir des propositions générales de l’électrodynamique est 
étudiée au chapitre 2. 
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10.2. Principe de superposition. — Le système d'équations de 
Maxwell est un système d'équations linéaires (v. n° A.3.2) si le 
milieu considéré est linéaire (n° 4.3). Dans ce cas, on peut appliquer 
à l'analyse des phénomènes électromagnétiques le principe de super- 
position : toute combinaison linéaire de solutions du système d’équa- 
tions de Maxwell est aussi une solution de ce système. Plus précisé- 
ment, si l’on a une collection de solutions désignées par exemple par 
le numéro à (i = 1, 2, ...) où chaque solution est un ensemble de 
orandeurs E;, H;, D;, B;, j;, p; on peut obtenir de nouvelles solutions 
en utilisant une collection arbitraire de constantes a;. L’intensité 
de champ électrique aura alors la forme d’une somme E = a,E, + 
+ Es + ...; les autres grandeurs auront des expressions ana- 
logues. 

Les grandeurs exprimant les forces extérieures (si elles inter- 
viennent) sont liées par les mêmes combinaisons linéaires. C’est 
pourquoi on dit qu’en vertu du principe de superposition le champ 
produit par plusieurs sources peut être considéré comme la somme 
(la superposition) des champs créés par des sources composantes. 

Le principe de superposition ne s’applique pas à l’énergie (qui 
est une fonction non linéaire du champ). Par exemple, l’énergie d’un 
champ électrique d'intensité E = E, + E, a pour expression 


we | eEi dv+< | eE? dv+e, | eB,E; dv, 
V V V 


c'est-à-dire We — We + W£ + W£, où le terme complémentaire 
W£, exprime, comme on le dit, l'énergie mutuelle des deux champs. 

10.3. Remarques finales. — Dans la suite de cet ouvrage nous 
étudierons les classes particulières de phénomènes électromagnétiques 
en passant du plus simple au plus compliqué et en reportant graduelle- 
ment notre attention sur des phénomènes et des objets qui présentent 
directement de l’importance pour la radiotechnique. Une attention 
toute spéciale sera apportée à l’étude des ondes électromagnétiques. 

Les problèmes d’électrodynamique microscopique ne seront abor- 
dés qu’à partir des positions classiques et toujours en lien avec la 
radiotechnique. 

L’électrodynamique en tant que théorie physique liée à l'analyse 
de l’espace et du temps n’est pas étudiée dans ce livre. Comme on le 
sait, l'étude des corps en mouvement a conduit à énoncer le principe 
de relativité selon lequel les lois de la nature sont les mêmes pour 
tous les systèmes galiléens ou d'inertie (dont le mouvement relatif 
est rectiligne et uniforme). En passant d’un système galiléen à un 
autre, on effectue des transformations bien déterminées des coordon- 
nées et du temps que l’on appelle les transformations de Lorentz; 
c'est sur cette base qu'a été fondée la théorie de la relativité restreinte 
d’'Einstein. Les lois de la nature doivent se décrire par des équations 
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invariantes par rapport aux transformations de Lorentz (la conser- 
vation de la forme des opérateurs). Les lois de Newton, par exemple. 
ne possèdent pas cette propriété alors que les équations de Maxwell 
sont invariantes. Mais l’assertion faite ne signifie nullement que le 
champ électromagnétique reste le même dans les différents systèmes 
galiléens. Supposons que dans un système quelconque il existe un 
champ magnétique (B = 0) en l’absence de champ électrique (E = 0). 
Un observateur qui se déplace par rapport au système donné avec 
une vitesse constante v constatera l'existence d’un champ électrique 
puisque la charge d'essai qu'il utilise sera soumise à l’action d’une 
force F égale à q [v, B] (n° 1.2) dans le premier système. Pourtant, 
l'observateur en mouvement considérera la manifestation de cette 
force comme due à l’action d’un champ électrique d'intensité E” — 
— F/q. Ainsi les vecteurs E et B du champ ont en général un sens 
relatif, ce qui est assez important en électrodynamique des corps 
en mouvement. L'étude de ces problèmes sort du cadre du présent 
ouvrage. 


CHAPITRE 2 


CLASSES DE PHÉNOMÈNES 
ÉLECTROMAGNEÊTIQUES 


I. ÉLECTROSTATIQUE 


$ 11. Equations fondamentales de l’électrostatique 


11.1. Phénomènes d’électrostatique. — On donne le nom de champs 
électrostatiques aux champs électriques stationnaires (invariables 
dans le temps) existant en l'absence de courants électriques. En 
réalité, de vrais champs électrostatiques ne peuvent pas exister 
dans la nature car tous les milieux réels possèdent une certaine 
conductibilité électrique (0 0), de sorte que pour E = 0 la con- 
dition j — 0 n’est pas strictement réalisable en vertu de (5.2). Pour 
cette raison, un corps chargé perd progressivement sa charge par fuite 
(manque d'état stationnaire!). En général, on juge les champs dits 
« stationnaires » d’après des processus dynamiques étrangers à une 
électrostatique idéale : en effet. des corps qui s’attirent ou se repous- 
sent produisent un courant électrique qui s'accompagne nécessaire- 
ment (v. n° 2.3) d’un champ magnétique. Un champ électrostatique 
parfait ne pourrait être décelé, car. le vecteur de Poynting étant nul, 
il doit rester en dehors de tout échange d'énergie. 

Ainsi, il ne convient pas de chercher dans le monde réel des 
correspondances absolues avec les concepts de l’électrostatique. 
Cependant, lorsque les corps chargés sont animés de mouvements 
suffisamment lents. les courants qu'ils produisent peuvent être assez 
petits. de sorte que l’énergie magnétique du phénomène reste négli- 
geable par rapport à l'énergie électrique (à un haut degre Wm << We). 
Dans de telles conditions. les concepts de l’électrostatique sont ap- 
plicables. 

11.2. Equations vectorielles de l’électrostatique. — Un système 
d'équations de l'électrostatique a été déjà obtenu au n° 10.1 


rotE = 0, (11.1a) 
div D —p, (11.1b) 
D = &,çeE (11.10) 


en tant qu'une forme particulière du système d'équations de Maxwell 
(3.12). Les analogues sous forme intégrale des deux premières équa- 


KL. 
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tions sont 
ŸEdl=0, (11.2a) 
L 


& Das=g (11.2b) 
S 


Considérons un milieu homogène et isotrope (£ est un coefficient 
scalaire indépendant des coordonnées). En appliquant à l'équation 
(11.1a) l'opération rot et en représantant rot rot à l’aide de la for- 
mule (A.1.34). remplaçons div E par p/e,e suivant (11.1b) et (11.1c). 
On a finalement 


; 1 
V°E — CA grad P. (11.3) 


C'est l'équation vectorielle de Poisson par rapport à l'intensité du 
champ électrique produit par une distribution de charge de densité p. 
Pourtant, cette équation ne peut être obtenue que si la fonc.ion p 
est différentiable. Au cas où les charges sont absentes (po = 0), l'équa- 
tion (11.3) se réduit à l'équation vectorielle de Laplace 


V'E = 0 (11.4) 


(l'équation (11.4) a lieu aussi pour p = constante). 

En utilisant la formule (A.5.7) on peut, pour un milieu illimité, 
écrire tout de suite l'expression de la solution de l'équation vectorielle 
de Poisson (11.3): 

E(r)= —7— | F0) gp. (11.5) 


ane À |r—r’] 
L'4 


11.3. Potentiel électrostatique. — Ayant en vue la propriété 
mathématique exprimée par l'équation (11.1a) on dit que le champ 
électrostatique est un champ irrotationnel ou de potentiel. Ce dernier 
terme est lié au fait que l'intensité E peut ètre représentée sous Ia 
forme 

E = —grad v, (11.6) 


où p est une fonction scalaire appelée potentiel électrostatique. La 
légitimité de la représentation (11.6) devient évidente si l’on tient 
compte de l'identité (A.1.33): la fonction E satisfait à l'équation 
(41.1a). Le choix de signe dans (11.6) est traditionnel. 

L'introduction du potentiel électrostatique signifie, du point 
de vue mathématique, qu’on peut réduire les équations vectorielles 
de l’électrostatique à une forme scalaire, ce qui constitue une sim- 
plification considérable d'écriture. Il n’est pas difficile de donner une 
interprétation physique à la fonction ®. 

Envisageons dans un champ électrostatique une charge ponctuelle 
(se déplaçant avec une vitesse aussi petite que l’on veutl). Le travail 
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qui est effectué dans ce cas sur le parcours / (d’un point M, à un 
point A/.) se calcule par l'intégration suivante: 


M: M; M: 
A= ECET [Ed — | grad dt. (11.7) 
Mi Mi Mi 

Cette derniere intégrale peut se transformer aisément si l’on a re- 
cours aux coordonnées cartésiennes, c’est-à-dire si l’on utilise la 
formule (A.1.6) et représente la différentielle de la longueur sous la 
forme dl = x, dx + y, dy + zo dz. Il se trouve dans ces conditions 
que l’expression sous le signe de l’intégrale est la différentielle totale 
de la fonction q. Ainsi on a 


M, M; M, 
[V {4 (6) Co) 
| grad o dl — | (SE dr + SE dy + dr) = | dp=qr— que (11.8) 
À; M: M; 
où ®, et æ. sont les valeurs de @ aux points M, et M, et par suite 
À = q (1 — 2), (11.9) 


et donc le travail produit est égal à la différence de potentiel entre 
le point de départ et le point d'arrivée du parcours multipliée par 


la charge. 
La nature du trajet entre les points M 
M, et M, n'intervient ni dans la formule m 


(11.9), ni dans celle qui la précède. On peut 
s'assurer que le travail ne dépend pas de 
la trajectoire en comparant à cet effet les 
égalités (11.7) et (11.2a). De (11.2a) il ré- 4 
sulte que lorsque la charge est déplacée 4 
suivant un contour fermé (par exemple, d | 
MimMonM, sur la fig. 11.1) aucun travail Fig. 11.1. 
n'est accompli (À = 0). Cela signifie que 
les intégrales prises suivant les trajets WM;imM, et MonM, se 
compensent. C'est pourquoi l'intégration dans (11.7) suivant le 
trajet MimAM. donne le même résultat que l'intégration suivant le 
trajet Min. 

Enfin, en comparant (11.9) et (11.7), on obtient la relation 

M 


Pi — Pr — | Ed, (11.10) 
M: 


qui peut être considérée comme une généralisation de la formule 
(11.6). En reprenant (11.2a), nous voyons que lorsque le trajet se 
ferme (le point W, se confond avec le point M.), q, — .. Cette 
circonstance n'est pas aussi évidente qu'elle le paraît au premier 
abord, parce qu’il existe des fonctions multivoques dont la valeur 
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change lors de la circulation le long d’un contour fermé (c’est ainsi, 
par exemple, que la coordonnée azimutale & change sa valeur de 2x 
lorsque le point revient dans sa position de départ). 

Les raisonnements qui précèdent montrent que c'est la différence 
de potentiel correspondant à deux points quelconques dans un champ 
électrostatique qui a un sens physique précis et net. C’est le travail 
effectué par le champ lors du déplacement de Ia charge ponctuelle 
positive unité (q = —+1) sur le parcours A7,M,. Dans ces conditions, 
la fonction @ elle-même n’est définie qu’à une constante additive 
près. En effet, les formules (11.6) et (11.10) restent valables lorsque 
est remplacée par @ + C. Au besoin, on peut déterminer, par un 
procédé quelconque, la constante additive C en définissant complè- 
tement le potentiel électrostatique . C’est ainsi qu’en électrotech- 
nique, il est généralement commode d'adopter comme zéro des 
potentiels le potentiel du sol, du boîtier d’un appareil. etc. (comme 
il sera montré plus loin le potentiel est constant en tous points d’un 
conducteur). En électrostatique, comme zéro des potentiels on 
prend généralement le potentiel d’un point infiniment éloigné. 
Alors. selon (11.10) le potentiel @ en un point 7 s'exprime par 

(co) 
o— (Edl. (11.11) 
M 
Il est égal au travail qu’il faut dépenser pour amener une charge 
ponctuelle positive unité du point M à l'infini. 

En partant des équations fondamentales de l’électrostatique on 

déduit sans difficulté une équation qui régit le potentiel électrosta- 


tique p. Elle s'obtient en éliminant D entre (11.1b) et (11.1c) et en 
remplaçant E par —Vo: 


Eo div € grad p — —p. (11.12) 


Dans le cas d’un milieu homogène et isotrope, il en résulte l'équation 
de Poisson 


Vo = —p/£,e. (11.13) 


Pour des régions ne contenant aucune charge électrique, elle se réduit 
à l'équation de Laplace 
v'p = 0. (11.14) 


La solution générale de l'équation de Poisson s’obtient, pour le cas 
d'un milieu illimité, en utilisant la formule (A.5.5): 


p(r)= 1 { RO) (11.15) 


4e \r—r°] 
V 
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Exemples et exercices 


1. On pourrait introduire un potentiel électrostatique en changeant le 
signe du second membre de l'égalité (11.6). Comment le sens physique du po- 
tentiel serait-il modifié dans ce cas? 

2. Montrez qu’à la surface de séparation de deux milieux différents le po- 
tentiel électrostatique satisfait aux conditions suivantes: 


Pi = Por —E]1 te, =. (11.16) 


Indication. Partir des conditions aux limites pour les vecteurs du champ 
électrique. 


$ 12. Champs électrostatiques les plus simples 


12.1. Champs et charges ponctuelles. — Nous avons déjà con- 
sidéré au $ 3 la charge ponctuelle unique (exemple 1). Rappelons que 
son champ a été défini à l’aide du théorème de Gauss (3.3) vu le 
caractère de symétrie du système. Mettons sous une forme légèrement 
différente la formule (3.14) obtenue 
auparavant : 


D(r)= rom (12.1) 


(fig. 12.1); pour plus de généralité, 
l'origine des coordonnées O n'est pas 
confondue avec le point P (localisa- 
tion de la charge), ro =(r—r')lr— 
— r° | étant le vecteur unitaire cor- 
respondant à la direction r —r. Fig. 12.1. 

En partant de (12.1) et (11.1c), 
il n'est pas difficile d'obtenir une 
expression pour l'intensité du champ électrique. Puis, d'après 
la formule (11.11), on peut calculer aussi le potentiel du champ 
produit par la charge ponctuelle. Pour déterminer le potentiel en 
un point M (r) (fig. 12.1), intégrons le long de la direction radiale 
r —r" (PM). Comme on le sait, le chemin d'intégration n'influera 
pas sur le résultat final, mais, dans la variante choisie. l’expression 
sous le signe somme s’avère la plus simple parce que les vecteurs E 
et dl sont parallèles. En définitive, nous aurons 


1 EE 
pr)= AneoE | zx?  Aneelr—r| (12.2) 


[r—r°| 


(étant sous-entendu que le milieu est homogène et isotrope). 

Soit maintenant un système de charges ponctuelles q; (i = 1,2,...) 
placées comme précédemment dans un milieu homogène et isotrope 
qui est de plus linéaire. Suivant le principe de superposition l’inten- 
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sité du champ se calcule par la formule 


1 
E(r)= ÿ,E; = ee Drop (12.3) 
{ i 


où E; est l'intensité du champ produit par la charge q; placée au 
point M(ri)etrau={(r—riMir—r;l|. 
On détermine le potentiel de manière analogue : 


1 qi 
p(r)== nee > EE (12.4) 


12.2. Systèmes neutres, dipôle. — Un système de charges est dit 
neutre si sa charge totale est nulle: 


D q=0. (12.5) 


Dans le cas le plus simple, c’est un système de deux charges. Soient 
4 = —gqet q = q (q > 0). Supposons que l’orientation du système 
est caractérisée par un élément de vecteur L joignant les charges et 
dirigé de la charge négative vers la charge positive. 

Utilisons la formule (12.4). On peut trouver le potentiel @ du 
système considéré en un certain point M (r): 


q 1 1 
p(r)= ATeoe lr—rel  1r=r, -) (12.6) 


(fig. 12.2, a). | 

Si la distance du point d'observation M à tout point P situe 
sur l'est très grande devant la longueur /, on dit que le système de 
charges considéré constitue un dipôle. La grandeur 


p=a (42.7) 


est connue sous le nom de moment électrique du dipôle. Envisageons 
maintenant le cas limite où les charges se rapprochent indéfiniment 
({—0) alors que le moment reste constant (p — constant); le 
système ainsi obtenu est un dipôle idéalisé ou ponctuel qui constitue 
l’une des abstractions utiles de l’électrostatique. D’après (12.6) 
on peut déterminer le potentiel du champ qu'il produit: 
. g__ Ir-rl—ir-ral 
vus im Aneoe |r—rl ir—rel © (12.8) 


gt=const 


Comme on voit sur la fig. 12.2, a, à la limite, r—r, r—7r, 
r—r>r—r et q|r—-rn1l—-glr—-r: |— ql'eos Ê = pro. 
Ainsi on a 


Prog (12.9) 


PO= etre 


Ici. ro, est le vecteur unitaire introduit plus haut (au n° 12.1). 
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Si on transfère l’origine des coordonnées au point milieu du dipôle 
(fig. 12.2, b), alors |r —r" | = ret la relation (12.9) prend la forme 


ql cos Ô r 
Pr) = ner — Ter (12.9a) 


où r et Ô sont des coordonnées sphériques du point d’observation. 


c) 
Fig. 12.2. 


En utilisant la formule (11.6) et en tenant compte de (A.1.9), on 
trouve alors sans difficulté l'intensité du champ créé par le dipôle: 


E (r)— PERTE (r, 2 cos 8 + 8, sin Ô). (12.10} 
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L'aspect des lignes de force de ce champ est représenté sur la 
fig. 12.2, c. 

Passons à ji‘etude des systèmes neutres contenant un nombre quel- 
<onque de charges. Nous appellerons moment électrique du système 
le vecteur défini par 


P— 2 qiri- (12.11) 


On se rend compte, sans peine, que cette définition inclut la défi- 
nition précédente car dans le cas d’un dipôle (fig. 12.2, a) on obtient 
à partir de (12.11) p = q(r: — r,) = ql, ce qui coïncide avec (12.7). 

Proposons-nous de déterminer le potentiel d’un système neutre 
au moyen de la formule (12.4). Supposons que la distance de toute 
<harge au point d'observation est très supérieure à la distance sépa- 
rant les charges du système. Il sera commode de transformer les 
termes de la somme (12.4) comme il suit: 


—  — 
auto |r—ril 4neeV r1—2rritri 
gi rr} 
| 4ne,er (1+ rè +.. ) 


(les termes d'ordre supérieur de petitesse ne sont pas indiqués). En 
faisant la somme de ces termes, compte tenu du fait que le système 
est neutre (12.5), on obtient le résultat suivant 


p)= > QI TR: (12.12) 


où on a utilisé la définition (12.11). La formule devient exacte à 
la limite lorsque r;/r — 0 (p = constante). Puisque les expressions 
(12.12) et (12.9a) sont de même forme, il ne reste qu'à conclure que 
tout système neutre se comporte comme un dipôle ayant le même 
moment. 

12.3. Champs déterminés au moyen du théorème de Gauss. — Cer- 
tains champs simples sont faciles à déterminer à l’aide du théorème 
de Gauss (3.3) compte tenu des considérations de symétrie. En fait, 
la formule (3.14) obtenue au $ 3 (exemple 1) est applicable pour la 
détermination de tous les champs ayant la même symétrie (comme 
dans le cas d’une charge ponctuelle). 

Considérons à titre d'exemple une sphère de rayon À uniformé- 
ment chargée (p — constante). La charge totale de la sphère est 
4 = 4xR%p/3 et, puisque le champ à l’extérieur de la sphère possède 
la même symétrie que le champ d’une charge ponctuelle on a 
{fig. 12.3, a) 

q pRS 
E=rTo 4Teoe1r? 70 3eoe1r? ? 


r>R. (12.13) 
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Le champ à l'intérieur de la sphère est déterminé de manière 
analogue : il suffit de tenir compte du fait que d’après le théorème 
de Gauss il faut, dans ce cas, prendre au lieu de la charge totale q 


Fig. 12.3. 


la charge contenue à l’intérieur d’une sphère de rayon r << R. 
Désignons cette charge par g’, il vient qg'/q = (r/R}$. Par suite 
(fig. 12.3, b) 


— CL — pr 
E =r, Tres 70 Jess ? r<R. (12.14) 
Onjvoit qu'à l’intérieur d'une sphère uniformément chargée le 


champ croît linéairement à partir du centre. La répartition du champ 
est montrée sur la fig. 12.3, c. 


Fig. 12.4. 


Passons à la symétrie axiale. Si au lieu d'une charge ponctuelle 
on considère un fil uniformément chargé, l’application du théorème 
de Gauss donne 


D=r—: (12.15) 
où t —= g/l est la charge par unité de longueur du fil. 


Cette formule s'obtient très simplement. En construisant sur un 
tronçon de fil un cylindre coaxial (fig. 12.4), on voit que les lignes 
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de force ne sortent que par sa surface latérale (S = 2xrl) et d’après 
(3.3) on a 2nriD = 4. 

La relation (12.15) permet d'analyser des champs à symétrie 
axiale les plus divers. 

En appliquant le théorème de Gauss, on peut également calculer 
les champs dans des systèmes stratifiés plans. 


Exemples et exercices 


1. D'après (A.2.6) une charge ponctuelles peut se caractériser par la densité 


p(r) = gô(r —r), où l’on sous-entend sa localisation pour r = r. Obtenir la 
formule (12.2) par introduction directe de cette expression dans (11.15). 

2. En déterminant l'intensité du champ électrique d’une charge ponctuelle 
g1 d’après la formule (12.1), calculons la force F qui s'exerce dans ce champ sur 
une charge q.. Elle est égale à Eg,, c'est-à-dire 


_ 192 9 
Cette relation n'est autre que l'expression de la Loi de Coulomb qui est obtenue à 
partir de l'équation de Maxwell. Considérer les conséquences découlant de 
(12.16) (l'attraction et la répulsion des charges) ayant en vue le sens du vec- 
teur roa- 

3. "Pour quels types d'inhomogénéité et d’anisotropie du milieu la formu- 
le (12.1) reste-t-elle vraie? 

4. Soit une distribution continue de charge. Découpons le domaine con- 
tenant la charge en volumes élémentaires AV, et considérons la charge qi; = 
= p; AV; de chacun d'eux comme étant ponctuelle. En diminuant indéfini- 
ment les éléments de volume AV, on trouve à la limite suivant la formule (12.4) 


Ji 1 P&AV 3 __ _1 p(r) 19 47 
Pr) ave AT EE > |r—r;|l  4Anee € lr—r | sd (een) 
1 


Pourquoi cette démonstration de la formule (11.15) n'est-elle pas considérée 
comme étant parfaitement rigoureuse ? 
5. Montrer que l'équation des lignes de force d'un dipôle est de la forme 


SPP const. (12.18) 


Indication. Utiliser les relations (A.1.37) en coordonnées sphériques. 
6. Montrez que l'intensité du champ d’un cylindre diélectrique indéfini 
uniformément chargé s'exprime par les formules 


Tr pr 
ro 2ne,t,R3 T To Zee, ? r<R; 
E — DR? . (12.19) 
r>R, 


Po = Pa 
0 27e0e1r 0 28o€1r ? 


où R est le rayon du cylindre, e, sa permittivité électrique, e, la permittivité 
électrique du milieu extérieur. 

7. Considérons deux fils parallèles chargés. Soient + et —"* leurs charges 
respectives par unité de longueur. En partant de (12.15) et en utilisant (11.10), 
on peut montrer que | 


EU 
P1— Po 2ne,e T1 ? 
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où p, et y, sont les potentiels des champs des deux fils au point d'observation 
M et oi et Po les potentiels en un certain point M, se trouvant à une mème 
distance r, des deux ils (fig. 12.5, a). L'application du principe de superposition 
donne 


p=-—— In Æ. (12.20) 


2THE0E ri 


Montrer que sur des surfaces cylindriques le potentiel est constant et que 
les circonférences obtenues lorsque ces surfaces sont coupées par un plan trans- 


c) 
Fig. 12.5. 
versal se décrivent par les équations suivantes 
(z—a)} +y?— R?, 
— 4 (an) +1 2 — a2— 4 : 9 
AT ni ti ,R£=a (5 ] : (12.21) 
Obtenir les formules 
Pneer °° (e 
Desert (ro cosa + sin @), (12.22) 
TE 


valables lorsque d/r —+ 0 (td=—=constant) (fig. 12.5, c). 


$ 13. Conducteurs et diélectriques dans 
un champ électrostatique 


13.1. Champs, potentiels et charges. — Puisqu'en vertu de (5.2) 
le champ électrique dans un conducteur s'accompagne inévitable- 
ment d’un courant électrique (si o 0, alors pour E 0 on doit 
avoir 7 = 0), les champs électrostatiques ne peuvent exister dans 
les conducteurs: les phénomènes qui se déroulent en présence de 
courants ne sont plus du ressort de l’électrostatique. 

Suivant (6.5) l’absence de champ à l’intérieur d’un corps con- 
ducteur signifie la nullité de la composante tangentielle du vecteur E 


78 CLASSES DE PHÊÉNOMÈNES ÊLECTROMAGNETIQUES [CH 11 


sur sa surface $ dans le milieu diélectrique environnant : 
Et, = Osur S. (13.1) 


Ainsi, le vecteur E ne possède sur S que seule la composante nor- 
male. En utilisant la condition à la limite (6.2), on trouve 


Dv, = EË, (13.2) 


où v, est le vecteur unitaire de la normale extérieure à la surface du 
conducteur. 

La condition (13.1) peut être interprétée comme une condition de 
constance du potentiel sur la surface du conducteur: en vertu de 


(11.6) on a Et, — —Gp/ôt, où on sous-entend la différentiation le 
long de toute direction tangente. Par suite 
p —= constant sur S. (13.3) 


Ainsi, les champs électrostatiques existent à l'extérieur des 
corps conducteurs, et les lignes de force électrique sont orthogonales 
à leurs surfaces. Celles-ci sont des surfaces équipotentielles et portent 
des charges. Signalons que c’est justement dans la classe de phéno- 
mènes considérés que s’avère utile la notion de charge superficielle 
introduite au n° 6.2. 

Pour tous les points intérieurs, le potentiel a la même valeur 
que celle sur la surface du conducteur (il est continu au passage à 
travers la surface et constant dans le conducteur du fait que le 
champ y est absent). 

Pour mieux comprendre les conclusions que nous venons de 
faire, il est utile de se représenter le processus d’établissement d'un 
champ électrostatique : sous l’action du champ, les charges à l’inté- 
rieur du conducteur se mettent en mouvement et finissent par occuper 
une position d'équilibre sur sa surface. Dans ces conditions, leurs 
champs à l’intérieur du conducteur se neutralisent. L'absence de 
la composante E, du champ sur $ tient à ce que pour £, Æ 0 il 
devrait exister un courant tangentiel à la surface. 

Pour les cas les plus simples (fig. 13.1, a et b) la densité de charge 
superficielle du conducteur a une valeur constante (à la différence 
de la fig. 13.1, c). C'est pourquoi on peut immédiatement trouver, 
à l’aide de la formule (13.2), par exemple. le champ sur la surface 
d’une sphère conductrice placée dans un milieu isotrope, si sa charge 
totale g est connue: D — r,g/4nR* (le milieu est aussi supposé 
homogène). 

Passons maintenant à l’étude des phénomènes connus sous le 
nom d'’induction électrostatique. Supposons par exemple que dans 
un champ homogène (13.2, a) est introduite une feuille plate con- 
ductrice (fig. 13.2, b) de manière que le vecteur D soit, dès le début, 
normal à sa surface. Suivant (13.2) des charges apparaissent sur les 
deux faces de la feuille dont les densités respectives sont E — D et 
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= —D. Lorsqu'un corps réel À, de dimensions finies, est placé 
dans un champ, celui-ci se déforme de manière que les lignes de force 
deviennent orthogonales à la surface conductrice (fig. 13.2, c). 
Comme il résulte de (13.2), une charge superficielle y apparaît iné- 
vitablement ; on l’appelle charge induite. Bien entendu, l'induction 


D D 


E=const>0 à, 


A Efconst 


a) b) C) 
Fig. 13.1. 


A Le 
£=const>0 


électrostatique n’est pas contraire au principe de la conservation de 
l'électricité : la charge totale q du corps reste nulle (si elle l’était 
avant l'interaction avec le champ). 


D 


ÿ 


D 


c) 


D 


Dillliti 
++r+t+té+ 


Î 


GO 
©- 
Les 


Fig. 13.2. 


La redistribution de la charge sur les surfaces d'un système de 
conducteurs en cas de leur rapprochement ou éloignement est une 
manifestation plus compliquée de l'induction électrostatique. 

Si c'est un corps diélectrique (de permittivite relative €;) qui 
est amené dans un champ électrostatique (la permittivité relative 
du milieu est e.), le champ subit aussi, en général, une déformation, 
sinon les conditions aux limites ne seraient pas satisfaites. La con- 
figuration du champ ne varie pas dans le cas le plus simple où on 
introduit une couche diélectrique orientée orthogonalement 
(fig. 13.3, a). A l’intérieur de la couche il apparaît un champ (E';, D;) 
qui est lié au champ extérieur (E,, D,) par la condition (6.2) 


D;v, = DV (13.4) 


(£ — 0). La composante tangentielle est alors nulle. Si c’est un 
corps diélectrique réel, de dimensions finies, qui est amené dans 
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le champ, ce dernier se déforme inévitablement. Outre (13.4), on 
doit encore tenir compte de la condition à la limite (6.5) 


Et, = E,to. (13.5) 


Il est intéressant de noter qu’à l'intérieur d’un corps ellipsoïdal 
(en particulier d'une sphère) amené dans un champ uniforme, il 
apparaît aussi un champ uniforme (fig. 13.3, b et c). 

Les phénomènes qui se déroulent à l’intérieur des conducteurs et 
des diélectriques sous l’action d’un champ extérieur sont essentielle- 
ment différents. En électrostatique. on néglige généralement l’exis- 
tence de charges libres dans les diélectriques. Les phénomènes de 


a) b) c) 
Fig. 13.3 


polarisation (n° 4.1) qui s’y manifestent s'expliquent par une réorien- 
tation et une déformation des éléments de structure de la substance, 
ces éléments étant considérés comme dipôles (n° 12.2). 

13.2. Problèmes aux limites d’électrostatique. — Pour déterminer 
un champ électrostatique en présence de tels ou tels corps conducteurs 
et diélectriques, il faut trouver des solutions des équations de 
l'électrostatique qui satisfont aux conditinns aux limites. Le système 
de conditions aux limites doit conférer à l'énoncé du problème une 
détermination physique. 

Prenons par exemple un système de corps conducteurs. La dis- 
tribution de charge sur chacun d’eux ne peut être connue d'avance. 
Mais les charges totales de corps et leurs potentiels peuvent être 
connus. Un des problèmes aux limites physiquement déterminés peut 
être énoncé sous la forme 

v'p = 0, 
= OD;surS; (i = 1,2, ..., NW). (13.6) 


Ici, S; sont les surfaces des corps considérés, ®; leurs potentiels 
donnés. C’est un problème aux limites dit de Dirichlet (v. n° A.5.2) 
qui n’admet qu'une solution. Ainsi, si on a trouvé une solution 
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de l'équation de Laplace (11.14), qui prend sur les surfaces S; des 
corps les valeurs requises ®,, une autre fonction œ possédant les 
mêmes propriétés ne peut exister. Par suite le champ d'intensité 
E = —VYo est le seul possible, si bien que le champ régnant dans 
le système de conducteurs portés à des potentiels donnés se trouve 
physiquement déterminé. 

Les mêmes propriétés caractérisent le problème de l'équation de 
Laplace qui est résolu lorsque les charges des conducteurs sont 
connues, car le problème aux limites pour l’équation de Laplace ne 


P z € 


a) b) c) 
Fig. 13.4 


possède qu'une solution Jorsque sont données les intégrales 
\ (0p/ôv) ds qui sont, à un facteur constant près, égales aux charges 


S 
totales (n° A.5.2). 

Si en plus des corps conducteurs il y a aussi des corps diélectri- 
ques, l'énoncé du problème aux limites (13.6) duit faire intervenir 
les conditions aux limites pour le potentiel sur toutes les surfaces 
des diélectriques obtenues à partir de (13.4) et (13.5) (v. (11.16)). 

13.3. Méthode des images électriques. — Il existe un procédé 
simple permettant de tenir compte de l'influence exercée par les 
surfaces frontières planes entre les milieux sur les champs des 
charges ponctuelles. Soit d’abord une charge ponctuelle placée 
au-dessus d’une surface frontière conductrice (fig. 13.4, a). Par 
suite de l'induction électrostatique (v. plus haut n° 13.1), une certaine 
charge superficielle doit apparaître sur cette surface. En se super- 
posant au champ primitif de la charge ponctuelle, le champ complé- 
mentaire créé par cette charge permet de satisfaire aux conditions 
aux limites. 

On se convainc aisément que le champ complémentaire indiqué 
sera tel comme s’il était produit par « l’image dans un miroir » de 
la charge ponctuelle de signe contraire. Plus exactement, pour déter- 
miner le champ d’une charge ponctuelle q se trouvant à la distance À 
au-dessus d’un plan conducteur P, il faut considérer un système de 


6—01469 
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deux charges q et —q placées en espace libre à une distance 24 comme 
il est indiqué sur la fig. 13.4, b. En effet, le plan de symétrie Q, 
que les lignes de force traversent sous l’angle droit, est une surface 
équipotentielle (E, — 0) et c’est justement cette propriété que doit 
posséder le plan conducteur P dans le problème posé. Aussi le champ 
au-dessus de P ne sera-t-il pas différent de celui qui règne au-dessus 
de Q (fig. 13.4, b), c'est-à-dire dans le demi-espace supérieur du 


“Fe = 020 + Re 


P 
TITI IT TI II TITI TITI TITI TT 
fo” PT ANRE + a?" 
Fig. 13.5 


système de charges. Ce champ est facile à calculer au moyen de la 
formule (12.3). En particulier, sur le plan LP lui-même (fig. 13.4, c) 
on a 

qh 
— Vo 2ne,ers * 


E— — Vol car 008 Ô — (13.7) 


On en déduit que la charge est répartie sur P avec une densité Ë — 
— —qh/2nr*. La charge induite totale est égale à —q, ce dont on 
s'assure par une vérification directe. 

La construction des images en tant que méthode de résolution 
des problèmes d'’électrostatique s'avère assez simple lorsque le 
système de charges se trouvant au-dessus d’un plan conducteur est 
connu. En particulier, on peut considérer des dipôles orientés de 
façon différente (de moment p). La fig. 13.5 montre que l’action 
d’un plan est équivalente à celle des images des dipôles (de mo- 
ment p'). 

L'application de la méthode des images électriques est aussi 
analogue, bien qu’un peu plus compliquée. dans le cas des charges 
placées au-dessus de la surface de séparation de deux milieux di- 
électriques. Le champ de la charge ponctuelle q (fig. 13.6. a\ dans le 


premier milieu est calculé comme une superposition du champ pri- 


si : E — £a 
mitif sur le champ de la charge « image » de grandeur les 
1 2 


(fig. 13.6, b). Dans le deuxième milieu, le champ est calculé comme 


si c'était le champ produit par la charge q ee dans la position 
1 2 
principale (13.6, c). Une simple vérification montre qu'avec une 


telle construction les conditions (13.4) et (13.5) sur la surface de 
séparation des milieux sont satisfaites. 
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13.4. Capacité. — Puisque le potentiel d'un champ électrostatique 
est le même en tous les points d’un conducteur, on peut parler d'un 
potentiel de conducteur. Pour que des conducteurs isolés, de forme 
et de dimensions différentes, soient portés au même potentiel, on 
doit leur communiquer des charges différentes. Les équations de 
l'électrostatique étant linéaires (lorsque le milieu est linéaire), 


CKXAKXO 


© 


Es 
6, hA g'=g Ë,-E;, 
E,+E 
b) 
Fig. 13.6 


il en résulte que la charge q est proportionnelle au potentiel défini 
pour tout conducteur isolé concret d’après la formule (11.11). En 
d’autres termes, on peut introduire dans chaque cas concret un 
coefficient appelé rapacité électrique 


C = gl (13.8) 


qui caractérise le conducteur en tant qu'accumulateur de charge: 
c'est la charge d’un conducteur porté au potentiel unité. La capacité 
se mesure en farads [F1]. 

En partant de ce qui précède, il n’est pas difficile de calculer la 
capacité d’une sphère. Le champ et le potentiel à l’extérieur d’une 
sphère uniformément chargée (£ — constante) sont les mêmes que 
dans le cas d’une charge ponctuelle (cf. n° 12.3). Ainsi. selon (12.2) 
le potentiel d’une sphère de rayon À portant une charge q est égal 
à g/(4neseR). En appliquant la formule (13.8), on obtient Ne 
= 4ne,eR. 
| Dans le cas d’un système de corps conducteurs la dépendance 
linéaire entre les potentiels et les charges peut s'exprimer de diffé- 
rentes façons, par exemple: 


q= Cup — Ps) + Cio (Pi — Pa) +... + Cup +... 
sr Cin (Mi — x) (13.9) 


(i = 1, 2, ..., N). Pour ik les coefficients C';} sont appelés 
capacités mutuelles des conducteurs à et À dans le système considéré 
de N corps, alors que pour à — À ce sont des capacités propres des 
conducteurs. L'ensemble de toutes les capacités propres et mutuelles 


6$ 
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(la matrice des capacités) donne, en un certain sens, une Caractéris- 
tique complète du système de conducteurs ; si bien qu’en connaissant 
toutes les charges, par exemple, on peut calculer les potentiels en 
résolvant un système d'équations algébriques linéaires. 
Considérons un système constitué de deux corps conducteurs 
dont l’un est placé dans la cavité de l’autre (fig. 13.7, a). Pour com- 
prendre le caractère du champ électrostatique, construisons une 
surface fermée S (en pointillé) qui entoure la cavité et se trouve 
entièrement à l’intérieur du conducteur. Comme le champ sur S 
est nul dans tous les cas (comme en général dans les conducteurs), 
le flux du vecteur D à travers cette surface est aussi nul, ce qui 


Fig. 13.7 


signifie, en vertu du théorème de Gauss (3.3), que la charge inté- 
rieure totale est nulle. Par conséquent, la charge q portée par le 
conducteur intérieur induira sur la surface intérieure du conducteur 
extérieur une charge —q. 

Notons que cette conclusion ne dépend aucunement de l’existence 
de champs extérieurs. En d’autres termes, le système considéré est 
protégé contre les influences extérieures. C’est un condensateur électro- 
statique parfait. On appelle capacité d'un condensateur une grandeur 


définie par 
C = q/A®, (13.10) 


où gest la charge d'un seul conducteur et A la différence de poten- 
tiel des conducteurs prise avec le même signe que celui de la charge q. 
Un condensateur réel est un système de deux conducteurs dont l’in- 
teraction électrostatique est beaucoup plus grande que l'influence 
des champs extérieurs. 

Nous avons vu en passant l'effet de l'écran électrostatique. Il 
est évident que tout système de corps renfermé dans une cavité 
conductrice est hors de l’action de champs extérieurs. 
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Exemples et exercices 


1. S'assurer par intégration de la quantité E que la charge ponctuelle q in- 
duit une charge —q sur le plan conducteur. 

2. Soit un fil uniformément chargé placé parallèlement à un plan conduc- 
teur. Montrer que sur ce plan est induite une charge de; densité 


= —Th/sr, (13.11) 
où r est la distance au fil. 


3. Justifier la méthode des images électriques en partant des positions 
considérées au n° 13.2. 

4. S'assurer par une vérification directe que le ctamp d’une ch ponc- 
tuelle au-dessus d’une surface plane de séparation de deux milieux diélectri- 
ques, construit d'après la méthode des images électriques, satisfait aux condi- 
tions aux limites (13.4) et (13.5). 

5. Etendre au cas d’un fil la règle (indiquée au n° 13.3) de construction des 
images d'une charge ponctuelle au-dessus d'une surface de séparation de deux 
milieux diélectriques. 

6. Ecrire l'expression de l'intensité E dans le cas d’un dipôle placé hori- 
zontalement (verticalement) au-dessus d’un plan conducteur. 


E2 


RIRES RS 
RERO x 


AY D. A 


ki 


7. Calculons la capacité d'un condensateur sphérique (fig. 13.7, b). Détermi- 
nons la différence de potentiel des deux conducteurs en partant de (11.10) et 
(12.1) 


R 
ER ER ECRERE 77) 
sq Aux | ri  4nepe (+ R: J° 
D'où, par la formule (13.10), 
C'= äneotR;R2/(Ra — Ri). (13.12) 
8. Montrer que dans le cas de deux surfaces cylindriques coaxiales indé- 
finies (fig. 13.7, c) la capacité par unité de longueur du système est donnée par 
la formule 
C' = 2neve/1n (R:/R:). (13.13) 


9. Montrer que la capacité par unité de surface d'un système constitué de 
deux plans parallèles est égale à 


C"=89e/d (13.14) 
(4 distance entre les plans). 
10. Obtenir les formules exprimant les capacités des systèmes à deux 
couches suivants (fig. 13.8, a, b et c): 
plan (a) 


C° = e0t1Es/[E2h +1 (d—h)], (13.15) 
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cylindrique (b) 
, R R; 
C =2neoti82/ (es In —— +e: In 2. s (13.16) 
R; R 
sphérique (c) 


C=äneceres/| € (F-+) + (+) | (13.17) 


(cf. les formules (13.12) à (13.14)). 

11. Considérons, à titre d'exemple de problème aux limites le plus simple, 
la détermination du potentiel d’un cylindre uniformément chargé (£ — cons- 
tante). Le problème s'énonce sous la forme 


2 _ À d r )=0, 
(13.18) 


(on a utilisé la formule (A.1.18) compte tenu du fait que la solution est indé- 
pendante des coordonnées & et =; la condition à la limite résulte de (13.2) et 
(11.6)). A la différence de (13.6) ce n'est pas un problème de Dirichlet mais celui 
de Neumann (v. n° A.5.2). En intégrant l'équation, on a successivement : 


r = 4, ag= 47, p—Alnr+B (13.19) 


(A et B sont des constantes). La constante À se détermine par la condition à la 
limite: À — —ER/e,e. En définitive, 


sn PR - 
P — EE Inr kB, E=r EE r , r > R. (13.20) 


Ce résultat pourrait être obtenu directement au moyen de la formule (12.15), 
. en tenant compte de ce que t = 2nRE. 
12. Résoudre le problème de Neumann, analogue à (13.18), pour une sphère. 
13. Considérons le problème de placement d’un cylindre diélectrique dans 
un champ électrostatique uniforme (fig. 13.9, a et b) dont l'intensité est E, — 
= Z,E,. C'est un problème aux limites pour l'équation de Laplace qui revêt la 
forme suivante: 


1 9 9d@ 1 0? 
20 — — — 
Dr (r si der 


(p=pipourr<R, p—qepourr> R), 


Po + Pe — Fi, 

0Pa Re )|— 2 
fe or 13 or JU Gr 
L'équation différentielle est obtenue à partir de (11.14) et (A.1.18) compte tenu 
du fait que la solution est indépendante de :, alors que les conditions aux limi- 
tes résultent de (13.4) et (13.5). La fonction q, est le potentiel du champ unifor- 
me PAIE E;. En coordonnées choisies (fig. 13.9, b) on a @o = —E£0z = 
= —E,r cos a. 

Comme il est montré au n° A.7.1, les solutions de l'équation différentielle 
(13.21) obtenues par la méthode de séparation des variables sont de la forme 


@= (4 cos n a+ B sin n æ) (Cr" + Dr"). (13.22) 


(13.21) 
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Puisque ®, varie avec & comme cos &, les conditions aux limites écrites dans 
(13.21) ne peuvent être satisfaites que si on pose dans (13.22) n = 1 et B = 0. 
Dans ces conditions, en exprimant ge et @; nous devons, dans (13.22), poser 
C = 0 dans le premier cas et D = 0 dans le second. C'est la condition nécessaire 
pour que la solution reste bornée à l'infini et à l’origine des coordonnées. Ainsi 


Pe= Kr-l cos « et ps = Mrcosa, (13.23) 
où K = AD et M = AC sont des constantes indéterminées. 


TD D = _#À 
r=R 
DL 
RE 
| b) c) _ 


Fig. 13.9 


En introduisant les expressions des potentiels go, pe et qi dans les condi- 
tions aux limites (13.21), on obtient un système d'équations par rapport à ces 
constantes: 


K—MR3=—E,R1, 
| | (13.24) 


K+ÆL MRI= —E,R? 
Ee 


Résolvons (13.24) et écrivons, en vertu de (13.23), la solution du problème aux 
limites posé (13.21) 


” = _,4 RAR? tite } ; 
Em PT Pe= Eo da T  Eitee His. 13.95 
0 = —2Eoter cos œ (13.259) 
(r<R) eee 
D'où (par la formule (11.6) et compte tenu de (A.1.8)) on trouve 
R? 8; —ee 
( E, [ro (+ ie) cos a — 
_ - + ie) . ; 
E = a (1 CE sina |, r>R: (13.26) 
2e 2E0€ 
E Ste Le cos & — &y Sin Le erre , TR. 


Fait caractéristique : le champ intérieur est uniforme, alors que le champ 
extérieur, qui est une superposition du champ uniforme primitif £, et du champ 
E4, peut se calculer à l’aide de la formule (12.22) si l’on y pose td — 
= 2E,nR"e, (8; — e,) (es + e&e)7!. Il peut être appelé champ de type dipôle 
(en similitude de qualité avec le champ d’un vrai dipôle (12.10)). L aspect des 
lignes de force du champ (13.26) est représenté sur la fig. 13.9, c. 
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14. Montrer qu’en plaçant dans un champ uniforme E, = x,£E un cylindre 
conducteur au lieu d’un cylindre diélectrique, on aura 


E=E, [ro (144) COS 4 — Go (1-5) sin œ J; r>R. (13.27) 


15. En résolvant un problème aux limites du type (13.21) ou tout simple- 
ment en procédant à une vérification, montrer que lorsqu'une sphère diélectri- 
que est amenée dans un champ uniforme E, = z9£,, 0n a 


Eo [re (1+2 ne) cos Ê— 


E= | 0 (1-5 He) sin 64 |, r>R; (13.28) 
3Ee'h L : 
| + 2e 20 di Li 


Montrer qu’à son extérieur la sphère produit le même champ (qui se superpose 
au champ primitif E,) que celui créé par un dipôle de moment 


PAR RES DE (43.29) 


7 46. Montrer que si c’est une sphère conductrice qui est placée dans le champ 
uniforme du problème précédent, on a 


E=Eo[ro (14% )cos0—0, (1% )sino],r>R. (13.30) 


Quel est le moment du dipôle équivalent à la sphère? 


$ 14. Energie électrostatique 


14.1. Energie et charge. — Au champ électrique est liée une 
énergie W€ qui se trouve répartie dans l’espace avec une densité 
u® — ED/2 (n° 9.1). On peut donc calculer l’énergie d’un champ 
électrostatique contenue dans un certain domaine V par la formule 


W°=+ (ED dv=—+(D grad ç dv. (14.1) 
r ÿ 


Puisque d’après (A.1.24) D grand @ = div D — œ div D, de (14.1) 
il résulte que 


Wi=E [op dv—5f D ds (14.2) 
L . 
V 


(on a utilisé le théorème d’Ostrogradsky-Gauss (A.1.24) et tenu 
compte de l'équation (11.1b)). 

Proposons-nous de considérer une certaine distribution de charge 
dans l’espace libre. Pour déterminer l'énergie totale W® il faut, 
dans (14.2), étendre l'intégration à tout l’espace; on peut le faire 
comme il est montré sur la figure 14.1. Prenons pour la surface S 
délimitant le volume V une sphère de rayon r infiniment croissant. 
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L'intégrale de volume dans (14.2) prend la valeur requise dès que 
la sphère S entoure toute la charge (c’est-à-dire un domaine où 
p = 0). Quant à l’intégrale de surface, elle disparaît à la limite. 
En effet, dans ce cas, toute la distribution de charge se manifeste 


au point d'observation M comme une charge ponctuelle q = [ p dv 


v 
placée au centre de la sphère (|r —r" | —-r). En calculant o et D 
par les formules (12.2) et (12.1): @ = g/(4ne,er) et D = r,g/(4nr*) 
(Frog > ro), on voit que lorsque le rayon de la sphère augmente, 
la valeur de l’intégrale peut être calculée avec une précision toujours 
croissante comme le produit de ces grandeurs par r4nr“. Ainsi, 
lorsque r — ©, cette valeur décroît com- 
me 1/r et tend vers zéro. L'énergie d’un 27 
champ électrostatique lié à une distribu- 
tion bornée de charge dans l’espace libre a / 
pour expression Î 
We (og dv. (14.3) ! 
Ÿ \ 
Soulignons que l'intégration ne porte \ 
ici que sur le domaine contenant la char- De 
ge. La formule (14.3) présente donc une 7 
différence importante avec l'expression Fig. 14.1 
initiale de l'énergie (14.1) où l’inté- 


La 


ration est étendue à tout le champ. Au lieu de calculer l'énergie 
répartie dans tout le volume, on peut alors la calculer par l’inter- 
médiaire des sources du champ (des charges). 

Considérons quelques applications du résultat obtenu. Pour un 
système de corps chargés, il existe à l'intérieur de V toute une série 


de sous-domaines V; (i — 1, 2, ..., N) en dehors desquels p — 0. 
La relation (14.3) prend donc la forme 
1 
w=is | pp dv. (14.3a) 
i=1V; 


Si ces corps sont des conducteurs, le potentiel q sera constant dans 
chaque sous-domaine V;: @ = @;. En faisant sortir q; du Signe 
somme, on obtient !) 


N N 
; 1 1 
Wei Dora D up (14.4) 
im Vi i=1 
1) Pour calculer les intégrales Î p dv, il faut soit partir du concept que la 


Vi 
charge du conducteur occupe en réalité un certain volume, soit” appliquer la 
fonction delta (Annexe 2) ; l'introduction de (A.2.7) transforme ces intégrales 
en intégrales de surface : [ pdv= | Eds= qu. 
Vi Si 
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La formule (14.4) exprime l'énergie du champ électrostatique düû 
à un système de conducteurs. 

Dans le cas d’un conducteur isolé (NW = 1) la relation (14.4) se 
réduit à un seul terme. En utilisant la notion de capacité (13.8), 
on à 


We — qp/2 = C°/2 = q°/2C. (14.5) 

Calculons l’énergie d’un condensateur (VW = 2, q = q, Ga = —Q; 

q >> 0). En notant q, — p, = Aget en utilisant (13.10), on trouve 
We — q Agp/2 = C (Aw}°/2 = q°/2C. (14.6) 


14.2. Energie d’interaction. — En revenant à la formule (14.4), 
remarquons que toute modification apportée dans la disposition 
des conducteurs ne fait varier que les potentiels œ; alors que les 
grandeurs gq; restent constantes en vertu du principe de la conser- 
vation de la charge. Si chaque potentiel est représenté par une somme 


Pi — D: + ®; où Pi est le potentiel d’un corps isolé, la relation 
(14.4) se décompose en deux termes: 


W°=W°+ We, 
N N (14.7) 
1 de 1 = 
W=s 29 qui W°=- D giPi- 


La quantité W® s'appelle énergie propre d’un système de conducteurs 
et Wt porte le nom d'énergie mutuelle. Il est évident que cette der- 
nière représente l'énergie qui est dépensée ou récupérée lorsque des 
corps infiniment éloignés, portant des charges données, sont réunis 
en un système. C’est pourquoi W* s’appelle aussi énergie d'interaction 
des conducteurs. 

Si l’on tente d'appliquer l'expression de l'énergie (14.4) à un 
système de charges ponctuelles (en les considérant, par exemple, 
comme des sphères conductrices de rayon aussi petit que l’on veut), 
on constate que la formule perd son sens. Au contraire, si on passe à 
la représentation (14.7), le deuxième terme conserve son sens phy- 


sique comme l'énergie d'interaction W° des éléments du système. 
Quant au premier terme (W£). chaque quantité de cette somme croît 


indéfiniment en même temps que le potentiel propre œ; = 
= q;/(4neoeR;), où R; est le rayon de la i-ième sphère conductrice. 
L'exemple considéré montre que du point de vue physique la notion 
de charge ponctuelle idéale est imparfaite. 

Soit maintenant un certain champ électrostatique E — —grad 
tel que p = 0 aux points infiniment éloignés. Le travail effectué 
lorsqu'une charge ponctuelle q est éloignée du champ est égal à 
qp (n° 11.3), c’est-à-dire à l’énergie d’interaction du champ avec la 
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charge. L'énergie d'interaction d’un système de charges avec le 
champ E est donnée par la somme 


N 
WE = 2 QiPi- (14.8) 


Calculons l'énergie d'interaction du champ ÆE avec un dipôle 
de moment p. Posons dans (14.8) N = 2,qm =—qetqg =gq;ona 


WE = q (g»+ — p,)et puisque pour un dipôle @, — œ, — (8æ/dl) ! — 
= | grad, p, on obtient en tenant compte de (11.6) et (12.7): 


W£ = — pE. (14.9) 


Exemples et exercices 


1. Comparer le résultat de l'exemple 2 du $ 9 et la formule (14.5). Faire 
une comparaison analogue sur l'exemple d’un condensateur sphérique. 

2. Vérifions la formule (14.5) dans le cas d’une sphère conductrice unifor- 
mément chargée (£ — constante). A l’intérieur de la sphère le champ est nul et 
ut = 0. A l'extérieur de la sphère (r => R), on a d’après (12.1) : w® — ED/2 = 
= q?/(32n*eert). En calculant WC (14.1) par intégration en coordonnées sphé- 
riques, on ohtient 

œo N2T 


We — q° { sin Ÿ 2 _ 
7 32n°ee | ; r? BneseR  2C 
R 0 0 


3. Déterminer l'énergie propre et l'énergie mutuelle de deux sphères con- 
ductrices ayant des rayons R, et R, et portant des charges gq, et qg a condition 
que R, & Let R,  L où L'est la distance entre les sphères. 

4. Montrer que quelle que soit la formule, (14.7) ou (14.8), qu'on utilise 
Sr l'énergie d interaction de deux charges ponctuelles, le résultat sera 
e même. 

5. Calculer l'énergie d'interaction de deux dipôles en supposant que leur 
orientation relative est arbitraire. 

6. Calculer l'énergie d'une sphère diélectrique uniformément chargée 
(p = constante). 

7. Une charge ponctuelle est placée au-dessus d’un plan conducteur. Quelle 
est leur énergie mutuelle ? 

8. Exprimer l'énergie d’un système de conducteurs en utilisant la notion de 
no propre et mutuelle (n° 13.4). Quelle est la relation entre l'expression 
(14.7) et la représentation obtenue ? 


II. CHAMP MAGNÉTIQUE STATIONNAIRE 


$ 15. Equations fondamentales 
du champ magnétique stationnaire 


15.1. Système d’équations initial. — La colonne de droite des 
équations (10.1) est un système d’équations qui lie un champ magné- 
tigue stationnaire (les vecteurs H, B) et la densité de cou- 
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rant 7: 
rot H = J, (15.1a) 
div B=0, (15.1b)} 
B = uu,H. (15.10) 


Ecrivons aussi les analogues sous forme intégrale des équations 
(15.1a) et (15.1b): 


$ Ha à (15.2a) 
L 
& Bds—0. (15.2b) 
S 


Les équations du groupe (15.1) ne sont pas tout à fait indépen- 
dantes car en vertu de la relation 7 — ©£ toutes les équations (10.1) 
sont interdépendantes. Cependant, lorsque les courants constants 
sont donnés, les équations (15.1) permettent de déterminer les 
champs magnétiques qui les accompagnent. 

Considérons d’abord une approche qui peut être considérée, au 
point de vue formel, comme étant Ja plus simple. 

Admettons que la distribution de courant soit suffisamment lisse 
(les composantes de la fonction j sont différentiables). Ainsi nous 
sommes en droit de tirer de (15.1a) l'équation 


rot rot H = rot}, (15.3) 
ou encore, si le milieu est homogène (u = constante), 
V'H = —rot j, (15.4) 


puisque dans ce cas div H = 0,onaen raison de (A.1.34) : rot rot H — 
— —V°H. C'est l’équation vectorielle de Poisson (cf. (11.3)), de sorte 
qu’en vertu de (A.5.7) on peut écrire tout de suite sa solution 


H(r)=2 (0 av", (15.5) 
L4 


[r—r 


ayant en vue l’espace libre et la distribution locale de courant. 
Dans la plupart des cas, l’application directe de la formule (15.5) 
est difficile parce qu'il faut calculer rot j. Mais à partir de (15.5) 
on peut obtenir une représentation plus commode du champ par le 
courant. L'expression sous le signe somme est ici de la forme vw rot F 
(à = 1/1r —r" |; F = j), si bien qu’en vertu de (A.1.35) on a 


H (= { (rot” IT dv — | [ grad’ — | j(r°) du'}. 
Ÿ v 
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En réduisant la première intégrale à une intégrale de surface à 
l’aide de (A.1.28): 


rot’ j (r”) dv’ = — [7 (r”).ds"] 
Lr—r"| = è lr—r"| ? 


on voit qu'elle est nulle parce que la surface frontière fermée S 
enveloppe tous les courants. La deuxième intégrale peut se trans- 
former aisément à l’aide des formules (A.1.11) et (A.1.36). En 
définitive, l'expression de la solution (15.5) se réduit à la forme 
suivante 


1 ([Z (7); rogl >, 
Ÿ 
(le vecteur r5, à été défini au n° 12.1). 

Non seulement la représentation (15.6) n’exige pas de diffé- 
rentier la densité de courant mais elle est applicable lorsque les 
composantes du vecteur ÿ ne sont pas différentiables !. par exemple, 
dans le cas où la distribution de courant est constante par mor- 
ceaux, ce qui est caractéristique de la plupart des problèmes (on admet 
que la densité de courant est constante à l’intérieur des conducteurs 
et nulle à leur extérieur). 

15.2. Magnétostatique. — Si en chaque point du domaine con- 
sidéré j = 0 et qu'aucun contour fermé Z n’embrasse de courant, 
alors les seconds membres des (15.1a) et (15.2a) s’annulent. Cela 
signifie que les groupes d'équations (15.1) et (15.2) sont exactement 
de même forme que celle des équations de l’électrostatique (11.1) 
et (11.2) lorsque les charges sont absentes (p = 0, q — 0). Nous 
obtenons un système d'équations de la magnätostatique (n° 10.1). 
C'est un système fermé : le champ magnétostatique, de même que le 
champ électrostatique, est énergétiquement isolé (cf. n° 11.1). 

En magnétostatique, tout comme en électrostatique, on peut 
introduire la notion de potentiel qui s’appelle maintenant potentiel 
magnétostatique. De façon analogue à (11.6), on écrit 


= —pgrad Ÿ. (15.7) 
Le potentiel obéit à l'équation 
div pu grad 1 = 0 (15.8) 


qui résulte de (15.1b) et (15.1c) et se réduit dans le cas d’un milieu 
homogène (1 — constante) à l'équation de Laplace 


Vip = 0. (15.9) 
1) Si pour une distribution non lisse donnée on peut indiquer une distri- 


bution lisse telle que la valeur de l'intégrale (15.6) sera aussi peu différente que 
l’on voudrait. 
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En magnétostatique, l’équation de Poisson (15.4) se transforme 
en équation vectorielle de Laplace 


v'H = 0. (15.10) 


Si on part du fait que les équations de la magnétostatique et les 
conditions aux limites pour H, B et 1 répètent formellement celles 
déjà rencontrées en électrostatique. alors que des milieux pareils 
aux conducteurs n'existent pas en magnétostatique, on est conduit 
à conclure que les phénomènes de magnétostatique sont nettement 
moins riches que ceux d’électrostatique. Quant aux solutions des 
problèmes de magnétostatique, elles sont obtenues en effectuant les 
remplacements E —+ H, D —+ B, q — w dans les expressions donnant 
les solutions des problèmes correspondants de l’électrostatique. 

Pourtant on doit tenir compte du fait qu’en magnétostatique on 
étudie souvent des corps ferromagnétiques dont la description est 
bien compliquée par suite de la non-linéarité de leurs caractéristi- 
ques, de l'influence due à l’évolution antérieure et de l’aimantation 
spontanée *). Des ferromagnétiques aimantés. c’est-à-dire des aimants 
permanents, trouvent de nombreuses applications industrielles. 

Pour l’étude des milieux à aimantation spontanée on remplace 
l'équation de mécanique (15.1c) par l'équation suivante: 


B = uouH + M° (15.11) 


(M° est indépendante de H). En utilisant la représentation (15.7), 
on obtient maintenant au lieu de (15.8) 


Uo div u grad = div M", (15.12) 
et, pour u = constante, il en résulte l’équation de Poisson 
bp — |! div M° 
V=Ÿ = TT div M (15.13) 


(le second membre est supposé connu). En raison de (A.5.5), si les 
conditions déjà discutées sont réalisées, on a 
= D CON) 
Ÿ (r) = ane | dv’. (15.14) 


br] 


15.3. Potentiel scalaire et potentiel vecteur. — En reprenant 
l'étude du champ magnétique en présence de courant constant, 
remarquons que puisqu’en tous points où 7 = 0 on a suivant (15.1a) 
rot H — 0. on peut donc utiliser, pour des domaires qui ne sont 


1) Des milieux à polarisation électrique spontanée sont moins répandus. Il 
existe, par exemple, des substances appelées électrets qui se polarisent à l’état 
fondu et restent pendant longtemps polarisées, même en l'absence de champs ex- 
térieurs. Aux ferromagnétiques on peut faire correspondre des corps ferro- 
électriques ; de facon formelle les phénomènes de polarisation de ces milieux 
présentent des traits communs. 
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parcourus par aucun courant, la représentation (15.7). Mais les 
propriétés du potentiel # exigent une étude supplémentaire. Repor- 
tons-nous à la fig. 15.1, a qui représente un contour parcouru par un 
courant continu. En répétant les opérations effectuées au n° 11.3, 
on obtient aisément une formule analogue à (11.10): 


Di — Ve = | H dl. (15.15) 


Cependant, la quantité Ab = w, — +, dépend de façon substantielle 
du chemin d'intégration, ce qui la distingue de par opposition à la 


Mo € M 
n © 
c) M, j 


6) 
Fig. 15.1 


différence de potentiel considérée en électrostatique. En effet, en 
appliquant (15.2a) au contour MimM,nM, (fig. 15.1, a), on obtient 


| Hdi+ | H dl=1. 


M,mM, MinM, 


Cela signifie que l'intégration sur M,nrM, au lieu de M,mM, change 
le résultat obtenu dans (15.15) d’une quantité égale à l'intensité 
du courant 7: 


Abarin, = AŸM,mn, — Le (15.16a) 


Si, en calculant l’intégrale, on entoure k fois le courant (fig. 15.1, b), 
la différence sera autant de fois plus grande: 


AVu,pMt, = AYMmMy — KI, (15.16b) 


où le signe du facteur À dépend du sens de parcours du courant 
(k est positif si le parcours W,mM.pA, et le sens du courant forment 
un système dextrorsum). 

Le potentiel 1 qui est univoque dans les problèmes de magnéto- 
statique (n° 15.2) ne l’est pas en général. Mais si le contour parcouru 
par le courant est couvert d’une pellicule imaginaire à travers laquelle 
il est interdit de mener les chemins d'intégration, alors la fonction 4 
deviert univoque. Une telle surface s'appuyant sur le contour par- 
couru par le courant est, comme on le voit, une surface de discon- 
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tinuité sur laquelle la fonction # subit un saut égal à Z; sa forme 
est quelconque. 

Revenons à la détermination du champ magnétique à partir 
d’un courant constant donné. En principe, ce problème admet la 
solution (15.6) obtenue plus haut. Pourtant on utilise, depuis long- 
temps, une méthode où le champ est déterminé en deux étapes: 
on trouve d’abord une fonction auxiliaire À appelée potentiel vecteur 
et ensuite l'induction magnétique B par la formule 


B = rot 4. (15.17) 


On obtient sans difficulté une équation qui régit le potentiel 
vecteur À. En substituant H à B dans (15.17) et en introduisant 
l'expression de H dans (15.1a), on trouve 

rot u7! rot À = Lj. (15.18) 


Pour un milieu homogène (14 = constante; l’isotropie étant sous- 
entendue), cette équation devient 


rot rot À = ou]. (15.19) 
Si on impose à À la condition 
div A =0 (15.20) 


{que l’on appelle parfois « relation de Coulomb »), alors (15.20) 
conduit en vertu de (A.1.34) à l’équation vectorielle de Poisson 


VA = —pouÿ. (15.21) 

Ecrivons sa solution (A.5.7) pour un espace indéfini et un domaine 
limité contenant un courant: 

A(r)=b { JE que, (15.22) 


LIr—r°| 
4 


Connaissant le courant, on peut d’abord déterminer par cette formule 
le potentiel vecteur et ensuite le champ. 

Avant de clore ce paragraphe, passons en revue certaines pro- 
priétés de la fonction À. Comme le montre la relation (15.17), le 
potentiel vecteur n’est défini qu’à un terme de la forme grad u près 
(4 est toute fonction suffisamment lisse); le remplacement À — 
—+ À + Vu ne modifie pas le champ. 

Construisons la circulation du vecteur À le long d’un certain 
contour L. D’après le théorème de Stokes (A.1.25), cette circulation 
est égale au flux de rot À à travers une surface s'appuyant sur L. 
Ainsi, compte tenu de (15.17), on a 


Adl= \Bdäds=0@. (15.23) 
po 


Nous avons obtenu le flux magnétique O à travers la surface indiquée 
(v. n° 2.2). 
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Exemples et exercices 


1. Soit un cylindre en matériau magnétique introduit dans un champ ma- 
gnétostatique uniforme H = x,H, comme il est indiqué sur la fig. 13.9. Montrer 
que le champ magnétique résultant est de la forme 


( Ho [ro (14 Ste) cos a — 


r? Witle 
— __ À? We)... | 
” co(1- À Me) sine] r> AR (15.24) 
2H 
( Mit be” re 


(u, et 4 sont respectivement les perméabilités magnétiques du milieu extérieur 
et du cylindre). 


2. Montrer que la solution du problème analogue relatif à une sphère 
(H = z0H,) a la forme 


[ Ho [ro (144 pe) cos Ÿ — 


TS W+2le 
"Ne __R° ile \.: | 15.25 
H | (1-5 HE Jaino |,r>R (15.25) 
3UeH 
———— , Re 
Bite 7 < 


3. Montrer qu'un aimant de forme sphérique uniformément aimante 
(M°= z,M°) produit un champ 


(re cos Ê+0,sindÜ), r>R; 
= à M Er (15.26) 


— —— , R, 
Bo Qi 2 


c'est-à-dire se comporte comme un dipôle magnétique (ci. n° 12.2) de moment 
m = AT RS ÈS M. Indication:en imposant lesconditionsauxlimites, 


iTéePe 
tenir compte du fait qu’en vertu de (15.11) (motH: + M9) vo = LoleH Vo. 
4. Obtenir la formule (15.6) à partir de (15.22) et (45.17). I n di PE Te n: 
on peut faire sortir l'opération rot du signe de l'intégrale (15.22) (pourquoi?) ; 
aprés l'application de (A.1.35) l'expression sous le signe somme devient [V | r — 
—r |, j(r’)] dv’ (pourquoi le terme contenant rot j(r’) disparaît-il?); 
terminer par l'application de la formule (A.1.10). 


$ 16. Champs magnétiques stationnaires 
les plus simples 


16.1. Champs et courants filiformes. — La notion de courant 
filiforme a été introduite au $ 1; pratiquement on peut considérer 
comme filiforme ou rectiligne un courant qui parcourt un fil con- 
ducteur de section droite constante à condition que sa longueur et 
la distance au point d'observation soient beaucoup plus grandes que 
ses dimensions transversales (le diamètre de la section droite). On 
constata alors immédiatement que les formules (15.6) et (15.22) 


1—-01469 
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prennent Ja forme 


LENAE 


H (r) = (Tel (dt: rogl (16.1) 
L 


et 
A(r)= Et as = _. (46.2) 


(fig. 16.1). En effet, la distance | r — r” | peut être considérée comme 
constante lors de l'intégration sur la section droite S du fil ; la densité 
de courant j s'exprime par jto, j = constante et ? = jS. Les formules 
(16.1) et (16.2) peuvent également s'obtenir 
par une simple introduction de l'expression 
de j par la fonction delta (A.2.9) dans les 
relations (15.6) et (15.22). 
La relation (16.1) traduit la loi de Biot 
et Savart. L'expression initiale (15.6) peut 
” donc être considérée comme la loi de Biot 
et Savart généralisée. | 

16.2. Dipôle magnétique. — La figure 

Fig. 16.1 16.2, a représente un contour circulaire 

(une spire) de rayon a parcouru par un cou- 

rant. Proposons-nous de calculer le champ magnétique par l’ap- 
plication directe de la loi de Biot et Savart. 

En coordonnées sphériques utilisées. le point d’intégration P (r’) 
et le point d’ observation M (r) ont respectivement les coordonnées 
r' = a, Ÿ’ — 90°, «&’ et r, Ÿ, &« — 180°. La distance |r —r" | = 

= V MQ° + PQ est, comme indiqué sur la figure 16.2, a, égale à 
VF + a + 2ra sin dcosæ’,. car MQ@—=r cos ê et PQ* — 
= r° sin° Ÿ + a° — 2ar sin Ÿ cos Bf. Décomposons la différentielle 
vectorielle de la longueur dl’ en deux composantes (fig. 16.2, b): 
dl" = aodle + Ro dir = (—@ cos a’ + R, sin &’) a da’. Soulignons 
que &, indique la direction azimutale au point 4f et R, donne la 
direction radiale dans le plan de la spire pour le même point. Comme 
le montre la figure 16.2, c, R, = r, sin Ô + Ÿ, cos Ÿ. 

Calculons le produit vectoriel [dl’,r,4l au numérateur de l’expres- 
sion sous le signe de l’intégrale (16. 1) en tenant compte du fait que 
roa = (r—r) Fr r |! alors quer = rret [dl’, —r'] = a°:,da'— 
= a? (r, cos À — Ÿ, sin Ô) da” (fig. 16.2, a. c). Ainsi, [dl’, Tocl= 
= |r—7r" far (—6, cos a’ — æ&, sin &’ cos 8) + a (rs cos Ÿ — 
— Ÿ, sin 8)] da’. 

Maintenant, toutes les substitutions effectuées, on peut écrire 
la formule (16.1) sous la forme d’une intégrale sur @&’, mais, au 
préalable, il est commode de rejeter sous le signe somme le terme 


HO) 


$ 16] CHAMPS MAGNÉTIQUES STATIONNAIRES 99 
contenant sin &” parce qu'il disparaîtra lors de l'intégration !). Ainsi, 


2x . 
__ Ta —Ÿ,rcos a+ a (ra cosû — 6, sin Ô) : 
AU) = Ereeermemenr 4 D 


Proposons-nous d'étudier le champ à grande distance du contour 
(r © a). Décomposons le dénominateur de l'expression sous le signe 


M(r) 


somme en série binomiale 
r?+ a? + 2ar sin Ÿ cos &”)-#/? — 


1 r __ 3a° 
=-5(1—3<sin Û cos & 5 +...) 


et calculons la valeur limite de l'intégrale (16.3): 
27 


; Ja? a . ,  3a° 
I (r) = ia ar] (1--3#sindcosa Font 2. ] X 
at{=const 
X [ rocos Ÿ — Ÿ, (sin Ÿ + — cos a’) | da”. 
a 
On a finalement 
H(r) = (ro 2 cos 9 + d, sin 8). (16.4) 


1) Les résultats de l'intégration sur les intervalles (0, x) et (x, 2:14:servnt 
égaux et de signes contraires. 
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L'expression (16.4) revêt une importance de principe. La com- 
paraison des formules (16.4) et (12.10) montre que le champ magné- 
tique trouvé a la même structure que le champ d’un dipôle en électro- 
statique. Il en résulte qu’à grande distance le contour parcouru par 
un courant se comporte comme un dipôle magnétique. En récrivant 
(16.4) sous une forme analogue à (12.10), on peut facilement trouver 
le moment de ce dipôle que nous désignerons par m : 


H (r) = (ro 2 cos 0 +8, sin Ô), (16.5) 


m = ZohouS J 


(S = za° est la surface du contour parcouru par le courant). 

En revenant à la formule (16.4), on comprend aisément le sens 
du passage à la limite qui a été effectué: dans ce cas, de même que 
dans (12.8), le moment du dipôle reste constant. Les expressions 
(16.4) et (12.10) ne sont rigoureuses que pour un dipôle idéalisé 
(« point dipolaire »). 

Signalons que la représentation (16.5) du champ reste aussi valable 
pour des contours non circulaires parcourus par des courants. 

La similitude entre un circuit parcouru par un courant et un 
dipôle magnétique permet d'expliquer les positions de la physique 
classique concernant le magnétisme de la substance par l’action de 
courants intérieurs qui se manifestent comme un système de dipôles. 
Dès 1820, Ampère a émis l’hypothèse que le magnétisme serait dû 
à l’intervention de courants internes circulant dans les molécules. 
Par là même il a anticipé, dans une certaine mesure, sur la physique 
actuelle d'après laquelle le magnétisme est lié à des « mouvements 
orbitaux » et aux spins des électrons. 

16.3. Application de la première équation de Maxwell sous forme 
intégrale. — Certains champs magnétiques stationnaires les plus 
simples, et en premier lieu, ceux à symétrie axiale peuvent être 
facilement analysés à l’aide de la relation (15.2a). Rappelons que 
c'est de la même manière que nous avons obtenu au $ 2 (exemple 1) 


la formule 
H = a,l/2nr (16.6) 


qui exprime l'intensité du champ magnétique d'un courant rectiligne. 
Cette formule est applicable pour la détermination de champs magné- 
tiques quelconques à condition qu’ils possèdent une même symétrie 
(les lignes de force du vecteur intensité H doivent être des circon- 
férences centrées sur une certaine droite). La coordonnée r dans (16.6) 
étant le rayon du contour Z sur lequel porte l'intégration dans 
(15.2a), on doit généralement entendre par 7 le courant dans Île 
domaine (0, r) qui peut ne pas coïncider avec le courant total. 
Soit par exemple un conducteur cylindrique de rayon À parcouru 
par un courant 7 (fig. 16.3, a). Le courant total 7 n'est embrassé 
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que par des contours d'intégration extérieurs (r > R), alors que les 
contours intérieurs ne contiennent qu’un courant partiel 7” — 
— I (r/RŸ. De ce fait et compte tenu de (16.6), on obtient 


I 
H=@- 7 ; 0OSr<R; H=a-, r>R. (16.7) 


A l'intérieur du conducteur, le courant croît linéairement avec la 
distance au centre. 

On analyse de manière analogue un conducteur cylindrique 
creux (fig. 16.3, b) et un câble coaxial (fig. 16.3, c); dans ce dernier 


Fig. 16.3 


cas, les deux conducteurs sont parcourus par des courants de sens 
opposés. 

Un tore magnétique bobiné (fig. 16.3, d) est voisin des cas que 
nous venons de considérer parce que les lignes de force du vecteur H 
peuvent y être considérées aussi comme des circonférences. Il est 
évident que si le contour d'intégration se situe à l’intérieur du tore 
magnétique, il embrasse le courant r7 où n est le nombre de spires 
de l’enroulement. Dans le cas contraire, le courant embrassé est 
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nul. Donc, 


Ha, Mir) sur S; H=—0, Mr) à l'extérieur de S. 
(46.8) 


En opérant de façon identique, on peut calculer les champs pro- 
duits par des systèmes stratifiés (feuilles parallèles parcourues par 
des courants). 


Exemples et exercices 


1. Enoncer la loi de Biot et Savart en partant de (16.2) et (15.17)}.1ndi- 
cation: v.S$ 15, exemple 4. 

2. Montrer que pour un contour circulaire parcouru par un courant 
(fig. 16.2, a) on a à la limite lorsque a/r —+ 0 


A (r)=@ He sin Ÿ. (16.9) 


Obtenir l'expression de l'intensité H (16.4) à partir de (16.9) par la formule 
(15.17) en coordonnées sphériques en tenant compte de (A.1.23). 


3. Montrer que pour un conducteur cylindrique creux parcouru par un cou- 
rant J (fig. 16.3, b) 


I (r°—R!? 
H=0,0<r<R;, = 00 RE Rare STE Re —. 
- x | 
H — J > R à 
Lo Gar Fe 


alors que pour un câble coaxial dont le conducteur intérieur est parcouru par un 
courant Z et le conducteur extérieur par —Z (fig. 16.3, c), 


H= a, 0SrERyn H=u—, RÇrER 
_- J'(R$— r°) | _ | 
HG TRI RIT) R:<r<R3, H =0, r > Ra. 


4. Appliquer la relation (15.2a) pour calculer le champ magnétique entre 
deux feuilles conductrices parallèles (« barres ») parcourues par des courants de 

ignes contraires. 

5. En supposant que le champ d’un système toroïdal (fig. 16.3, d) soit uni- 
forme dans la section transversale (radiale), exprimons le flux magnétique qui 
LE par le champ: ® = BS = u,uHS ou encore, en tenant compte de 
(16.8), 


D=nIIR®, M2 LH(UOHS) =27Rmoy/HobS). (16.12) 


On compare cette égalité à la loi d'Ohm: le flux magnétique ® est analogue au 
courant, la grandeur nr] à la force électromotrice et 42m à la résistance d’un 
circuit constitué par un conducteur DomORUES de longueur L et de section droi- 
te S. La notion de circuit magnétique qui découle d’un tel raisonnement est utili- 
sée quand le flux magnétique peut être considéré comme étant concentré dans 
un certain noyau non nécessairement circulaire (fig. 16.3, e). Montrer qu’en pré- 
sence d'un entrefer étroit (fig. 16.3, f) la relation (16.12) reste approximative- 
ment valable pour 


(16.13) 
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6. Montrer comment la formule (2:15) est obtenue par une application di- 
recte de la loi de Biot et Savart. Suivant (16.1) et la figure 16.4,aona 


O0 O0 
_ [dz, roql I sin Ÿ ds ) r dz 
ne (ele ses rer 
L — © —00 


2 C0 


(16.14) 


H = a) 


änr Vrits 


7. En calculant le champ magnétique sur l'axe d’un contour circulaire par- 
couru par un courant (fig. 16.4, b), on a en vertu de (16.1) 


= (1 7 pen 
ES 2xr 


27 27 
_ I [dl”, roql I a sin Ÿ da _ re a® (a 
cu [2 | a+? #0 | a?+z° — 0 AT CREER œ 
L 0 


(on a pris en considération que la composante radiale de l'expression sous le 


Fig. 16.4 


signe somme disparaît lors de l'intégration). Ainsi, 
I a° 
H=2— (a2+z2)3/2 * 


En pas de ce résultat, montrer que le champ sur l’axe d’un solénoïde 
(fig. 16.4, c) peut se déterminer par la formule 


(16.15) 


H= 2 (cos 6, + cos 6.) (16.16) 


(n est le nombre de spires par unité de longueur). 

Indication: considérer que le courant est uniformément réparti sur 
la surface du cylindre de sorte qu'une ceinture élémentaire dz (fig. 16.4, d) est 
parcourue par un courant dJ = nl dz; chacune de ces ceintures se comporte 
comme une spire. 

8. Montrer que dans le cas d'une ligne à deux conducteurs (fig. 16.5, a) 


4232 Ein (16.17) 
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et 
(16.18) 


Fig. 16.5 


alors que l'aspect des lignes de force du vecteur intensité du ri magnéti- 
ue (fig. 16.5, b) est le même que celui des surfaces équipotentielles des fils 
chargés ($ 12, exemple 7). 


$ 17. Energie d’un champ magnétique stationnaire 


17.1. Energie et courant. — Puisqu'au champ magnétique est 
liée une énergie W"® répartie dans l’espace avec une densité um — 
— HB/2 (n° 9.1), l’énergie d'un champ magnétique stationnaire 
contenue dans un certain domaine V peut se calculer par la formule 


{ | 
We=(HB dv=+|H rot À du. (17.1) 
V V 
Suivant (A.1.31) H rot À = À rot H + div (4, H], ce qui permet 
d’en déduire: 


W=<(j4dr++ 14, Hids (17.2) 
V S 


(on a tenu compte de l'équation (15.1a) et utilisé le théorème d'Ostro- 
gradsky-Gauss (A.1.24)). 

Pour déterminer l’énergie totale du champ produit par un système 
quelconque de courants, il faut, dans (17.2), étendre l'intégration à 
tout l’espace. On peut le faire de la même manière qu’au n° 14.1 
consacré à l'expression de l'énergie (14.2). Là aussi l’intégrale de 
surface disparaît. En effet, à grande distance, une distribution de 
courant quelconque se manifeste comme un dipôle, c’est-à-dire que 
les fonctions H et À décroissent avec la distance respectivement 
comme 1/r$ et 1/r°, alors que la surface S ne croît que comme r*. 
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L'énergie d’un champ magnétique stationnaire liée à une distri- 
rss de courant bornée dans l’espace s'exprime donc par la for- 
mule 


Wa = À | jA dv. (17.3) 
4 


Ici, l'intégration ne porte que sur le domaine contenant le courant. 
C'est ce qui diffère le résultat obtenu de l'expression initiale de 
l'énergie (17.1) dans laquelle l'intégration est étendue à tout le 
champ. Ainsi, l’expression (17.3) permet de trouver l'énergie à partir 
des sources du champ et non pas en considérant sa distribution dans 


Fig. 17.1 


l'espace. D’après (17.3) l’énergie magnétique est nulle si les courants 
sont absents de l'espace : rappelons à ce propos que c’est par l’inter- 
vention des courants microscopiques qu’on explique le magnétisme 
de la substance. 

17.2. Inductance. — Considérons un domaine « du type circuit » 
(fig. 17.1, a) par rapport auquel on peut parler d’un courant total 
stationnaire /. En exprimant le potentiel vecteur À intervenant dans 
(17.3) à l’aide de la formule (15.22), on obtient 


m _ Mol 1(r)71(r) , = 
W | Tr dv dv’. (17.4) 
V Y 

Mettons ce résultat sous la forme 

Wn = 1/2£17°, (17.5): 
où le coefficient 

__ Hoh it)1(r) , 
=) Vin à dv (17.6) 
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s'appelle coefficient d'auto-induction (de self-induction) ou ‘inductance 
et se mesure en henrys [H]. Il est évident que Z ne dépend pas de 
la valeur du courant total J. 

Passons à l'étude d’un système de domaines V;, (i = 1,2,...,N) 
parcourus par des courants totaux J; (fig 17.1, b). Representons 
le potentiel vecteur figurant dans (17.3) sous la forme d’une somme 
A+ 4: +...+ AN où chaque terme exprime le potentiel 
vecteur du champ produit par le courant de même numéro. Alors 


N N NN 
1 : | ‘ 
i=1 V i={ ke Vi 
où les termes peuvent se transformer à l’aide de la formule (15.22): 


W = (j4n do =teb Eee | | LDC g, du, 


TR — 
Vi ViVR 
Ou 
Lil: Mill 
Wa € Wa %uu, 
ia _ 


| [HO Go dv", 


Vi 
Mir = 


Ÿ 
pa | art J (ri) 7 (rx) (ri) 7 (rx) dv, dur. 
NZ 


\ra—ral 


Les coefficients introduits £; et c«#;, s'appellent respectivement 
‘inductances propres et inductances mutuelles; le sens des rayons 
vecteurs numérotés est expliqué sur la fig. 17.1. On voit que of; = 
— M ps. 

Ecrivons maintenant à formule Le de sous la forme 


15 Lili+s S D M ipliln (17.9) 


où la première somme exprime l’énergie propre du système de courants 
et la seconde l’énergie mutuelle. 

Si tous les courants sont filiformes (fig. 17.1, c), l’intégration 
sur le volume se réduit à l’intégration sur le contour (cf. n° 16.1) 


de sorte que 
Mob ‘dl; dir 
in = EE 3 Tama (17.10) 


Quant aux expressions intégrales des inductances propres, elles sont 
divergentes dans le cas des courants filiformes parfaits : ici l'énergie 
propre n’a pas de sens de même qu’en électrostatique lorsqu'on con- 
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sidère des charges ponctuelles parfaites (n° 14.2). Lors du calcul des 
inductances propres, les courants réels pris pour courants filiformes 
doivent être intégrés suivant un volume. 

Revenons, avant de clore ce paragraphe, à l'examen des termes 
Wm de la somme (17.7). Si les courants sont filiformes, alors 


Wa=+ jAndv=-#t & Ar dt= (Bb ds= "5, (17.11) 
Éd vi Li ä 


où D,» est le flux magnétique produit par le 4-ième courant et pas- 
sant à travers le i-ième contour. En comparant (17.8) et (17.11), on a 


®;r — eh irlr. (17.12) 
Pour la raison indiquée plus haut, une relation analogue faisant 


intervenir l’inductance propre £; est impossible à obtenir dans le 
cas d’un courant filiforme parfait. Pourtant les relations 


W®=I,Ou/2, (17.13) 
Ou= Lil, (17.14) 


sont souvent utilisées pour des objets réels ; le sens de ®;, devient 
clair si on compare (17.13) et (17.8). 


Exemples et exercices 


1. Montrer que l'énergie W® concentrée à l’intérieur d’un fil cylindrique 
est indépendante, pour un courant donné, de son diamètre et est égale (si on la 
rapporte à l'unité de longueur) à 


(WE) =houl#/168n—£:1%/2, Li=hou/8nr. (17.15) 


2. Considérons un système de deux spires concentriques placées dans le 
même plan (fig. 17.2, a). Le flux magnétique ®,, que le courant du grand con- 
tour 7, produit à travers la surface S, du petit contour peut être calculé approxi- 
mativement comme S,B, = rafuufA, où H, se détermine à partir de (16.15). 
En vertu de (17.12) on a donc 


cÂlis © Lotttaf/2a2. (17.16) 


3. Obtenir les expressions des inductances mutuelles pour les systèmes 
représentés sur les figures 17.2, b, cet d: 


che © Lol — cos (b), (17.17) 

AS oeranee  ( (17.18) 

cÂl je © Volt 5 (d). (17.19) 
&. Obtenir l'expression suivante 


Ra  Rin ne R 
£ = rx: In De — (3 RD |+uein Fe (17.20) 
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pour l’inductance par unité de longueur d’un câble coaxial (fig. 16.3, c) (u,et 
japon respectivement les perméabilités magnétiques du métal et du milieu 
intérieur). 


Fig. 17.2 


5. Déterminer l'inductance propre d'un système toroïdal (fig. 16.3, d) 
sachant que la section radiale du magnétique est rectangulaire et que le nombre 
de spires est n. 


Réponse: 
£=—— ln R,° (17.21) 


6. Montrer que l’inductance mutuelle de deux enroulements uniformément 
répartis sur le tore magnétique de n° 17.5 a pour expression 


| Loumnh, R: = 
Mie Gr TR (17.22) 
(m et n sont les nombres de spires). 


III. CHAMPS ÉLECTROMAGNÉTIQUES STATIONNAIRE 
ET QUASI STATIONNAIRE 


$S 18. Propriétés générales 
d’un champ électromagnétique stationnaire 


18.1. Propriétés d’un champ électrique stationnaire. — Repor- 
tons-nous au système d'équations du champ électromagnétique 
stationnaire (10.1) déjà traité et remarquons en passant que l’équa- 
tion de mécanique figurant à la dernière ligne du système (10.1) 
correspond à l’absence de forces étrangères au point considéré. 
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La colonne de gauche du système (10.1) contient les équations 
qui décrivent un champ électrique stationnaire. Comme on le voit, 
elles répètent le système d'équations de l’électrostatique (11.1a) à 
(11.1c). En particulier, il résulte de la première équation que le 
champ électrique stationnaire, de même que le champ électrostatique, 
est un champ irrotationnel et par conséquent la représentation (11.6) 
reste toujours valable. Pourtant, cette coïncidence des équations ne 
signifie pas que les propriétés des champs soient aussi identiques. 
En effet, à la différence de l'électrostatique, les conducteurs sont 
parcourus maintenant par des courants (j 0) et il y existe donc 
un champ électrique Æ = o”!7. Les courants tangents aux surfaces 
métalliques (et en général aux surfaces conductrices) déterminent 
l'existence d’une composante E, de l’intensité du champ électrique. 
Suivant (11.6) cela signifie que la dérivée tangentielle du potentiel 
ôp/ôt est non nulle, c’est-à-dire que les surfaces des conducteurs ne 
sont pas équipotentielles comme en électrostatique. Toutefois, dans 
la plupart des cas pratiques, la composante tangentielle du vecteur E 
sur les surfaces des conducteurs est très petite comparée à la compo- 
sante normale (v. plus loin exemple 1). 

18.2. Bilan énergétique et sources du champ électromagnétique 
stationnaire. — Considérons un champ électromagnétique station- 
naire lié à un système de courants se trouvant dans un domaine limité 
de l’espace. L’équation du bilan énergétique (8.6) prend alors la 
forme suivante 

Ps = —P, (18.1) 
ou encore 


Q 1e, 11 as=— | jE dv. (18.1a) 
S V 


Faisons croître indéfiniment le volume V en reportant sa surface 
frontière S à l'infini comme on l’a fait aux nn% 14.1 et 17.1. A des 
distances suffisamment grandes, le champ électrique décroît comme 
1/r© (de même que le champ dû à une charge ponctuelle) et le champ 
magnétique comme 1/r° (de même que le champ d’un dipôle) alors 
que la surface ne croît que comme r*. Ainsi le flux du vecteur de 
Poynting intervenant dans (18.1a) disparaît. 

Pour apprécier correctement ce fait, il faut prendre en considé- 
ration que la valeur de l’intégrale de surface ne doit pas varier à 
partir de l’instant où la surface S qui va croissant embrasse tout le 
système de courants parce que la valeur de l'intégrale du second 
membre de (18.1a) conserve, dans ce cas, une valeur constante. 
Aussi avons-nous démontré que, dans les conditions indiquées, les 
deux intégrales sont rigoureusement nulles : 


QLE, H]ds=0 et [jE dv=0. (18.2) 


v 
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La première égalité conduit à la conclusion qu’un système de 
courants stationnaires ne rayonne pas: le flux d'énergie total à 
travers toute surface fermée qui l’enveloppe est nul. 

D'après la deuxième égalité, c’est la puissance totale d’un système 
de courants stationnaires qui est nulle. Si on suppose que les forces 
extérieures sont absentes et si on remplace sous le signe somme 
E par o-!}, on obtient 


Lg j? dv=0, 


d’où il résulte que 7 — 0 et qu’en l'absence de courant le champ 
électromagnétique stationnaire est nul. En d’autres termes, ce 
champ ne peut exister que si une énergie quelconque se transforme 
en énergie électromagnétique. 

En effet, utilisons la première des relations (7.1) pour exprimer 
l'intensité de champ électrique sous la forme E = ©o-!j — Ext. 
En introduisant cette expression sous le signe de la deuxième intégrale 
(18.2), on a 

fort dv= | jE** dv. (18.3) 
Ÿ Ÿ 
Le résultat obtenu signifie qu’un courant stationnaire ne peut exister 
qu'en présence de forces extérieures, c’est-à-dire de source d'énergie 
de nature non électromagnétique. 

Prenons, à titre d'exemple, un circuit réalisé sous forme d'un 
fil conducteur fermé parcouru par un courant continu et, en l’adop- 
tant pour le contour ZL, calculons la circulation du vecteur E qui doit 
être nulle (ici, comme en électrostatique, l’égalité (11.2a) est vala- 
ble). En remplaçant E comme plus haut par o-!ÿ — Ext, on obtient 


QE“ d1= & o-!j di, (18.4) 
L L 
ce qui n’est autre que l’expression de la loi d'Ohm pour le circuit 
Ext LH, (18.5) 
où 
st d Et dl (18.6) 
L 


est la force électromotrice (f.e.m.) alors que le second membre de 
(18.5) est apparu par suite de la transformation 


: I 
1 = — = — — 
$o jd= $d=<=1#, 
L L 
où .# est la résistance électrique du circuit. En vertu de la loi d'Ohm, 
le courant ne peut exister qu’en présence d’une f.e.m. 
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La donnée de forces extérieures est nécessaire lorsqu'on énonce 
des problèmes relatifs au champ électromagnétique stationnaire 
pris dans son ensemble !). Le système complet d'équations prend 
dans ce cas la forme 

rot E = 0, rot H = J, 
divD=p, divB=0, (18.7) 
D = &,£E, B = oui, 
j=0(E + Et). 
Dans le système d'équations (10.1), la dernière équation de mécani- 
que est remplacée par la relation (7.1). 


18.3. Analogie entre les courants et les champs électrostatiques. — 
Comparons deux groupes d'équations et de conditions aux limites: 


Electrostatique Champ et courants 
rotE —0, dans un conducteur 
div D =0, | rot E = 0, 
D =e%E, me div 7]—0, 
Di—D)v=0, [T0 j=0E, (18.8) 
ne (a j2) o=0, 


(Ei—E:)To=0, 


(les troisième et quatrième égalités figurant dans la colonne de droite 
proviennent des relations (3.9) et (6.4) à condition que le régime 
soit stationnaire). Comme on le voit, les remplacements 


Dj, 602 E£&0v8 (18.9) 


transforment l’une des colonnes de (18.8) en l’autre. Il existe donc 
une analogie formelle entre ces deux phénomènes physiquement 
différents, en électrostatique, le vecteur induction électrique D 
est, en l’absence de charge volumique (p = 0), analogue à la densité 
de courant j à l’intérieur du conducteur en régime stationnaire. 
Les conditions aux limites offrent elles aussi une analogie sub- 
stantielle. Le comportement du courant sur la surface de séparation 
de deux milieux de conductibilités électriques fortement différentes 
(62 © 01) doit reproduire l'aspect du flux d’induction D sur la 
surface de séparation de deux diélectriques nettement différents 
(2 © #1). Au point de vue pratique, les champs électriques les 
plus intéressants sont ceux qui existent en présence de conducteurs ; 
comme on le sait, les lignes de force électrique sont dans ce cas 


1) En définissant le champ magnétique stationnaire aux $$ 15 à 17, nous som- 
mes partis de courants donnés. Dans un énoncé général du problème les courants 
seront inconnus. 
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orthogonales aux surfaces frontières conductrices. Il est apparu que 
les lignes de force du vecteur 7 se comportent de façon analogue si 
le diélectrique (en électrostatique, il est toujours parfait!) est 
remplacé par un corps faiblement conducteur. En effet, vu qu’au 
passage à travers la surface de séparation de deux milieux conduc- 
teurs il y a continuité de la composante tangentielle du vecteur E, 


Fig. 18.1 


On à j+1/01 = Ï+2/02, d’où il résulte que dans le mauvais conducteur 
{6,) la composante tangentielle du vecteur j est 6./0, fois plus faible; 
ainsi le vecteur 7j peut être pratiquement normal à la surface d’un 
bon conducteur de même que le vecteur D en électrostatique. 

C’est sur ce principe qu’est basée la simulation des champs électro- 
statiques à l’aide d’une cuve électrolytique dite analogique: pour 
l'étude expérimentale du champ électrostatique d’un système de 
conducteurs, ces derniers sont placés dans un électrolyte et, en créant 
des potentiels nécessaires, on mesure la densité de courant aux 
divers points du volume. 

Signalons, en conclusion, qu'à la notion de capacité adoptée en 
électrostatique correspond, en théorie du champ électrostatique 
dans le conducteur, la notion de conductance. C’est ainsi que dans le 
<as d’un système de deux corps À et B (fig. 18.1, a et bjon a 


C = qglAg et G = I/Ao. (18.10) 


C'est à la quantité G ainsi introduite qu’on donne le nom de conduc- 
tance. L’analogie est complète, en effet : 


q=$ Das etI=À js, 
S S 
où S est la surface qui enveloppe l’un des conducteurs. 


Exemples et exercices 


1. Soient deux feuilles de cuivre distantes de 0,5 cm. Leur différence de 
potentiel (dans une certaine section) est de 10 V et la densité de courant ÿ = 
= 2 A/mm°. Montrer que le rapport E./E, près de la surface du conducteur est 
égal à environ 1,7-10$. 

Montrer que la « conductance de fuite » d’un câble coaxial (l’imperfec- 
tion de l'isolation diélectrique provoque l'apparition d’un courant radial) 
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rapportée à l'unité de longueur a pour expression 
G’ = 2no/ln (R;/R;) (18.11) 


(cf. SL exemple 8). Représenter l'aspect des lignes de force du vecteur j dans 
le câble. 


$ 19. Champ électromagnétique quasi stationnaire 
et circuit à courant alternatif 


19.1. Généralités sur les phénomènes quasi stationnaires. — Histo- 
riquement, les champs stationnaires et statiques ont été étudiés 
avant les champs variables dans le temps. Ces derniers n’ont com- 
mencé à présenter un intérèt pratique qu'avec le développement de 
l'électrotechnique du courant alternatif et ensuite de la radiotech- 
nique. Il est naturel que pour l’étude des champs variables on ait 
cherché à utiliser des notions et des conceptions déjà adoptées, ce 
qui était justifié tant que dans la pratique technique et physique on 
n'avait pas affaire aux phénomènes rapidement variables. 

Les champs (phénomènes, processus) électromagnétiques variables 
qui gardent des traits de champs (phénomènes, processus) station- 
naires sont dits quasi stationnaires. Supposons qu'on ait trouvé le 
champ E (r), H (r) d’un système donné de courants continus. On 
peut se représenter une variation si lente de ces courants qu’elle 
n’affecte presque pas la répartition spatiale du champ. Le champ 
peut être alors considéré à chaque instant comme étant stationnaire 
et produit par des courants existant à ce même instant £. Cela signifie 
que lorsque le courant varie suivant une loi f (f), on aura E (r,t) © 
©f(t)E (r)etH(r,t)c f(t) H(r)oùE (r)et H (r) sont les ancien- 
nes fonctions vectorielles. 

Il est évident que c’est une méthode approchée. Quant au do- 
maine de validité de cette méthode, il en a été discuté en partie dans 
l’Introduction où nous avons établi la condition d’état quasi station- 
naire d’un système électrodynamique ([.1); ce problème sera traité 
de façon plus approfondie en partant des positions de la théorie du 
rayonnement (chap. 4). 

La théorie des phénomènes quasi stationnaires se caractérise par 
l’utilisation du système d'équations de Maxwell sous forme intégrale 
conjointement avec un système de notions adopté en électrostatique 
et en théorie du champ magnétique stationnaire. 

Soit par exemple un système de courants alternatifs Z; qui sont 
supposés filiformes ; les contours correspondants L, (i = 1,2,...,N) 
sont déterminés. En utilisant les relations (17.12) et (17.14), expri- 
mons le flux magnétique total ®, traversant le contour L,: 


N N 
Di = ÿ Dir = Lili+ S Minlr- 
ki Rem 1(Rcti) 
8—01469 
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En appliquant la deuxième équation de Maxwell sous la forme 
(2.8), on a 


N 
dO di , … oT 
Ei=—--"=—-L,—— 2 oh 1h de (on) 
k=1(hk#i) 


Nous avons obtenu une relation souvent utilisée en théorie des 
phénomènes quasi stationnaires et qui exprime la f.é.mn. induite 
en fonction des inductances et des dérivées des courants. 

Les notions d’électrostatique sont applicables car le champ élec- 
trique quasi stationnaire, dont la structure est voisine de celle du 
champ électrostatique, peut être considéré comme un champ irrota- 
tionnel. C’est pourquoi la théorie du champ quasi stationnaire utilise. 
de même que l’électrostatique, les notions de différence de potentiel 
(de « tension ») et de capacité. Ces grandeurs 
sont calculées par les formules de l’électro- 
statique. 

19.2. Energie d’un champ quasi station- 
naire et circuit à courant alternatif. — Propu- 
sons-nous d'établir comment et sous quel- 
les hypothèses la théorie du circuit à courant 

Fig. 19.1 alternatif est obtenue à partir de conceptions 
générales de l’électrodynamique. A cet effet, 

examinons le bilan énergétique du champ électromagnétique dans 
un système qu'on se propose de décrire comme un circuit dont l’image 
prévisible est représentée sur la figure 19.1. C’est un groupement en 
série des éléments résistif, capacitif et inductif et d’un générateur. 

La condition d'état quasi stationnaire sera supposée réalisée : 
les variations dans le temps sont si lentes que la structure des champs 
électrique et magnétique se décrit de façon satisfaisante par les 
équations de l’électrostatique et par celles du champ magnétique 
stationnaire. Dans ces conditions, on peut se servir aussi des expres- 
Un donnant les énergies électrique et magnétique 
($$ 14. 17): 


We (eEdo=<., (19.2) 
ÿ 
pr bo (ue dus LP. (19.3) 


Cependant, les paramètres C et £ qui figurent dans ces relations ne 
peuvent prendre le sens voulu de capacité et d’inductance des élé- 
ments du circuit que si l’un des éléments réactifs supposés du système 
électrodynamique localise pratiquement toute l'énergie électrique 
et l’autre toute l'énergie magnétique. 
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Ecrivons maintenant la puissance de pertes (nn°% 7.1, 7.2) 


p= forte dv = [7° A, (19.4) 


V 


et la puissance des forces extérieures (n° 7.3) 
pts | JE do= — 18%, (19.5) 
V 
Dans ce cas, les relations 


R=T)| o'jdv et 8“ | jE*t dv (19.6) 
V V 


doivent être considérées comme traduisant les]définitions de la 
résistance ohmique À et de la f.é.m. du générateur &°xt. 

L'étape suivante consiste à appliquer le principe de circuit, 
c'est-à-dire à imposer la condition selon laquelle Ja grandeur 7 
intervenant dans les relations (19.3) à (19.5) représente un seul et 
même courant dans le circuit, défini par {1 = dg/dt, q étant la charge 
figurant dans (19.2). Ceci implique que le courant de conduction se 
transforme entièrement en courant de déplacement de l'élément 
capacitif placé en série (à condition que le circuit ne présente pas de 
dérivation). 

Utilisons enfin l'équation du bilan énergétique (8.6) en supposant 
que Je système électrodynamique à étudier se trouve à l’intérieur 
d'une surface fermée S. A ce stade, nous négligerons le rayonnement, 
c'est-à-dire admettrons de même que dans le système de courants 
stationnaires, que le flux total du vecteur de Poynting à travers la 
surface S est nul (n° 18.2). Alors, l'introduction de W = Wn + We 
et P — P,, + Pext dans (8.6) donne 


_. + JE 2) +8 18%. (49.7) 


Après la différentiation et la division par Z et compte tenu de ce que 
I = dgldt, mettons (19. : sous la forme 


4— L+IR+ + +=6" (19.8) 
ou encore 
dé x? 
PTE CNRC ++ I = —. (19.9) 


Le résultat que nous avons obtenu est connu sous le nom d'équation 
du circuit à courant alternatif. Le sens de la déduction faite est l’ana- 
lyse des simplifications et restrictions qui sont à la base de cette 
équation. 


se 
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Exemples et exercices 


1. En partant de la loi de la conservation de la charge Fe 3.2) obtenir la 
loi e Kirchhoff pour le circuit complexe. Pourquoi cette loi est-elle rigou- 
reuse 

2. Supposons que le rayonnement d’un système électromagnétique ne puisse 
pas être négligé et que la puissance rayonnée P., égale au flux du vecteur de 
Poynting, soit connue. Qu'est-ce qui sera alors modifié dans la déduction de 
l'équation du circuit à courant alternatif? 

3. Donner un autre énoncé de la condition d'état quasi stationnaire de ma- 
nière qu'elle soit liée au temps de retard du phénomène se déroulant dans le 
circuit. 


IV. CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE HARMONIQUE 


$ 20. Equations fondamentales 
de l’électrodynamique 


20.1. Système d’équations de Maxwell et équations du second 
ordre. — La suite de cet ouvrage sera consacrée à l'étude de champs 
électromagnétiques variables dans le temps dont l’analyse n’admet 
aucune simplification dans l’énoncé des principales propositions 
théoriques. Seront mis en évidence les systèmes non quasi stationnai- 
res, les questions de rayonnement et de transmission d'énergie ainsi 
que le caractère ondulatoire des phénomènes. 

Commençons par écrire le système d’équations de Maxwell (3.12) 
dans lequel la dernière équation de mécanique sera énoncée sous 
la forme de la deuxième relation (7.1): 


rot H= + j, divD=—p, D—=e,cE, 


rotE=—%, divB—0, B—uA, (20.1) 


J=0E +7". 


Comme on le sait, ce système d’équations traduit les lois générales de 
l’électromagnétisme. Seules les équations de mécanique (colonne à 
l'extrême droite), déjà mentionnées au n° 3.4 et au $ 4 ne sont pas 
universelles. Cependant. il est toujours possible de les remplacer par 
des relations plus générales ou spéciales. Associées au système de 
conditions aux limites (nn°% 6.4 et 7.2) et à la donnée des sources 
(an°s 7.1 et 7.2), les équations de Maxwell (20.1) constituent un 
appareil mathématique permettant de résoudre les problèmes d'élec- 
trodynamique. 

Quant aux équations de Maxwell sous forme intégrale (3.13), 
elles jouent en électrodynamique un rôle nettement moins important 
parce qu'elles ne forment pas un tel appareil, c’est-à-dire ne four- 
nissent pas d’énoncé mathématique au problème du champ. 
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Du système d'équations de Maxwell (20.1) on peut exclure toutes 
les inconnues, excepté les intensités de champ. En effet, en rempla- 
çant les inductions par les intensités à l’aide des équations de mé- 
canique et en appliquant aux équations fondamentales de Maxwell 
l'opération rot, on obtient 


rot (et rot H)=e, _ rot£ +rote”{}, 
, (20.2) 
rot (L"irotE)= —, 7 rot H. 


On en déduit sans difficulté des équations qui ne contiennent que 
l'intensité du champ électrique ou magnétique. Pour ce faire, rem- 
plaçons rot E et rot H figurant au second membre de (20.2) en utili- 
sant les équations initiales de Maxwell. On obtient 


rot (et rot H) ++ es — rote 1} (20.3) 
et 
6° j 
rot (p'irotE)++ = — pl, (20.4) 


où on a noté c° = 1/epo. 

Les formes de ces équations valables en cas d’homogénéité et 
d'isotropie du milieu sont plus fréquentes. On peut alors faire sortir 
les inverses de la permittivité e-! et de la perméabilité up"! du signe 
de l'opération rot; puis appliquer l'identité (A.1.34) en tenant 
compte du fait que div H = 0 et div E = p/e,e. Finalement les 
équations (20.3) et (20.4) prennent la forme 


ve — SET = — rot j (20.5) 
et 
VE a grad p+ hou =. (20.6) 


Remarquons que les seconds membres des équations (20.3) à 
(20.6) ne sont en général pas connus: l’expression de la densité de 
courant 7 fait intervenir l'intensité Æ. Lorsque la conductibilité 
électrique est nulle (o = 0), j = je*t est une grandeur qu'on se 
donne pour résoudre le problème. Dans ce dernier cas, les équations 
(20.5) et (20.6) sont généralement appelées équations (vectorielles) 
de d'Alembert. On conçoit sans peine qu’en régime stationnaire 
l'équation (20.5) se transforme en (15.4) et (20.6) en (11.3), c’est-à- 
dire en équations de Poisson déjà rencontrées. 

Remarquons en passant que les équations de Poisson (15.4) et 
(11.3) s’obtiennent à partir du système d’équations de Maxwell, non 
seulement en l’absence de variations dans le temps, mais aussi dans 
le cas où l’on néglige le courant de déplacement 9D/ôt = 0. 
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En l’absence de courants et de charges, les deux équations (20.5) 
et (20.6) deviennent homogènes (leurs seconds membres s’annulent). 
Elles portent alors le nom d’équations d'ondes; au $ 24 nous verrons 
d’où provient cette appellation. 

En électrodynamique, de même que lors de l’étude des champs 
stationnaires, on utilise traditionnellement des fonctions auxiliaires 
appelées potentiels électrodynamiques. On introduit, exactement de la 
même manière qu'en théorie du champ magnétique stationnaire 
(n° 15.3). le potentiel vecteur À, à savoir 


H =p;'u"trot À. (20.7) 


L'introduction de cette expression dans la deuxième équation de 
Maxwell donne 
rot (E + 94/0t) = 0. 


La fonction vectorielle entre les parenthèses est une fonction poten- 
tielle (cf. n° 11.3) ; en l’égalant à la quantité —V®, écrivons l’expres- 
sion suivante pour l'intensité de champ électrique 


= —grad p — 04/ôt. (20.8) 


Si on introduit les expressions de H (20.7) et de E (20.8) dans la 
première équation de Maxwell, on obtient dans le cas d’un milieu 
homogène et isotrope l'égalité suivante 


ve4—<E Dé =grad(Æ + divA)—pouÿ (20.9) 


(ici, on a encore utilisé l'identité (A.1.34)). 
On impose aux potentiels électrodynamiques À et œ une con- 
dition supplémentaire 


+ div 4=0, (20.10) 


qu’on appelle parfois « relation de Lorentz ». [l en résulte que (20.9) 
se réduit à l'équation vectorielle de d’Alembert 


va e — uouÿ (20.11) 


par rapport à À, alors qu'à partir de (20.8) et (20.10) on obtient 
l'équation scalaire de d’Alembert par rapport à 


VÉP— 5 . (20.12) 
(j et p sont considérés comme étant données). 

Ainsi les intensités de champs E et H peuvent être trouvées si on 
a déterminé au préalable les potentiels électrodynamiques À et œ 
en tant que solutions des équations écrites. 
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Remarquons en conclusion que si les potentiels sont indépendants 
du temps, les égalités (20.8), (20.10), (20.11) et (20.12) se transfor- 
ment en (11.6), (15.20), (15.21) et (11.13). 

20.2. Oscillations harmoniques et équations de l’électrodynamique 
sous forme complexe. — La loi des oscillations harmoniques occupe 
une place de choix parmi toutes les lois qui régissent les variations 
du champ électromagnétique dans le temps. Non seulement parce 
que les oscillations harmoniques présentent un grand intérêt pratique 
(surtout en radiotechnique), mais également parce que d’autres 
variations temporelles périodiques peuvent être décomposées en 
oscillations harmoniques si on les représente sous forme de séries 
et d’intégrales de Fourier (Annexe 8). 

En général, chacune des composantes des vecteurs E et H d’un 
champ variant harmoniquement en fonction du temps !) se caracté- 
rise par une certaine amplitude et par sa phase (la concordance de 
phase n'est qu’un cas particulier), ce qui explique pourquoi E, H 
et d’autres vecteurs du champ s'expriment sous la forme (A.3.1). 
Il est naturel d'utiliser pour la description du champ la méthode des 
amplitudes complexes (Annexe 3) familière au lecteur qui a étudié 
l’électrotechnique ou la radiotechnique. En remplaçant dans les 
équations de l’électrodynamique toutes les grandeurs par leurs nota- 


tions complexes (E —+ Eeïvt, H —> Het, etc.), on s'assure, sans 
peine, que cette méthode permet d’introduire partout la multiplica- 
tion par io au lieu de la différentiation par rapport au temps. Or, 
puisque dans les premiers et seconds membres de toutes les égalités 
apparaîtra un seul et même facteur eivt, il pourra être omis, si bien 
que les équations ne feront intervenir que des amplitudes complexes 


Em Hm et autres. 

Non seulement l’application de la méthode des amplitudes com- 
plexes permet d’exclure la dépendance temporelle des équations de 
l'électrodynamique, mais elle élargit encore de façon substantielle 
le sens physique de certaines notions. Ceci est lié à la possibilité, 
au premier abord purement formelle, de considérer les valeurs de 
tous paramètres des équations non dans les limites de l’axe réel 
mais aussi dans le plan complexe. Cette remarque concerne en pre- 
mier lieu la permittivité e et la perméabilité pu *). 

Commençons par mettre en évidence une extension simple, mais 
importante pour la pratique, de la notion de permittivité électrique. 
L'application de la méthode des amplitudes complexes réduit la 
première équation du système (20.1) à la forme 


rot H = iottEn + Jme 


1) C'est-à-dire oscillant suivant une loi harmonique. 
3) Au n° 22.1 sera analysé le sens des valeurs complexes des pulsations ©; 
dans les chap. 3 à 5 seront utilisés d'autres paramètres complexes. 
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En tenant compte que Îm = Er + jt et en mettant en facteur 
le facteur commun E,,, on obtient 


e , : CO e e 
rot H, =iwe, (e— i =) En + Je". 
Le paramètre entre parenthèses 


B—E—1I 


De: (20.13) 
peut être considéré, suivant sa place dans l'équation, comme une 
permittivité électrique qui prend des valeurs complexes lorsque le 
milieu considéré possède une certaine conductibilité électrique 
(o =£ 0). Par suite la première équation de Maxwell s'écrit sous la 
forme 


rot H m = 108€E m + jet, (20.14) 


où € est la permittivité complexe (20.13). 

Or, dans l’interprétation des permittivités on peut aller encore 
plus loin. Il est apparu que dans le cadre de la méthode des ampli- 
tudes complexes on peut approfondir le sens des équations de méca- 
nique D = e,eE et B = u,uH (3.12b) si l’on tient compte de l’iner- 
tie que présentent les phénomènes de polarisation et d’aimantation. 
inertie qui a été négligée jusqu'ici (n° 4.1). 

En effet, si on ne se sert pas de la méthode des amplitudes com- 
plexes, en déterminant le champ électrique dans un diélectrique 
parfait pour une intensité E = ÆE,, cos wt, on aura une induction 
D = &,eE,, cos wt. Dans la réalité, le phénomène de polarisation 
de la substance ne suit pas instantanément les variations du champ, 
de sorte que l'induction, en tant que fonction du temps, subit un 
certain retard, c’est-à-dire que les oscillations s’effectuent avec un 
déphasage en retard égal à une certaine quantité &. En tenant compte 
de l’inertie de la polarisation, il faut écrire D = e,eE,, cos (wt — «). 
Si l’on considère les amplitudes complexes des vecteurs E et D, 
c'est-à-dire E,, et e,eEe”it, on voit qu’elles ne diffèrent que par la 
présence du facteur esge”i* — e,e (cos &æ — i sin &). C'est précisé- 
ment ce facteur qu'il convient de prendre pour la permittivité élec- 
trique absolue dans la méthode des amplitudes complexes, compte 
tenu de l’inertie que présente la polarisation d’un diélectrique. 
Bien entendu, l’inertie de l’aimantation se décrit exactement de la 
même manière. 

Ainsi, on a de fortes raisons de considérer la permittivité e et 
la perméabilité comme des grandeurs complexes : 


ee — ie" et pu — ip” (20.15) 


(les valeurs complexes de e et u ne seront surmontées d’un point que 
dans des cas particuliers). On convient d’affecter les parties imagi- 
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naires du signe moins, si bien que dans les cas les plus typiques on 
ae” —>0 et u” > 0, ce qui comporte, comme il sera montré plus 
loin ($ 21), une caractéristique énergétique bien déterminée. En 
physique et radioélectricité, les permittivités et les perméabilités 
complexes (c’est-à-dire leurs parties imaginaires et réelles) sont 
des grandeurs à mesurer. Il existe des désignations spéciales pour 
les rapports e”/e” et u”/u°: 


tg A =e/e" et tg Am = p’/p". (20.16) 


La quantité A s'appelle angle de pertes électriques et A angle de 
pertes magnétiques. L'angle AM est tout simplement le déphasage en 
retard de B par rapport à H, de même qu'en l’absence de conducti- 
bilité électrique À = «& est le déphasage en retard que D présente 
sur E, ce dont nous avons déjà discuté plus haut. Si la substance 
possède une certaine conductibilité électrique (o =£ 0) et si on tient 
compte de l’inertie de la polarisation, il faut introduire £e”it au 
lieu de & dans (20.13). Ce qui donne &’ = e cos & et e” = o/weo + 
+ € sin & où & est la permittivité électrique ordinaire. 

En négligeant l’inertie de la polarisation, on a d’après (20.13) 


tg À =© (20.17) 


(œ=0)  WE0Ë id 


Dans ce cas important, la tangente de l’angle de pertes électriques 
n’est rien d'autre que le rapport des densités du courant de conduction 
et du courant de déplacement (cf. n° 5.3). Nous pouvons maintenant 
représenter le critère (5.7) sous la forme 


© 1 conducteur, 


20.18 
< 1 diélectrique. ) 


tg À 
(a=0) 
Après cette analyse des propriétés des milieux et du sens physique 
des équations de mécanique, écrivons des équations de l’électro- 
dynamique sous forme complexe. Le système d'équations de Maxwell 
(20.1) se réduit aux deux seules équations suivantes 


rot H, = ioeseEh + jt, 


rot E, = — iouLH me 


La première de ces équations a été obtenue plus haut, quant à la 
deuxième elle découle de la même manière de l’autre équation figu- 
rant dans la première colonne (20.1). 

On comprend aisément que toute équation du système (20.1) est 
soit prise en compte dans les équations (20.19) (en ce qui concerne 
les équations de mécanique), soit découle de (20.19). Par exemple, 
en appliquant l'opérateur div à la deuxième ligne de (20.19), on 


revient à l'équation div B,, = (. 


(20.19) 
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Il est facile aussi de mettre sous forme complexe les équations de 
second ordre de l’électrodynamique. Il suffit d'opérer le remplace- 
ment d/ôt —+ io (9?/01° —+ —w*) et j—+jext et de considérer la 
permittivité e et la perméabilité comme des grandeurs complexes. 

Les équations (20.3) et (20.4) deviennent 


rot (e”t rot H m) — (w/c}? LH m =rote"! ext (20.20) 
et 
rot (7! rot E., — (w/c)? eE. — —iOU je. (20.21) 


En passant aux équations (20.5) et (20.6), nous pouvons tout de 
suite écrire sous forme complexe la première d’entre elles 


v’H,, + (w/c)2 euH,, — — rot jet. (20.22) 


Dans la deuxième équation c'est le second membre contenant la 
densité de charge p qui mérite l’attention. En tenant compte que 


Red pm orad div E, et que de la première ligne il résulte 
0 
l'égalité iwese div EE, = —div jfxt, on trouve 


PE, + (+) . UE — Ses grad div jest + iopoujet. (20.23) 
Les égalités (20.22) et (20.23) portent le nom d'équations inhomogènes 


de Helmholtz. Pour jext = 0, elles se transforment en équations 
homogènes de Helmholtz. 

" Enfin, écrivons sous forme complexe les relations contenant les 
potentiels électrodynamiques. Les expressions initiales des vecteurs 
H et E par les potentiels (20.7) et (20.8) prennent la forme 


: 
ride sl (20.24) 
E,, = — grad Prm—ivA. 

Les équations de d'Alembert (20.11) et (20.12) se réduisent aux 

équations inhomogènes de Helmholtz: la vectorielle 


Van + (w/c} epAn = — ous (20.25) 
et la scalaire 


VPm GE (2) EUPm = = 


La condition (20.10) est imposée ici sous la forme 


Î 
WE0e 


div jext. (20.26) 


LD EU Pm + div Am = 0. (20.27) 
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Pour terminer, indiquons le résultat qu’on obtient en excluant à 
l’aide de (20.27) le potentiel scalaire de (20.24): 


En = .— [ grad div A+ (+) euAy | : (20.28) 


WELL 


Exemples et exercices 


1. Quelles sont les particularités de l'application de la méthode des ampli- 
tudes complexes aux grandeurs vectorielles : 

2. Etudier la variation de la valeur instantanée du vecteur E si l’amplitude 
complexe E,, est égale à ro A + y0B, où a) A—B—=1;b)A—=1,B=—\;; 
co) A=1+i, B= 0. 

3. Montrer’ que du système complet d'équations de Maxwell sous forme 
complexe il résulte en particulier l'équation div D, = Ph. 

4. Quelle est la valeur numérique du paramètre c dans (20.4) et les équa- 
tions suivantes ? 

5. En partant des données des tableaux 4.1 et 5.2, calculer la permittivité 
électrique complexe de l’eau pour des fréquences indiquées (l’inertie du phéno- 
mène de polarisation est à négliger). 

6. Calculer la partie imaginaire de la permittivité électrique complexe du 
cuivre à la fréquence de 1019 Hz. 


$ 21. Bilan énergétique du champ 
lors des oscillations harmoniques 


21.1. Caractéristiques énergétiques moyennes. — En étudiant 
les champs variant harmoniquement dans le temps, on porte un 
intérêt particulier à leurs caractéristiques moyennes: puissance 
électrique ou magnétique moyenne, flux d'énergie moyen, puissance 
moyenne (en totalité ou en partie), etc. D'après les formules données 
au n° À.3.3, il est facile de représenter ces srandeurs et leurs sembla- 
bles sous une forme qui ne contient que des amplitudes complexes. 

C'est ainsi qu’en partant de (A.3.13), on obtient pour les valeurs 
moyennes des densités d'énergie électrique et magnétique (n° 9.1) 
les expressions suivantes : 


— e né e ré 
Le = Enei et gun = ohms (21.1) 


(rappelons qu’au $ 9 nous avons considéré seulement des phénomènes 
dépourvus d'inertie, e et u sont ici des permittivités réelles). 

Introduisons une grandeur que nous appellerons densité de puis- 
sance complexe 


p=1/2)%Eme (21.2) 

Suivant (A.3.13) la valeur moyenne p de la densité de puissance p 
est la partie réelle de p: 

p= Rep. (21.3) 
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On appelle vecteur complexe de Poynting la grandeur 
I—1/2[E., H3], (21.4) 


dont la partie réelle donne en raison de (A.3.15) la valeur moyenne IT! 
du vecteur de Poynting II: 


= Rell. (21.5) 


21.2. Bilan énergétique moyen. — En partant des résultats 
obtenus au $ 8, on aurait pu considérer le cas particulier de bilan 
énergétique du champ siège des oscillations harmoniques et apprécier 
le comportement des valeurs moyennes. Or, en procédant ainsi on 
aurait perdu la possibilité d'étudier plus à fond les phénomènes se 
déroulant dans les milieux matériels, possibilité qui apparaît lors- 
qu'on introduit les permittivités complexes. Aussi, allons-nous 
baser notre analyse sur le système d'équations de Maxwell sous 
forme complexe (20.19). Ecrivons ces équations, en prenant, à la 
place de la première, sa conjuguée complexe : 


ré A à # TL” ext + 
rot H} i0E)E*En + (J8)$, (21.6) 


rot E = — iouuH me 
Multiplions tous les termes de la première équation par E., et tous 
les termes de la deuxième par H},, soustrayons membre à membre la 
deuxième équation de la première et appliquons au premier membre 
l'identité (A.1.31). On obtient 
div{£n, H94] = io (ee*EhEn— bouHnH%)—(j2t)" Em (21.7) 
ou encore 
divH=i (208 EnEm— bouHmHm) — pet, (21.3) 


où on a utilisé les notations de (21.2) et (21.4); pet = - (jext)* FE. 


est la densité de puissance complexe de la source. Nous avons obtenu 
l'analogue sous forme complexe de l’équation (9.6). 

Par intégration sur un certain volume V délimité par une surface 
S, on obtient à partir de (21.8) l'égalité suivante: 


Pr=is | (e0" EE m— uouHmH%) du— Pet (21.9) 
14 


(au premier membre on a utilisé le théorème d'Ostrogradsky-Gauss). 
Ici, on a introduit les notations 


p:= à Îds et peste | pext dv =+ | (jest)* E, du. (21.10) 
S Ÿ Ÿ 


$ 21] BILAN £ÉNERGEÊTIQUE DU CHAMP 125 


Le sens physique de la relation (21.9) deviendra clair après la 
séparation des parties réelle et imaginaire: 
Re Ps = —+ | (e0€"EnE%, + Lou" Am H%) dv —Re pext, 
ee ... (21.11) 
Im Ps =+ (0€ EnEt— bout An) dv — Im Pt 
Ÿ 


(on a tenu compte que e* = e° + ie” et u = pu" — iu”). 

C'est la première des égalités qui présente le plus grand intérêt. 
Ayant en vue (21.5), il n’est pas difficile d’expliciter physiquement 
le terme du premier membre: Re P: = P. est la valeur moyenne 
du flux d'énergie P: (8.7) à travers la surface fermée S. La quantité 


Re Pext exprime suivant (21.3) la puissance moyenne de la source. 
Ainsi on a 


Prs=—< \ (ee EE + uu"H HS) du—P°%, (21.12) 


L'égalité obtenue caractérise le bilan énergétique moyen des 
oscillations harmoniques du champ. 

En effet, si en particulier, la permittivité et la perméabilité de 
la substance sont réelles (£e” = 0 et u” = 0), alors comme il résulte 
de (21.12), P. — —Pext : ]a puissance des sources placées à l’inté- 
rieur de V (Pext 0) est dépensée pour le rayonnement dans l’espace 
extérieur. Considérons un autre état. Supposons maintenant que le 
flux d'énergie, à travers la surface S, est en moyenne nul. Alors, 
Pext étant négative, l'égalité (21.12) ne peut être vérifiée que si 
l'intégrale de volume est positive. Le sens du bilan énergétique est 
dans ce cas évident : la puissance des sources est dépensée à l’inté- 


rieur du volume V, ce qui s'exprime par l'égalité P, — — Pext où 
P, est la puissance de pertes dans V. Par suite 
P, = _ | (e0€"EnEs, + uou"H,.H%) dv ; (21.13) 
Ÿ 


et il sera nécessaire que e” et u” soient non négatives. Dans un cas 
particulier qui se rencontre fréquemment u” = 0 alors que &” = 
— ç/we, suivant (20.13). Alors de (21.13) il résulte que 


P=+ | oË.E, dv. (21.14) 
4 


Ecrite en abrégé, l’équation du bilan énergétique moyen de- 
viendra : : 
Ps; = —P, (21.15) 
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où P 2: + Pext est la puissance moyenne totale qu’on appelle 


puissance active. Le flux d'énergie moyen P- s'appelle aussi flux 
d'énergie actif. 

Passons à la deuxième des relations (21.11). Si on se contente 
d'examiner le cas des permittivités réelles (e = e’ et u = u’),on a 
par (21.1) 


Im P3= 20 (W°—W®) — Im Pt. (21.16) 


où Weet Wn sont les valeurs moyennes de l'énergie électrique et de 
l'énergie magnétique à l’intérieur de V. Les grandeurs Im P, et 


Im Pext s'appellent respectivement flux d'énergie réactif et puis- 
sance réactive de la source. 

Quelques remarques en conclusion. 

Tout d’abord sur les permittivités complexes. Ayant examiné 
le bilan énergétique moyen nous avons explicité leur sens énergé- 
tique. Lorsque ces paramètres sont réels (e” = 0, u” = 0), le milieu 
est non absorbant, alors que l'existence de parties imaginaires 
(e” > 0 et u” >> 0) témoigne de l'existence de pertes électriques et 
magnétiques, c’est-à-dire de la transformation de l’énergie électrique 
et magnétique en une énergie non électromagnétique (par exemple 
en chaleur). Mais il se peut aussi que &” et u” soient négatives. Dans 
un tel cas il se produit non pas une absorption mais une génération 
ou régénération de l'énergie du champ par suite de phénomènes qui 
se déroulent dans le milieu et sont liés à la transformation d’une 
énergie non électromagnétique. On est donc amené à considérer de 
tels milieux régénérateurs (actifs) par exemple dans la théorie des 
amplificateurs et générateurs paramétriques ou quantiques ainsi 
que dans certains autres problèmes. L'interprétation de la relation 
intégrale (21.13) qu’on devra donner dans ces conditions sera évi- 
demment toute différente. 

Reportons-nous maintenant à l'égalité (21.15) qui exprime le 
bilan énergétique moyen sous une forme abstraite et peut donc être 
détaillée de différentes façons. La même égalité découle de l'équation 
(8.6) si l’on considère des oscillations harmoniques et si l’on ramène 
les grandeurs à leurs moyennes. En effet, selon (9.1), l'énergie du 
champ sera alors exprimée par une somme de termes variant en 
fonction du temps suivant la loi de cos* (wt + œ); après la diffé- 
rentiation par rapport au temps il en résulte des oscillations harmo- 
niques de pulsation double: cos (2wt + +); la quantité dW/dt 
disparaît donc lorsqu'on calcule la moyenne. 

Vérifions enfin le degré de généralité de notre analyse du bilan 
énergétique du champ harmonique. Dans tous les raisonnements, les 
milieux étaient supposés isotropes, mais les calculs de départ, y 
compris leur résultat (21.9), sont également valables en cas d’aniso- 
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tropie, ce qui sera utilisé par la suite ($ 73). Nous verrons bientôt 
que la généralité exige qu’on admette l’existence de pulsations com- 
plexes w. De façon formelle, ceci ne conduit qu’à de petites modifi- 
cations apportées dans les relations fondamentales: la formule 
(21.9), par exemple, prendra la forme suivante: 


P;= su j (o*e E*ÊSE, — ou, H%) du— Pest, (21.17) 


Exemples et exercices 


1. Obtenir les formules (A.3.12) à (A.3.15). Indication: utiliser la 


représentation des vecteurs du champ par les amplitudes complexes à l’aide de 
la formule (A.3.5). 


Les forces extérieures peuvent-elles provoquer une absorption? Justifier 

la réponse en examinant les relations de phase entre jtxt et E. 
3. Supposons que les paramètres e et u soient réels. Montrer que l'énergie 
totale du champ peut rester constante bien que dans tout domaine ' l'énergie 
électrique et l'énergie magnétique varient nécessairement dans le temps. Quel 


est dans ces conditions le rapport entre les intensités de champs électrique et 
magnétique ? 


4. Que peut-on dire du mouvement de l'énergie si en tout point d’un cer- 
tain domaine : a) Re I = 0, b) Im II = 0? 


5. Quelle doit être la relation de phase entre les intensités E et H pour que 
le flux d'énergie moyen soit obligatoirement nul? 


$ 22. Sens physique des solutions 
des problèmes d’électrodynamique 


22.1. Champs et sources. — Comme il a été dit précédemment, le 
fait de trouver une solution quelconque au système d'équations de 
Maxwell ne signifie pas encore qu'il existe un champ électromagné- 
tique correspondant à cette solution auquel on peut attribuer, dans 
des conditions données, un sens physique déterminé. Au cours de ce 
paragraphe nous allons examiner sous divers aspects le sens physique 
des solutions des problèmes d’électrodynamique. 

Il est naturel de considérer que la cause première d'existence de 
tel ou tel champ électromagnétique est constituée par la transfor- 
mation d'une énergie non électromagnétique en énergie du champ. 
En ce sens, les sources du champ sont constituées par les forces exté- 
rieures (nn 7.1 et 7.3). On dit que sous l’action des forces extérieures 
il se produit une excitation du champ; on utilise aussi le terme de 
champ forcé (excité par une source). La transmission d'énergie par 
un champ forcé est généralement interprétée comme rayonnement 
de la source. 

Notons maintenant que dans la plupart des problèmes la déli- 
mitation du domaine de la source (n°5 7.3) ne signifie nullement que 
les processus de transformation de l'énergie soient localisés juste- 
ment dans ce domaine. Le plus souvent, c’est tout simplement un 
volume ou une surface (frontière) caractérisés par une distribution 
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connue de courant ou de champ qui figure dans l’énoncé d’un pro- 
blème électrodynamique parmi les données de départ. Par exemple, 
le champ de rayonnement d’une antenne peut être déterminé si l’on 
connaît son courant (les problèmes de ce genre seront traités au 
chap. 4). La densité de courant désignée par je*t intervient dans le 
système d'équations de Maxwell (20.19) comme une grandeur donnée. 
Mais le processus de transformation de l'énergie non électromagné- 
tique, qui entretient en fin de compte ce courant, se produit ailleurs 
et non pas dans l’antenne. On peut suivre toute une chaîne de trans- 
formations de l’énergie (à commencer par la consommation d’un 
combustible de la centrale électrique qui alimente, par l'inter- 
médiaire du réseau électrique, l'émetteur produisant le courant dans 
l’antenne). Pourtant ces transformations intermédiaires restent en 
dehors des problèmes électrodynamiques. 

En plus des champs forcés, la théorie porte également sur des 
champs dits libres dont l’existence n’est pas liée à l’action des 
sources. Ces champs se décrivent à l’aide des solutions des équations 
de Maxwell pour j°*xt = 0 (en l’absence de tout autre facteur d’ex- 
citation). Le champ libre est un des champs possibles dans un système 
donné et, en particulier, dans l’espace libre. Les amplitudes et les 
phases de tels phénomènes sont arbitraires ; ceci résulte formellement 
des équations (20.19) pour j°*t = 0: leur solution quelconque peut 
être multipliée par tout nombre complexe. 

Un système électrodynamique peut admettre l'existence d’une 
multitude de divers fchamps libres dont les fréquences soit sont 
quelconques (par exemple, dans le cas de l’espace libre), soit peuvent 
seulement prendre des valeurs tout à fait déterminées. Demandons- 
nous si un champ électromagnétique libre peut exister dans un 
milieu absorbant énergétiquement isolé (e” > O0 et (ou) nu” > 0)? 
L’équation (21.12) fournit tout de suite une réponse négative à cette 
question; en effet, si Ps = Oet Pext = 0, alors, dans les conditions 
indiquées, les amplitudes complexes du champ deviennent nulles. 
Mais, tout étant correcte, cette réponse n’est pas complète. Elle 
signifie que dans un système absorbant les oscillations harmoniques 
sont impossibles. 

Montrons que là aussi on peut élargir, pareillement à ce qui a 
été fait pour les permittivités (n° 20.2), le sens physique du problème 
en admettant l'existence de valeurs complexes de son paramètre. 
Il s’agit maintenant de la pulsation «©. 

Supposons que la pulsation puisse être complexe : & = &° + iw”. 
Alors, suivant (21.17), dans le cas d’un champ libre régnant dans un 
domaine énergétiquement isolé V rempli d’un milieu homogène 
et isotrope on a 


o*e*e, | En dv — ou [ Hh du = 0. (22.1) 
v v 
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Comme les intégrales sont réelles, cette égalité ne peut avoir lieu 
que si le rapport (we)*/ou est réel: 


à 
Im PE 0. (22.2) 
En raison de (20.15) et (20.16)onae = [ele ##etu = il eia®, 
si bien que la IEEE ___— peut être représentée sous la 


î arctg © 


forme o—=]|wle Par conséquent, il résulte de (22.2) 


@” A+ Am 
= te (=) (22.3) 

Il ne reste qu'à expliciter physiquement le résultat obtenu. 
L'égalité (22.3) joue le rôle de condition nécessaire d'existence d’un 
champ électromagnétique libre dans le système considéré. Quel est 
ce champ? Pour déterminer les intensités E et H il faut prendre, 
suivant la méthode des amplitudes complexes, les parties réelles 


des représentations complexes E eivt et H, eiot, En calculant 
Re eît, on trouve (à une phase arbitraire près) la loi de variation du 
champ en fonction du temps: f ({) = Re e-w"teiw’t — e-w"i cos w't. 
Ainsi le champ libre subit des oscillations amorties. 

Nous avons établi que dans la méthode des amplitudes complexes 
les oscillations amorties se décrivent comme des oscillations harmo- 
niques de pulsation complexe de manière que la partie réelle déter- 
mine la période des oscillations T' = 2x/w° et la partie imaginaire 
la rapidité d'amortissement: la quantité T” = 1/w” est appelée 
constante de temps (c’est le temps au bout duquel l'amplitude des 
oscillations devient e fois plus faible). 

Comme le montre la formule (22.3). l'amortissement d’un champ 
libre dans un système isolé est directement lié aux pertes d'énergie. 

Dans le cas particulier d’un milieu actif (A + Am<O), le 
champ croïîtra exponentiellement. 

22.2. Problèmes intérieurs d’électrodynamique. — Un problème 
est dit intérieur s’il s’agit de déterminer le champ électromagnétique 
dans un certain domaine V limité par une surface ferméé S. Dans 
ce qui suit nous n’allons plus considérer les champs libres qui peuvent 
exister dans V en l’absence de sources, lorsque le passage du flux 
d'énergie à travers la surface frontière est impossible. Quant au 
champ forcé produit dans V par des sources données, il est parfaite- 
ment déterminé du point de vue physique. Donc si un problème 
intérieur d’électrodynamique est correctement posé, sa solution doit 
être unique. L’exigence d’unicité de la solution du problème a un 
sens physique clair. 

Il s'agit de savoir quels sont les renseignements préliminaires 
sur le phénomène électromagnétique à étudier, dont il faut disposer 
pour énoncer un problème intérieur admettant la solution unique. 


9—01469 
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Supposons que le champ électromagnétique à déterminer soit 
excité par une distribution de courant extérieur donnée dans V ou 
par un flux d'énergie à travers S et que E, Æ0 et H, 0 sur S 
(fig. 22.1, a). 

Considérons deux solutions du système d'équations de Maxwell 


(20.19) : En, H, et En, Ho dont chacune est prise pour solution 
du problème intérieur. Si on écrit deux fois les équations (20.19) 


en A, 


a) en ee en 


Fig. 22.1 


en y introduisant ces solutions puis en soustrayant membre à membre 
la deuxième équation de la première, on obtient un système d’ équa- 


tions par rapport aux différences e — En — | 5 et À — Hi — He A 
rot kÀ —= iwesee, rot e = —iouuh (22.4) 


où la fonction jxt n'intervient pas (dans les deux variantes des 
équations initiales de Maxwell c'était une seule et même fonction 
donnée). 

Pour étudier le champ différence e. k, on peut utiliser les rela- 
tions énergétiques obtenues précédemment. C’est la première des 
relations -(21.11): 


Re & le, 2*] ds = —o | (ee"ee* + uou"kh*) dv (22.5) 
S 4 
qui sera utile. En analysant cette égalité, on réalise sans peine quelles 
sont les données relatives au système électrodynamique qui doivent 
être prises en considération pour obtenir une solution physiquement 
déterminée, et donc unique, du problème intérieur. 

Envisageons trois types de conditions aux limites; à savoir 


E , sur S (22.6a) 
H,sur S (22.6b) 


ou 
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ou 
E.sur S, et H.surS, (S,+S.—S).  (22.6c) 


Si les solutions Em1; Hmi1 €t Em: Hm>2 Satisfont à l’une de ces con- 
ditions aux limites, leurs composantes tangentielles (électriques ou 
magnétiques) coïncident sur S$, de sorte que e, (ou k.) devient nul, 
et le premier membre de l'égalité (22.5) s'annule. Mais alors l’inté- 
grale de volume du second membre devient elle aussi nulle. Soient 
e" Æ 0 et u” 0, les deux grandeurs étant de même signe. Dans 
ce cas, les deux fonctions différence e et À ne peuvent être que nulles 
dans tout le volume V et par conséquent chacune des conditions aux 
limites (22.6) se trouve suffisante pour obtenir une solution unique 
du problème intérieur. 

Quelques remarques. Premièrement, on peut modifier légèrement 
les exigences imposées à la permittivité et à la perméabilité du 
milieu dans V. Le résultat obtenu reste valable si € 0, u” = 0 
ou u” = 0, e” — 0. On démontre alors que dans V soit e — O soit 
h — O mais il est facile d'établir en se reportant aux équations de 
Maxwell, que tout le champ électromagnétique différence disparaît 
dans chacune de ces variantes. 

Deuxièmement, retenons qu’en principe les valeurs concrètes 
des paramètres e” et u” n’ont pas d'importance. Ces valeurs peuvent 
être très petites et correspondre à des pertes d'énergie négligeables 
dans le milieu. 

Enfin, les trois types de conditions (22.6) sont loin d’épuiser 
toutes les conditions aux limites qui, étant imposées, conferent 
aux solutions du système d'équations de Maxwell une détermination 
physique. Il est évident que n'importe quelles conditions sont ap- 
plicables si elles provoquent l'annulation du premier membre de 
l'égalité (22.5) ou ramènent l'expression sous le signe somme 
[e, h*] à la forme À | e | (Re À >> 0). Remarquons encore que la 
donnée de E, ou H, dans (22.6) peut être aussi considérée comme la 


donnée des valeurs nulles de ces composantes si seulement jext -£ Q 
(le champ dans V reste forcé). 

22.3. Problèmes extérieurs d’électrodinamique. — Passons aux 
problèmes extérieurs d'électrodynamique dans lesquels on détermine 
le champ électromagnétique dans l’espace infini en dehors d’un 
domaine V” limité par une surface S” (fig. 22.1, b). Nous n'allons 
considérer, comme précédemment, que des champs forcés. 

Utilisons pour l'étude de ce problème la relation énergétique 
précédente (22.5), mais prenons pour le volume V un domaine limi- 
té par une surface S” et une sphère S” de rayon indéfiniment crois- 
sant r. Ainsi, la surface S figurant dans (22.5) se compose mainte- 
nant de deux parties S” et S”, alors que l'intégrale correspondante 
du premier membre de l'égalité se décompose en deux intégrales. 

Quant à l'intégrale sur S”, tout ce qui a été dit plus haut (au 
9+ 
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n° 22.2) au sujet de l'intégrale de surface lui est applicable. Elle 
est nulle si l'énoncé du problème extérieur fixe sur S une des compo- 
santes tangentielles du champ conformément à (22.6). 

Pour ce qui est de l’intégrale sur la sphère de rayon croissant, 
élle disparaîtra à la limite si la quantité [e, k*] décroît plus vite 
que 1/r° (la surface de la sphère croît comme r*). A cet effet, il suffit 
d'exiger qu’on ne considère que les solutions des problèmes extérieurs 


décroissant plus vite que 1/r (on a en vue £,, et H,). 

Pour conclure, on peut dire que les conditions d'’unicité (et 
donc de détermination physique) des solutions des problèmes exté- 
rieurs d'électrodynamique sont les mêmes que celles des problèmes 
intérieurs mais à condition d'imposer une importante restriction: 
ne prendre en considération que des champs à décroissance suffisam- 
ment rapide. 


Exemples et exercices 


1. Comment sont liés la pulsation complexe et le paramètre largement 
répandu dit décrément d'amortissement ? 
2. On utilise assez souvent les conditions aux limites de la forme 


Emrx=X LHmr Vol (22.7) 


Le appelle conditions d'impédance. L'impédance z, quelles propriétés doit- 
elle présenter pour qu'on puisse démontrer l'unicité de la solution du problème 
électrodynamique en introduisant la condition (22.7) au lieu de l’une des con- 
ditions (22.6)? 

Considérer les impédances £ imaginaires, réelles et complexes. 


$ 23. Résumé du chapitre 2 


23.1. Traits communs et différences des classes de phénomènes 
électromagnétiques. — L'un des buts de ce chapitre était de montrer 
comment l'étude de classes particulières de phénomènes électromagné- 
tiques est fondée sur les équations générales de la théorie de l’élec- 
tromagnétisme. Ayant commencé par l’électrostatique, nous avons 
écrit la forme particulière du système d'équations de Maxwell 
(11.1), c'est-à-dire le système d'équations de l’électrostatique. Toute 
la classe de phénomènes électrostatiques est décrite de façon exhaus- 
tive .par les solutions de ce système, toutes les lois de l’électrostati- 
que en découlent. La loi de Coulomb (exemple 2 du $ 12), par laquel- 
le on commence l’exposé de l’électrostatique dans les cours de physi- 
que, résulte elle aussi des équations de l’électrostatique. 

* Les notions de potentiel scalaire et de potentiel vecteur étaient 
utilisées dans la théorie de l’électromagnétisme encore avant Max- 
well.: On pourrait renoncer à ces notions et ne considérer que les 
vecteurs du champ E, H, D et B. Pourtant l’utilisation des potentiels 
est ‘traditionnelle, elle a exercé une influence considérable sur la 
terminologie physique et technique. Les potentiels sont utiles en 
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qualité des fonctions auxiliaires (« intermédiaires ») dont la déter- 
mination peut être plus facile que la détermination directe du 
champ. C'est ainsi, par exemple, qu’en électrostatique l’utilisation 
du potentiel signifie la réduction des problèmes vectoriels aux pro- 
blèmes scalaires. Dans la théorie du champ magnétique stationnaire, 
le potentiel scalaire est un être mathématique plus complexe (n°15.3) 
et nous avons renoncé à discuter l'emploi de cette notion pour ré- 
soudre des problèmes (il aurait fallu introduire des surfaces ' de 
discontinuité du potentiel dites « doubles couches magnétiques », 
v. par exemple [C.6], n° 23.4). 

On se demande parfois si les potentiels scalaire et vecteur ont un 
sens physique particulier. Sans aucun doute, la signification physi- 
que de ces fonctions est déterminée par leur rapport au champ(ou 
plus exactement aux vecteurs E et B). Dans certains cas, leur 
interprétation est très simple, cela concerne par exemple l'inter- 
prétation énergétique du potentiel électrostatique. Mais en énonçant 
un système complet d'équations de la théorie de l’électromagnétis- 
me (n° 3.4) sans y inclure les potentiels!), on ne doit pas leur attri- 
buer la signification initiale. 

En étudiant diverses classes de champs ou des phénomènes et 
systèmes distincts, nous constatons que dans bien des cas. ils ' présen- 
tent des traits communs. Une telle similitude peut avoir des causes 
profondes. Par exemple, les formes particulières des équations de 
Maxwell peuvent garder leur validité pour diverses classes de phéno- 
mènes : la colonne de gauche du système d'équations (10.4) ne chan- 
ge pas quand on passe de l’électrostatique aux champs électromagné- 
tiques stationnaires et garde une certaine valeur dans la théorie des 
phénomènes quasi stationnaires. Mais il peut y avoir aussi des an'alo- 
gies de pure forme. Rappelons que, d’après le caractère de distribu- 
tion des intensités de champs, un cylindre chargé (n° 12.3 et exemple 
6) est comparable à un fil conducteur parcouru par un courant con- 
stant (n° 16.3) et qu'il existe une analogie entre les champs électro: 
statiques et les courants (n° 18.4), et ainsi de suite. | 

Pour l’ électrotechnique et la radiotechnique il est très important 
de retenir que d’ après leur structure les champs à variation rela- 
tivement lente sont voisins des champs stationnaires ; c'est ce qui 
explique, au fond, l'utilisation des notions de capacité et d'inductan- 
ce dans la théorie des circuits. 

23.2. Rôle des équations différentielles et des relations intégra- 
les. — Aux $$ 12 et 16 et même déjà au chapitre 1, il a été montré 
que lors de l'étude des systèmes à symétrie la plus simple, les équa- 
tions de Maxwell sous forme intégrale peuvent être utilisées pour la 
détermination des champs. Mais en général ces équations ne doivent 


1) Le potentiel vecteur À entrait dans le système d'équations proposé par 
Maxwell ; la forme moderne des équations de Maxwell fut établie plus tard. 
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pas être considérées comme un énoncé mathématique du problème 
de détermination du champ. Un tel rôle revient aux équations dif- 
férentielles de Maxwell et aux équations du second ordre qui en 
dérivent (en particulier, aux équations par rapport aux potentiels) 
lorsqu'on leur adjoint des conditions aux limites nécessaires. Phéno- 
mène déjà rencontré en électrostatique. Au n° 13.2 (v. aussi les 
exemples), nous avons formulé les problèmes aux limites d’électro- 
statique et examiné le problème de détermination physique de leurs 
solutions, ce qui est en rapport direct avec l’unicité de ces solu- 
tions. En électrodynamique, ce problème acquiert une importance 
particulière expliquant son étude détaillée au $ 22. 

En revenant aux équations de Maxwell sous forme intégrale, si- 
gnalons que leur importance se manifeste davantage là où on peut 
juger des phénomènes d’après leurs caractéristiques intégrales telles, 
par exemple, que le courant de conduction total ou le flux magnéti- 
que total. Ces équations sont plus fréquemment utilisées dans la 
théorie des phénomènes stationnaires et quasi stationnaires. 

23.3. Phénomènes d’électrodynamique. — Dans ce chapitre nous 
nous sommes approchés de l’étude des phénomènes d'’électrodynami- 
que. Nous avons écrit les équations générales de l’électrodynamique 
(n° 20.1) et effectué le passage aux équations sous forme complexe 
(n° 20.2). Ces dernières ne sont applicables que pour l'étude des 
champs variant harmoniquement en fonction du temps, mais la per- 
mittivité et la perméabilité qu'elles font intervenir ont un sens 
physique plus profond. On peut dire que dans le cas de tels champs 
on arrive à énoncer des équations de mécanique qui traduisent d'’u- 
ne manière plus adéquate les phénomènes se déroulant dans les 
milieux. 

Au cours des $$ 20 à 22 nous n'avons pas encore considéré de 
phénomènes électrodynamiques concrets mais tous les préparatifs 
nécessaires pour une telle étude ont été faits. La suite de ce livre est 
consacrée aux champs électrodynamiques. Ces champs ont un carac- 
tère ondulatoire manifeste, nous allons donc étudier les ondes électro- 
magnétiques dans l’espace libre, dans des systèmes spéciaux et lors- 
qu'elles portent des signaux radio-électriques et s'appellent de ce 
fait ondes radio-électriques ou ondes radio tout court. 


0 
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CHAPITRE 3 


ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


I. ONDES PLANES HOMOGÈNES 


$S 24. Généralités sur les ondes 


24.1. Phénomène ondulatoire. — Les mots « onde » et « phéno- 
mène ondulatoire » sont d’application courante en physique et en 
technique. Ils le doivent peut-être à la clarté de leur prototype, c'est-à- 
dire des ondes observables sur un plan d'eau. Par propagation 
d'une onde on entend l'entraînement progressif du milieu dans un 
certain phénomène physique conduisant au transport d'énergie dans 
l'espace. Le concept de phénomène ondulatoire est étranger au 


u(r,t) = p(t) u(r,t)=@(t) 
a) b) 


0 ty 


[RS 


C) 


Fig. 24.1 


principe d'actions à distance (v. Introduction) qui admet des inte- 
ractions physiques instantanées à distance sans intermédiaire de 
milieu. 

Supposons que dans une certaine région de l’espace il se produise 
un phénomène physique qui peut être caractérisé à un certain instant, 
en un point P (r’) par une fonction u (r”, £) — œ (t) (fig. 24.1, a). 
Les mesures de la grandeur u effectuées au même instant en un autre 
point M (r) pourront accuser l’absence de phénomène (uw — 0). Mais, 
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au bout d’un certain temps, il sera transmis par le milieu et on cons- 
tatera que ur, t) — "pp (t) (fig. 24.1, b). 

Dans le cas le plus simple on ne constatera qu'un certain retard 
du phénomène dans le temps, c’est-à-dire 4 (£) — œ ({ — t), où 7 
est le temps mis par le phénomène pour parcourir le trajet |r — 
— r'| = L à une vitesse v. Supposons que ce phénomène ne dépende 
dans l’espace que de la seule coordonnée z. La fonction caractéristi- 
que du phénomène 


u (z, t) = u (t — z/v) (24.1) 


est construite pour z — O0 (fig. 24.1, c) et pour z — 1 (fig. 24.1, 
d). Il est évident que u (1, t) — u (0, t — lv). 

On dit que la fonction (24.1) décrit une onde. Parfois, les ondes 
de ce type sont dites « indéformables »: la loi de leur variation en 
fonction du temps est, à un décalage temporel + près, la même en 
tous les points de l’espace. L’onde est alors dite plane et homogène. 
En posant z — constante, nous définissons un plan sur lequel la va- 
leur instantanée de la fonction x est constante en vertu de (24.1). 
Chacun de ces plans est appelé front d'onde. En prenant à un certain 
instant { un front pour lequel u = a (fig. 24.1, cet d), on comprend 
sans peine qu'avec le temps il se déplace le long de l’axe des z à la 
vitesse v (fig. 24.1, e), v > 0. L’onde plane homogène se propageant 
dans le sens opposé doit se décrire à l'aide de l’expression (24.1) 
avec renversement de signe 


u (z,t) = u(t + z/v). (24.1a) 
Reportons-nous maintenant à l'équation d'onde homogène 
gui 0 (24.2) 


(elle est obtenue en posant f (r, t) — 0 dans la formule (A.5.11)). 
Si on utilise un système de coordonnées cartésiennes zx, y et z et 
si on considère seulement les phénomènes qui ne dépendent pas de 
x et y, l'équation d'onde prend la forme 


D = 0. (24.3) 


On vérifie directement que les fonctions exprimées par les formules 
(24.1) et (24.1a) sont e solutions de l'équation d'onde unidimension- 
nelle (24.3). | 

La solution cénérale de l'équation (24.3) est exprimée par ja 
formule | 
US u (2, t) = wat — z/v) + u,(t + zlv), (24.4) 


où u, et u, sont des fonctions arbitraires deux fois dérivables. C'est 
la superposition de deux ondes planes homogènes indéformables 
qui se propagent dans des sens opposés. 
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24.2. Ondes harmoniques. — Si on prend dans (24.1) une fonction 
u (z, t) telle que u (0, t) = u, cos (wt + æ), alors le phénomène 
considéré aura en tout point de l’espace le caractère d'’oscillations 
harmoniques 
u (z,t) = u,, cos [Lo (t — z/v) + œl, 
ou 
u (z, t) = u,, cos (ot — kz + p), k — w/v. (24.5) 


Une telle onde plane homogène s'appelle onde harmonique et le para- 
mètre introduit À — w/v porte le nom de nombre d'onde. 

Comme on le voit, la phase totale des oscillations harmoniques 
dans l’espace wt — kz + @ décroît, pour un { donné, proportion- 
nellement à z; les valeurs prises par la fonction u(z,t) se répetent 
alors périodiquement. La période spatiale s'appelle longueur d'onde À. 
Il est évident que pour un z arbitraire on doit avoir u (z + À, t). 
Il résulte donc de (24.5) que kÀ — 2x, c’est-à-dire que 


k — w/v — 2n/À, (24.6) 
ainsi que 


v = Àf, (24.7) 


où f — w/2x est la fréquence du phénomène. Remarquons que dans 
ce cas v s'appelle vitesse de phase. 

Pour se faire une idée plus claire de l'onde harmonique, posons 
d’abord ? — O0 et obtenons u (:, 0) — u,, cos (— kz + œ) — 
UmCOS (kz — p), c'est-à-direune fonction qui caractérise la distribution 
de la grandeur uw le long de l’axe des z à l'instant initial £ — 0. 
Cette cosinusoïde (courbe 7 sur la fig. 24.2, a) représente le phéno- 
mène comme si elle donnait sa « photographie instantanée ». Choi- 
sissons un instant fixe suivant t >> 0 et écrivons 


u (2, T) = un cos (ot — kz + p) — u,, cos [k (2 — 1) — ol, 


où L = wt/k = Tv n'est rien d'autre que la distance parcourue par 
l'onde pendant le temps écoulé t. La « photographie instantanée » 
correspondant à l'instant t donne ainsi une cosinusoïde déplacée 
le long de l’axe des z d’une distance Z (courbe 2 sur la fig. 24.2, a). 
Ainsi, la propagation d'une onde harmonique est le mouvement d’u- 
ne distribution cosinusoïdale de w le long d’une droite avec une 
vitesse constante. | | 

L'onde plane homogène harmonique s'exprime par une des 
solutions particulières de l'équation d'onde unidimensionnelle 
(24.3). La méthode des amplitudes complexes permet de ramener 
(24.3) à la forme suivante 


Le + kum — 0. (24.8) 


138 ONDES £LECTROMAGNÉTIQUES (CH. Il 


La relation obtenue n'est autre que la forme unidimensionnelle de 
l'équation de Helmholtz (A.5.26). Sa solution générale peut être 
exprimée par la somme 


u, = Pe-ih:  Qeik: (24.9) 
(soulignons que P et Q sont des constantes complexes : P — Peiv 


et Q — QeïŸ). En multipliant l'amplitude complexe uw, par eivt 
et en séparant la partie réelle, on trouve 


u (z, t) — P cos (ot — kz + @) + Q cos (wt + kz + 1). (24.10) 


C'est la superposition de deux ondes harmoniques se propageant dans 


t,<t,<1,< … <t, 


Fig. 24.2 


des sens opposés. L'onde harmonique voyageant le long de l'axe des z 
apparaît comme une solution particulière pour Q = 0. 

Considérons comme une autre solution particulière la superpo- 
sition de deux ondes d’amplitudes et de phases initiales égales (Q — 
= P, @ = +) et se propageant l’une vers l’autre. Dans ces condi- 
tions on déduit de (24.10) 


u (2, t) = 2P cos kz cos (wt + op). (24.11) 


Un tel phénomène est connu sous le nom d'onde stationnaire. Son 
trait caractéristique est que les oscillations sont en phases. En effet, 
dans toute région où le facteur cos kz est de signe constant, la phase 
ne dépend que du temps (elle est égale à wf + q ou wt + q@ + x). 
Quant à l’amplitude des oscillations harmoniques, elle varie cosi- 
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ausoidalement en fonction de z: un — 2P | cos kz |. Une série 
de « photographies instantanées » du phénomène prises à divers 
instants de temps donne l’aspect représenté sur la fig. 24.2, b: la 
distribution cosinusoïdale de w le long de l’axe des z ne se déplace 
pas (à la différence d’une onde progressive) mais subit des « pulsa- 
tions ». Les distances entre deux zéros fixes consécutifs (appelés 
nœuds) sont égales à À/2 ; telles sont aussi les distances entre deux 
maximums consécutifs (appelés ventres). 

24.3. Types d'ondes. — Passons maintenant à l'étude des phé- 
nomènes ondulatoires un peu plus compliqués. Supposons par exem- 
ple que le paramètre k figurant dans l’équation unidimensionnelle 
de Helmholtz (24.8) soit une quantité complexe: 


k=k" — ik. (24.12) 


Nous l’'appellerons nombre d'onde complexe. Il s'ensuit de (24.9) 
une solution u (z, t) qui diffère de (24.10) : elle comporte des facteurs 
exponentiels : 


u (z, t) = Pe-"": cos (ot — k’z + p) + Qeï: cos (ot + 
+ k'z + 1).(24.13) 


Si 4’ > 0, 4” >> 0, alors le premier terme exprime une onde amortie: 
son amplitude décroît suivant une loi exponentielle le long de l’axe 
des z et la distribution oscillante à « l’intérieur » de l’enveloppe 
exponentielle (fig. 24.2, c) se déplace dans le même sens; le second 
terme a un sens analogue mais l’onde qu'il traduit se propage en 
sens inverse. 

Dans le cas d’une onde amortie la quantité 4’ — Re X joue, en 
fait, le même rôle que celui qui revenait auparavant (au n° 24.2) 
au nombre d’onde réel k: 


k' = w/v — 2x/A. (24.14) 


La quantité k” — —Im k est le coefficient d'affaiblissement ou d'at- 
ténuation. Le rapport u (z}/u (z + !) — e“! indique combien de 
fois l’amplitude d’une onde amortie se propageant le long de l’axe 
des z devient plus faible sur la distance /. Par affaiblissement L 
on entend une quantité définie comme le logarithme naturel ou 
vingt logarithmes décimaux de ce rapport; dans le premier cas 
L se mesure en nepers {Np] et dans le second en décibels [dB]: 


L=k"INp, L = 20 I1g e*! & 8,69 k”ldB. (24.15) 


On peut, en principe, imaginer des ondes dont les vitesses de 
phase sont dirigées dans le sens de croissance de l’amplitude d’onde 
(fig. 24.2, d); c'est le cas où 4” >> 0, X” <<0 dans (24.13). 

En revenant à l'expression (24.5), remarquons que l’onde harmo- 
nique de ce type est dite plane parce que dans chaque plan z — 
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— const la phase du phénomène est constante, elle est dite homogène 
parce que son amplitude est constante dans ce plan. Elle restera 
également homogène quand l’amplitude u,, dépendra de z: um — 
= um(z) (telle est, par exemple, l'onde amortie). Mais tout en res- 
tant plane, l’onde ayant pour expression 


u(z, y, z, t)—um(x, y) cos (ot — kz) (24.16) 


est déjà inhomogène: son amplitude ne reste pas constante 
dans le plan du front z — constante. 
Dans un sens plus large, l’onde 


U (x, Y, 2; t) = Um(T; y) cos [wot — kz + P (x, y)| (24.17) 


est aussi considérée comme une onde plane inhomogène (l'amplitude 


El 


Fig. 24.3 


complexe u (x, y) = une reste la même dans chaque plan z — 
— constante). 
Enfin, une onde harmonique décrite par l'expression 


u (2 y, 2, 9 = umfz, y, 2) cos lat — px, y, 2], (24.18) 


n'est en général ni plane, ni homogène. Son front, c'est-à-dire 1 
surface d’égale phase pour { — constant, est défini par l’équation 


@ (x, y, z) = constante. | (24.19) 


Dans le cas, par exemple, où (x, y, z) — kr + p,, r étant une 
coordonnée sphérique radiale et p, une constante, on obtient l’équa- 
tion d'une surface sphérique. L'onde de ce type est dite sphérique. 
Si rest une coordonnée cylindrique radiale,*le front d'onde est une 
surface cylindrique et l'onde correspondante s'appelle onde cylin- 
drique. 

Une onde sphérique due à l’action d'une source « ponctuelle » P 
(fig. 24.3) est dite divergente: le front d’une telle onde s'élargit 
au cours de sa propagation. On considère aussi des ondes sphériques 
convergentes dont le front se rétrécit et dégénère en un point ; toute- 
fois, dans la plupart des cas, ces ondes n’ont aucun sens physique. 
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Une onde non plane (sphérique, par exemple) peut être locale- 
ment plane, c'est-à-dire que dans une certaine région donnée elle est 
pratiquement indiscernable d'une onde plane. 

Nous sommes loin d’avoir épuisé toutes les variétés de phénomè- 
nes ondulatoires. D'autant plus que nous avons étudié seulement 
les ondes scalaires, lorsque le phénomène physique peut être caracté- 
risé au moyen d'une fonction scalaire. Bien qu'elles soient assez 
élémentaires, les connaissances acquises nous serviront de base pour 
l'étude des ondes électromagnétiques. 


Exemples et exercices 


1. L'interprétation du paramètre À (longueur d’onde) en quoi diffère-t-elle 
dans les cas d’une onde harmonique ordinaire et d’une onde amortie ? 

2. La période des oscillations harmoniques est désignée par une lettre T'; 
la longueur d'onde À est la période spatiale d’une onde harmonique (n° 24.2). 
Quelle est la signification physique du rapport de ces deux périodes À/7T? 

3. Un phénomène décrit pour z= 0 par la fonction 4e"? ! se propage le 
long de l’axe des z à une vitesse v. Quelle sera la dépendance temporelle à une 
distance L? 

4. Considérer la superposition des ondes harmoniques (24.10) pour P = 
= —Q,p=b;P=2%.p=V=0;P—=0Qv= 0. | 

5. Comment se serait modifiée l'interprétation de la formule (24.13), si 
au lieu des cas traités 4” > 0, 4° > 0 et k’ > 0, k° < 0 on prenait &’ < O0, 
k" <Oet k < 0, k” > 0? 

6. En coordonnées sphériques, lorsque le phénomène est indépendant des 
coordonnées angulaires Ÿ et &, l'équation d'onde (24.2) prend la forme 

141 9 , du 4 du . 
r* Or (r ôr ] GR (24.20) 
vérifier!). 

Montrer que pour des oscillations harmoniques de pulsation w la solution 
générale de cette équation est 


u (rt)}=P À cos (ut — kr + g) + Q L cos (ut + kr +). (24.21) 


Considérer des ondes dati divergente, convergente et stationnaire. 

S'assurer que le front d’onde sphérique se rapproche progressivement du 
no d'onde plane au fur et à mesure qu'on s'éloigne de l’origine des coordon- 
nées. 


$ 25. Ondes électromagnétiques planes homogènes 


25.1. Caractère ondulatoire du champ électromagnétique. — 
Comme première approche des phénomènes électromagnétiques ondu- 
latoires, comparons les résultats du paragraphe précédent et certai- 
nes relations obtenues au n° 20.1. Nous avons en vue les équations 
de d'Alembert (20.5), (20.6), (20.11) et (20.12) qui se réduisent, lors- 
que leurs seconds membres deviennent nuls, aux équations d'ondes 
vectorielles homogènes. En utilisant les coordonnées cartésiennes 
z, y, z et en considérant des phénomènes indépendants de zx et y, 
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remarquons que chacune des composantes des vecteurs E et H du 
champ (c'est-à-dire Æ,, E,, E,, H,, .…) obéit dans ce cas à une 
équation d'onde scalaire de la forme (24.3) dans laquelle v — clV eu. 
Ainsi, les expressions générales des composantes du champ sont de 
même forme que (24.4) où 


v = c/V ep. (25.1) 


Nous avons trouvé la vitesse de propagation des ondes électro- 
magnétiques planes homogènes dans un diélectrique parfait. En 
particulier, dans le vide (e — 1, u — 1), cette grandeur a pour 
valeur 


v—c= 1/V eus = 2,998 +105 m/s. (25.2) 


Rappelons qu'historiquement la grandeur c était d’abord connue 
comme la vitesse de la lumière (dans l’air ou dans l’espace cosmique). 
Le fait d’avoir obtenu à partir de la théorie de Maxwell une valeur 
numérique de c voisine de la vitesse de la lumière connue expéri- 
mentalement, a renforcé l'hypothèse de Maxwell sur la nature élec- 
tromagnétique de la lumière. 

25.2. Phénomène électromagnétique harmonique unidimension- 
nel. — Nous allons examiner un champ électromagnétique libre 
(existant en l'absence de sources), oscillant harmoniquement et ne 
variant dans l’espace que le long de la direction de l’axe des z d’un 
système choisi de coordonnées cartésiennes. 

En prenant par exemple l'équation vectorielle de Helmholtz 


par rapport à l'amplitude complexe Em, obtenue à partir de (20.23) 
pour jtxt — 0 on a 


EE + K2EËm =0, (25.3) 
où on a noté 


= Ve. (25.4) 


Chacune des projections sur les axes du système cartésien a pour 
l'équation (25.3) la forme de l'équation scalaire unidimensionnelle 
de Helmholtz (24.8) et, de ce fait, les composantes spatiales de l’am- 


plitude complexe E,, s'expriment par la formule (24.9). 

Quel est donc le caractère du champ électromagnétique considéré 
comme un tout? Pour pouvoir répondre à cette question il faut 
avoir recours au système d'équations de Maxwell (20.19) en posant 


jt — 0. Ecrivons ces équations en projections sur les axes de 
coordonnées en tenant compte du fait que les dérivées des compo- 
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santes du champ par rapport à x et y deviennent nulles: 


CUS cu IDE € Émx, ou = OU xs 
NN? 
LN 
dHm= . , dËm , ; 
QE iWE 0€ my dz == —iohot my: (25.5) 
H,- Lu 0, E; —_ 0. 


De (25.5) il ressort que le champ électromagnétique ne comporte 
pas de composantes longitudinales £. et H. (leurs amplitudes com- 
plexes sont nulles). Quant aux composantes transversales, elles for- 
ment deux couples indépendants E,, H, et E,, H.. En effet, les 
amplitudes complexes correspondantes satisfont à des équations 
différentes; dans le système (25.5) les équations interdépendantes 
sont marquées par des flèches à double sens. Si on a obtenu une 
certaine solution du système d'équations (25.5), par exemple sous 
la forme d’une collection d'amplitudes complexes Em, Hmy: Emys 


Hs alors la collection suivante: c,£», Cm is CE ni: CoHmx 
où c, et c, sont des nombres complexes arbitraires, sera aussi une 
solution de ce système. En prenant d’abord c;, = 0 et ensuite c, = 
— 0, on obtient deux solutions indépendantes. 
Ecrivons la première solution. Ce faisant, exprimons la compo- 
sante £,, à l’aide de la formule (24.9) et trouvons pour #,, en 
L dEmx 
Hu dz 


En: ST (Ae-ikz _ Beïh:), 


Hi = Yo + (Ae- ir: — Beik:). 


vertu de (25.5) la valeur . En définitive, on obtient 


(25.6) 


Ici À et B sont des constantes complexes arbitraires (désignées dans 


(24.9) par P et Q), alors que le nouveau paramètre W est défini 
par la formule 


W = V lou/e0e — WV u/e. (25.7) 

Cette grandeur s'appelle impédance d'onde; pour le vide (e = 1, 
u — 1) on a 

W = W, = V uo/es = 1207 [QI. (25.8) 

D'une manière analogue, on obtient la deuxième solution du 

système (25.5): on écrit £», en vertu de (24.9) et on trouve ensuite 
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He à partir de (25.5) one dEmy 


TT Cette solution est de la 


forme 
Ene —= Yo (Ce-ixs 5 Deik:), 


; 4: —. (25.9) 
Hz = — %o y (Ce is — Dei), 

25.3. Ondes électromagnétiques dans un diélectrique parfait. — 
Discutons plus à fond les résultats obtenus lorsque le phénomène 
se produit dans un diélectrique parfait (e et u sont réelles). Prenons 
les premiers termes de la solution (25.6) qui représentent sa forme 


particulière (l’une des constantes complexes arbitraires A et B 
peut être nulle). Puis, en passant des amplitudes complexes aux 


vecteurs E et H du champ on trouve 
E =x,Acos(ot—kz+1), H=%Y _ cos (ot—kz+œp) (25.10) 


(après la multiplication des amplitudes complexes par eï”t on a 
séparé les parties réelles). 

C'est une onde plane homogène harmonique se propageant le 
long de l’axe des z. Les intensités E et H sont perpendiculaires entre 
elles et se situent dans le plan du front z — const, alors que le vec- 
teur de Poynting II = [E, H] est dirigé dans le sens de la propagation 
de l’onde (fig. 25.1, a). Les vecteurs E, H et II forment un trièdre 
direct et on a 


E-=W{(H,zletH—W-112,, El. (25.11) 


La figure 25.1, b représente une « photographie instantanée » de la 
distribution du champ de l'onde progressive (cf. fig. 24.2, a). 

Calculons les caractéristiques énergétiques de l'onde. Les densi- 
tés d'énergie électrique w° et d'énergie magnétique w" (n° 9.1) se 
révèlent identiques : 

Le = LM = = EE COS? (wo — Éz + p) (25.12) 

(les valeurs moyennes w et w® sont égales à ee,4?/4). Ecrivons 
l'expression du vecteur de Poynting: 


LE, H]= 20-47 c08? (wt — kz + 4). (25.13) 


Le vecteur complexe de Poynting ll (n° 21.1) est une grandeur pu- 
rement réelle car les vecteurs E et H sont en phase. Par suite, la 


valeur moyenne II a pour expression 


nn . e A? ; 
D ©Re(Ën. H%] =2 y = + 20lmaxe (25.14) 
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En partant des résultats (25.12) on peut calculer à l’aide de la 
formule (9.7) la vitesse de mouvement de l'énergie transportée par 
l'onde : 


. 
Nous voyons que cette vitesse est constante et coïncide avec la 


vitesse de phase v (25.1) déjà connue, à cette différence formelle 
près que l'écriture (25.15) est vectorielle. 


Fige 2901 


Toutes les quatre ondes qu on peut obtenir en considérant la 
solution (25. 6) pour B=0 (A # 0) et A =0 (B =£ 0) et (25.9) 


pour D =0 (C -£ 0) et C=0 (D —£ 0) décrivent en fait un seul et 
même champ électromagnétique pour les différentes orientations (voir 
sa représentation schématique sur les figures 25.1, c et d). Les pre- 
mière et deuxième solutions se transforment l’une en l’autre lorsque 
le champ est tourné de 90° par rapport à l'axe des z. 
25.4. Ondes dans des milieux absorbants. — Supposons mainte- 
nant que le nombre d’onde (25.4) soit une quantité complexe du 
fait que la permittivité e et la perméabilité 1 sont complexes. En 


10—0 1469 
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tenant compte de (20.15) et (20.16), écrivons 
k=k" — ik" = +]|k]|e-ita+any2 (25.16) 


où |k| — (w/c) VŸ |e||um| (comme le renversement simultané 
des signes de k” et £” ne fait que permuter les rôles des premier et 
deuxième termes dans (25.6) et (25.9), choisissons dans (25.16) le 
signe plus). 

Pour des milieux absorbants &” et u” sont non négatives (e&”> 
> 0, u” > 0) et l’une au moins de ces grandeurs est différente de 
zéro. Les parties réelles £&” et u” seront considérées comme positives 
(cette condition n'est pas satisfaite dans certains cas particuliers, 
v. par exemple $ 75). Dans ces conditions, les angles À et AM ont 
leurs valeurs comprises entre 0 et 90°, ce qui est aussi valable pour 
leur demi-somme qui figure dans (25.16). Il est aisé de s’assurer que 
de ce fait X’ et k” sont de même signe ; nous les supposerons positifs : 
k >0, k”"> 0. 

Discutons, comme nous l’avons fait plus haut (au n° 25.3), la 


solution particulière obtenue pour B = 0 dans (25.6) : 


E» — zAe-ik, A, = Vo ete, (25.17) 


Signalons que l’impédance d’onde W est ici une grandeur complexe : 
W=]|W | ei9W. Il est évident que 


En=WlHm 2 et Hm=W-1[z, Enl. (25.18) 


En passant dans (25.17) des amplitudes complexes aux vecteurs du 
champ, on trouve 

E — x,Ae-2cos (ot—k"z +), 
(25.19) 


H =y e-Àk"z cos (ot — k"z + p— Pr). 


A 
IW 
C'est une onde amortie (v. n° 24.3). A la différence de l’onde se pro- 
pageant dans un milieu non absorbant (25.10), dans le cas considéré, 
les intensités E et H ne sont plus en phase (la figure 25.2 représente 
une « photographie instantanée » de la distribution du champ, cf. 
fig. 24.2, c). 

Le vecteur moyen de Poynting pour l’onde considérée est de la 
forme : 
A° 


-2kh° 3 25.9 
2IW] e Z2CoS Fu. (25. 0} 


= {Re LE... H,.] — Z9 


En l'absence de pertes magnétiques (u” — 0), on obtient en 
élevant au carré le nombre d’onde complexe (25.4) et en séparant 
les parties réelle et imaginaire: 


(k°)? — (47)? = (oc)? eu’; 2k'k° = (w/c)e'u'’tg A. 
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D'où 
p=2 Ven y L(+V1+wa), 
p=2 Ven +(—-1+VTF0). 


Nous allons considérer des milieux pour lesquels l'inertie des 
phénomènes de polarisation peut être négligée, la permittivité 


(25.21) 


Fig. 25.2 


électrique complexe s'exprime par la formule (20.13) et tg A par 
la formule (20.17). 
Dans le cas où l’onde se propage dans un diélectrique (tg A € 


< 1), il est commode de développer le nombre d’onde complexe en 
une série: 


k== Ven (l— itgA)=— 


@ TT . tgA tg° À . te A 
= Ve’ (1—i + . + i _e ds) (25.22) 
Dans la plupart des cas les puissances supérieures de la tangente 
d'angle de pertes peuvent être négligées si bien que 


k'= =Ve'u et kaki 9 W, LL, (25.23) 
c 2 2 £ 
Ainsi, la vitesse de phase v et la longueur d’onde À qui ne dépen- 
dent en vertu de (24.14) que de k’ ne subissent pas de modifications 
notables lorsqu'on passe d’un diélectrique parfait à un diélectrique 
imparfait, alors que le coefficient d'’affaiblissement X” peut être 
10% 
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considéré comme étant proportionnel à la tangente d'angle de pertes 
dont la valeur est faible. 

Pour un diélectrique, l’impédance d'onde W (25.7) a sa partie 
imaginaire bien faible: 


W=W, Ven Wo PA (1 Li —=— E° l: (25.24) 


Passons à l'examen de la propagation des ondes dans un conduc- 
teur (tg À > 1). On aura 


= Ven (—itgA)e Ve (—itgA)"?=— 


| ee f tgA 
=({—i) Ven V <=, (25.25) 
c'est-à-dire 


LV. MA CT 
le Ve l Ha _7/ che, (25.26) 


et plus loin 


. (Us + : OHoh 
WMV res Mo Vi =(1+0 y SE. 
(25.27) 


Puisque dans un conducteur la valeur de k’ varie en fonction de 
la fréquence suivant une loi non linéaire, la vitesse de phase de 
l'onde sera elle aussi, en vertu de (24.14), fonction de la fréquence. 
Quand © augmente, la vitesse de phase et la longueur d’onde dans 
un conducteur diminuent alors que l’affaiblissement augmente. Dans 
les métaux (v. tableau 5.1), l'affaiblissement est de plusieurs ordres 
de grandeurs supérieur à celui dans les diélectriques. Lorsqu'on 
passe à un conducteur parfait (0 —> œ), le coefficient d’affaiblisse- 
ment croît indéfiniment, ce qui signifie que « l'évanouissement com- 
plet » du phénomène doit se produire à n'importe quelle distance 
finie (c’est-à-dire aussi petite que l’on veut). 

Le champ électromagnétique ne peut donc exister dans un con- 
ducteur parfait. 

‘ 25.5. Polarisation et superposition des ondes. — Pour décrire 
l'orientation d'une onde se propageant dans un sens donné on utilise 
la notion de polarisation. On nomme plan de polarisation de l’onde 
celui qui passe par la direction de propagation et est parallèle au 
vecteur E. Ainsi les ondes correspondant aux solutions (25.6) et 
(25.9) diffèrent l’une de l’autre par leurs plans de polarisation per- 
pendiculaires. Puisque toute superposition de deux ondes de ce type 
ayant des amplitudes et des phases quelconques est aussi une cer- 
taine onde électromagnétique, tout plan passant par l’axe des z 
peut être considéré, au même titre, comme plan de polarisation. 
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Notons qu’au cours de la propagation de l’onde son plan de 
polarisation peut ne pas conserver une direction fixe, c’est-à-dire 
que l'onde peut modifier son orientation par rapport à la direction 
de propagation. En effet, envisageons les champs électriques de deux 
ondes de même direction, polarisées orthogonalement, et composons 
leur superposition 


En= En + 20 7 (À mi yoC) Ana (25.28) 


(on a pris la somme des amplitudes complexes En: et Emo de (25.6) 
et (25.9) pour B = 0 et D — 0). Si les ondes sont en phase (4 — 
— Aeïiv et C — Ce‘), on s'aperçoit que la superposition des ondes 


Fig. 25.3 


est une cu polarisée dans un plan fixe qui fait un angle Ÿ — 
= arctg — avec le plan de polarisation de la première onde fie.” 


25.3, a). Cette polarisation est dite linéaire ou rectiligne. 

11 n'en est plus de même lorsque les ondes qui se superposent ne 
sont pas en phase. Soient, par exemple, deux ondes de même ampli- 
tude (4 = C), mais déphasées de 90 ° (en quadrature). En posant 


dans (25.28) À = Aeïv et C — Aell®-°0°), déterminons le vecteur 
E comme Re Emei! : s 
E = Ae*':{x, cos (ot — k’z + @) + y, sin (ot — 

— k'z + p)l. (25.29) 
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En recherchant l'angle 8 qui indique la position du plan de polari- 
sation de l'onde (fig. 25.3, a), on a 


te 0 = EVE, = te (ot — k'z + y), (25.30) 


ce qui signifie que l'angle d'’inclinaison du vecteur E sur l’axe des 
x ne reste constant ni dans l’espace, ni dans le temps, il est égal 
à Ô = ot — k’z + op. On voit que dans chaque plan fixe z — cons- 
tante, le vecteur E tourne avec une vitesse angulaire « (fig. 25.3, b) 
et qu'à un instant fixe t la distribution du champ le long de l’axe 
est telle que l'extrémité du vecteur E « glisse sur une ligne hélicoïda- 
le » (fig. 25.3, c). C’est une onde à polarisation circulaire ou, plus 
exactement, à polarisation circulaire gauche. Une polarisation cir- 


culaire droite correspond à À — Aef9 et C — Aeïv+9%0°) (rotation en 
sens opposé). 

Si les amplitudes et les phases des ondes qui se superposent sont 
quelconques, le phénomène ondulatoire en résultant est une onde à 
polarisation elliptique. En tournant le vecteur E varie dans ce cas 
en grandeur et décrit une ellipse comme il est montré sur la figure 
25.3, d. L'orientation et l'excentricité de l’ellipse sont déterminées 


par le rapport des nombres complexes À et C. 

Rappelons pour conclure (v. n° 24.2) que la superposition de deux 
ondes de même amplitude se propageant dans des sens opposés don- 
ne lieu à un phénomène appelé onde stationnaire (fig. 24.2, b). L'on- 
de électromagnétique stationnaire se caractérise par un déphasage et 
un décalage particulier dans l’espace des distributions de E et H. 

Envisageons par exemple une onde stationnaire polarisée dans 


le plan xOz (25.6). En posant A = Aeiv et B — AetŸ, on trouve 


o+e … 
Eh =z024e ? cos [kz —T } 


(25.31) 


. — PA LA RS _ 
Hn = Yo LE € : sin (kz —®Ÿ) 


ou encore, en passant des amplitudes complexes aux vecteurs 
champs, on a si le diélectrique est parfait (e” = 0, u” = 0): 


E = x,2A cos (#z — +) cos (ot+#4%) U 


(25.32) 


2 
= ÆA P—Ÿ \ p+ 
H=Yy y Sin (4: — 5 } sin (ot+ ©). 
La distribution de champs est représentée sur la figure 25.4. Les 
nœuds (ou les ventres) des ondes stationnaires des vecteurs E et H 
sont décalés d'un quart d'onde. Dans le temps, ces champs sont dé- 
phasés de 90 °*. Une telle onde ne transporte en moyenne aucune 
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énergie, comme on peut s’en assurrer facilement en calculant la 
valeur moyenne du vecteur de Poynting. 

25.6. Ondes planes orientées de façon quelconque. — Jusqu'à 
maintenant nous avons considéré les ondes dans un système de 
coordonnées dont l’un des axes (à savoir l’axe des 2) et la direction 


Fig. 25.4 


de propagation de l’onde étaient colinéaires. Par la suite nous 
aurons à traiter des ondes se propageant dans des directions qui ne 
coincident avec aucun des axes du système de coordonnées donné 
mais doivent être décrites dans ce système. 

Introduisons au préalable la notion de système de coordonnées 
naturelles (£, n, €) dans lequel les amplitudes complexes de l'onde 
revêtent une forme simple: 


Em = Ég46- 4, Dm = 00 9 € (25.33) 


(cf. (25.17)). Connaissant l'orientation de l'onde dans le système 
principal (x, y, z) et donc l'orientation des coordonnées naturelles 
par rapport aux coordonnées principales, il suffit d'appliquer les 
formules de changement des vecteurs unitaires et des coordonnées 
{Annexe 4). On a 


En = (Lo COS &i + Yo COS à + z, cos &;) Aer i(x COS vi+y cos Ys+zcos V3) 
(25.34) 
Hn = (To cos Bi + Yo COS Pa + Z9 COS B3) + e—iR(xCO3Y1+7C0s Y,+:COS Ys) 
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Ici, &y, @>, Ga et P1, Ba, Bs sont respectivement des angles indi- 
quant l'orientation des vecteurs E et H et y, y:, y, des angles d'o- 
rientation de la direction de propagation de l’onde & (fig. 25.5, a). 


Fig. 25.5 


Remarquons que le facteur commun entrant dans (25.34) s’écrit 
aussi sous la forme 
e—ih(x COS Y1+y COS Ya+2zCOS Vs) — e- ikr, (25.35) 


où on a introduit un wecteur dit d'onde et défini par 
k = bok = k (x,CoS Y1 + Y0C0S Ya + Zo COS V3) (25.36) 


(r = zoz + Yoy + zo2). Il est facile d'établir qu'en égalant, dans 
(25.35), l'exposant à une constante, nous obtenons l’équation du 
plan du front d’onde en coordonnées principales: 


Z COS Y, + y Cos Y, + z cos Vs —= const (25.37) 
(fig. 25.5, b). 


Exemples et exercices 


1. Obtenir l'équation unidimensionnelle de Helmholtz (25.3) et une équa- 


tion analogue par rapport à H,, en partant directement des équations de Max- 
well en projection sur les axes de coordonnées (25.5). 

crire les équations de la forme (25.5) et leurs solutions, de type (25.6), 
(25.9), pour les cas où les variations spatiales du champ ne se produisent que le 
long de l'axe des z ou des y. 

3. Vérifier les valeurs numériques de c (25.2) et de W, (25.8) en partant des 
données du n° 1.2. 

4. Calculer la longueur d’onde, la vitesse de phase, le coefficient d'affai- 
blissement et l’impédance d'onde ous les cas où l'onde se propage dans les mi- 
lieux suivants : le marbre, l’eau distillée, l’eau de mer, le sol, la paraffine. La 
fréquence f est égale à 1, 106 et 101° Hz. Les données numériques sont indiquées 
sur les tableaux des 88 4 et 5. 

5. Les champs électrique et magnétique d’une onde se propageant dans un 
milieu absorbant peuvent-ils être en phase? 

6. Examiner comment se modifie la polarisation d’une onde en fonction 
du Fepport des nombres np A et C figurant dans la formule Ce à 
Considérer le cas des amplitudes égales des composantes orthogonales de l'onde 
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A = C) pour une variation monotone du déphasage et le cas des amplitudes 


différentes. ; | 
7. Montrer que toute onde à polarisation linéaire peut être représentée par 


la superposition de deux ondes de même amplitude dont l’une est à polarisation 
circulaire gauche et l’autre à polarisation circulaire droite. 

8. Montrer que chacune des ere ondes intervenant dans les expressions 
des phénomènes ondulatoires (25.6) et (25.9) peut se décrire à l’aide de la for- 
mule générale (25.34) lorsqu'on se donne les valeurs requises des angles d’orien- 


tation. 
9. Décrire en coordonnées cartésiennes (x, y, z) une onde se propageant le 
long de la bissectrice de l’angle z0y et polarisée dans le plan de cet angle. 

10. En considérant une onde stationnaire dans un milieu absorbant, obte- 
air à partir de la formule (25.31), les expressions pour les vecteurs du champ. 
En quoi une telle onde stationnaire différe-t-elle de l'onde dans un diélectri- 


que parfait décrite par les formules (25.32)? 
11. Ecrire les expressions pour les vecteurs du champ d’une onde station- 


naire à polarisation circulaire. . 
12. Le vecteur d'onde, quelles informations fournit-il sur l’onde? 
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26.1. Dispersion d’un milieu et propagation d’un signal. — Dans 
la théorie des phénomènes ondulatoires le terme dispersion signifie 
la variation de la vitesse de phase de l'onde en fonction de la fré- 
quence. Les milieux dans lesquels se manifeste la dispersion sont dits 
dispersifs. 

A la rigueur, tout milieu réel est dispersif car il possède une 
certaine conductibilité électrique. On peut s’en assurer facilement en 


examinant l'expression de la vitesse de phase v = c/ReV eu qui 
résulte de (24.14) et (25.1); en y portant u = 1 et en représentant 
e à l’aide de la formule (20.13), on voit que v — v(w) pour des 
e’ et © indépendantes de la fréquence. Mais la dispersion peut aussi 
avoir une nature physique tout à fait différente, comme il sera mon- 
tré au chap. ©. 

I1 faut tenir compte de la dispersion lorsqu'on étudie la propa- 
gation des signaux électromagnétiques, c'est-à-dire des phénomènes 
ondulatoires portant une information. 

Commençons par remarquer qu’une onde plane homogène harmo- 
nique (un phénomène dont le caractère ne varie pas dans le temps} 
ne peut être considérée comme un signal. Or, un tel phénomène 
est en fait impossible puisque tout champ en radiotechnique a son 
commencement et sa fin dans le temps; c'est une impulsion dans 
laquelle la composante fréquentielle de la « porteuse », bien qu'elle 
soit prépondérante, ne peut représenter à elle seule toute la compo- 
sition spectrale du champ. 

On comprend aisément comment la dispersion influe sur la trans- 
mission d’un signal. En considérant le signal émis comme une super- 
position de composantes fréquentielles (représentation sous forme 
de série ou d’intégrale de Fourier), on peut conclure que le signal 
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reçu se compose des mêmes composantes qui ont subi des déphasages 
différents, car dans la superposition des ondes harmoniques, qui 
ont transmis le signal, chacune d'elles se propageaïit avec une vitesse 
de phase déterminée par la fréquence. 

Cette variation des relations de phase entre les composantes fré- 
quentielles provoque une déformation plus ou moins grande du 
signal transmis. 

26.2. Vitesse de groupe d’un phénomène ondulatoire. — Considé- 
rons la superposition d'ondes harmoniques sous forme d'’intégrale 
de Fourier. L’intensité de champ électrique est dans ce cas de la 
forme ?) 


E=Re | Ë (w) eil”t-h():1 go. (26.1) 
0 


En admettant que le spectre est compris dans la bande de fréquences 
de op — Aw à oo + A w, écrivons 


&,+40 ; Re+AR k 
E=Re | ÆE(w)eilst-Au) go = Re | E (k) eilutht-R:1 gx (26.9) 


Wo A0 Ro—Ak 


(on a effectué un changement de variable © — k, k, désignant k (w.)). 
Si la bande de fréquences (et de nombres d'onde) est étroite, 
c'est-à-dire si Aw << w, et Ak € k,, on dit que le phénomène ondu- 
latoire considéré constitue un groupe d'ondes. On peut alors déve- 
lopper la fréquence, en tant que fonction du nombre d’onde, au point 
— k, en série de Taylor 


. do 
D GT 


(4 — ko) “e 


ee. 


et conserver seulement la partie linéaire du développement. L'’in- 
tégrale (26.2) prend alors la forme suivante 


hotAkR : il du 
E = Re el(wot—hRoz) \ E (4) e dk Fe 
ko—AR 


i-2](A-ho) 


dk. (26.3) 


Dans le cas le plus simple, la grandeur E (x) — E (w) peut être 
considérée comme constante (ce qui correspond au spectre représenté 
sur la figure 26.1, a) et donc sortir du signe somme. L'intégration 


1) Cette formule est obtenue à partir de (A.8.3) si l’on prend la densité 
spectrale w(æ) sous forme de l’amplitude complexe de l'onde 5 E (&) e-ikz et 


si l'on tient compte du fait que w (—&) = u*( w) 
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E, (©) 240) 
mate 
0 Wp @ 
a) 


donnera 


, d 
E=2kRe £ (ko) eltwet—hoz) sat) ax) (26.4) 


| _ 
dk |kæko 
ou encore 
d 
sin||——1—2]4k 
EE» L _ Le cos(wt—#kz) (w—a). (26.5) 
1—2 
dk 


L'expression obtenue montre que le champ d’un groupe d'ondes 
a le caractère d’une onde modulée dont l'enveloppe est de la forme 


SC? - m(e)a] (26.6) 
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La figure 26.1,b représente une « photographie instantanée » 
de la distribution de champ. 


La vitesse de phase v — w/k déterminée par le nombre d'onde 
k qui figure dans l'argument du cosinus de la formule (26.5) est la 
vitesse de déplacement de la « cosinusoïde porteuse » le long de 


l'axe des z à l’intérieur de l'enveloppe. 
Quant à l'enveloppe elle-même, elle passe par son maximum, 


suite à (26.6), pour + — z — 0. Puisque cette condition est 


réalisée pour les différentes coordonnées z à des instants différents, 
l'enveloppe se déplace et la vitesse de son mouvement a pour ex- 


pression 


Cette grandeur s'appelle la vitesse de groupe. 

C'est en fait la vitesse de groupe qui est la vitesse de propagation 
du signal véhiculé par un phénomène ondulatoire. 

Dans la plupart des cas, la notion de vitesse de groupe s'avère 
utile tant que la dispersion ne provoque pas une déformation notable 
du signal. Généralement, la vitesse de groupe a le sens de la vitesse 
de transport de l'énergie électromagnétique. 

Avant de clore ce paragraphe, écrivons quelques relations qui 
relient la vitesse de phase v = w/ket la vitesse de groupe v,.—duw/dk: 


d dv 
Ugr — TE (vx) = VU + k——, (26.8) 
ou encore " 
do d d 
en a 0 dar Are) 


On voit que suivant le signe de la dérivée du/dk, la vitesse de groupe 
peut être inférieure ou supérieure à la vitesse de phase. 

Dans le chapitre 5, nous utiliserons la notion de vitesse de grou- 
pe pour la description de phénomènes ondulatoires plus compliqués. 


Exemples et exercices 


1. Comparons la vitesse de phase, la vitesse de groupe et la vitesse de trans- 
port de l'énergie lors de la propagation de l’onde dans un diélectrique imparfait. 

En vertu de (24.14) et (25.22), la vitesse de phase v est égale, à un terme 
d'ordre tg‘ A près, à 


== 1 +. ). (26.10) 


En déterminant la vitesse de groupe comme w,, — dw/dk’ = (dk’/dw)"?, on 
trouve 


Der nt ra [a o (tar Pis. } | = 


ES +...). (26.11) 


€ 


== (1+ 
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Enfin, calculons la vitesse de transport de l'énergie à l’aide de la formule (9.7) 
en y portant les valeurs moyennes de IT et w déterminées d’après (21.5) et (21.1) 
our une onde dont les amplitudes complexes sont données par les formu- 
es (25.17): 


: Eu —{kz A ihez 1 
IE 7 Re | so4e WE € | _, 2Re We 
Ta de ae 
w ee o 42, 2R"z 1 !_ Fo a ,—2R"z ’ 0 
Zoe A*e TAIWE 4 RS EE 
En exprimant l’impédance d’onde suivant (25.24), on obtient 
ve = (c/V' ep) (1 — te? A/8 + ...). (26.12) 


Ainsi, la vitesse de pee v de l'onde est plus faible dans un diélectrique 
imparfait que dans un diélectrique parfait (0 = 0); la valeur de v, coïncide 
avec celle de v alors que la vitesse de groupe v,, déterminée par la formule (26.11) 
est supérieure à v. Pour saisir les particularités que présente la propagation des 
TEE des milieux absorbants, il est nécessaire de se livrer à une analyse 
us fine 1). 
; Remarquons que la vitesse de transport de l'énergie ne peut pas dépasser la 
valeur de c. 

2. Examiner comment seront modifiés les résultats obtenus au no 26.2 
si la bande de fréquences du signal est un peu plus large, de sorte que dans le 
développement de la fonction w (k) en série de\Taylor, il faut tenir compte du 
terme suivant proportionnel à (4 — ko)?. 


II. PASSAGE DES ONDES À TRAVERS LA SURFACE PLANE 
DE SÉPARATION ENTRE DEUX MILIEUX 


$ 27. Onde tombant sur une surface de séparation 
des deux milieux 


27.1. Enoncé du problème. — En examinant aux $$ 24 à 26 les 
ondes planes homogènes dans un milieu indéfini, nous avons, en 
fait, étudié un modèle théorique simple maïs important du phéno- 
mène ondulatoire mettant en lumière les traits des phénomènes 
réels. Maintenant nous allons compliquer le modèle afin de le rap- 
procher des conditions réelles telles qu'il devient nécessaire de tenir 
compte de l'influence due aux frontières des corps physiques. 

Le problème que nous nous proposons est, comme précédemment, 
un problème idéalisé. Soit une surface plane de séparation de deux 
milieux dont chacun occupe entièrement un demi-espace et soit une 
onde plane homogène qui se propage (étant «issue de l'infini») 
dans l’un de ces milieux. Cette onde que l’on appelle onde incidente 
sur la surface de séparation fait apparaître dans les deux milieux un 
phénomène ondulatoire qui doit être analysé. 


1) Baünumeün JT. A. Pacupocrpanenne umunynbcos. (Propagation des im- 
pulsions) — YOH, 1976, Tr. 118, 8au. 2, c. 340. 
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Comme nous n'examinons que des champs variant harmonique- 
ment dans le temps, il s'agira d’un phénomène en régime perma- 
nent. En raisonnant d’une façon formelle, nous devons rechercher, 
pour les deux milieux, les solutions des équations de Maxwell telles 
que le champ total, comprenant l'onde incidente et la « réponse » 
de la surface frontière, satisfasse à des conditions qui assurent sa 
détermination physique. Ce sont, premièrement, les conditions aux 
limites et, deuxièmement, la condition de rayonnement qui appelle 
quelques commentaires. 

Rappelons qu’au $ 22 nous avons déjà discuté de la déterminæ 
tion physique des solutions des équations de Maxwell et établi le 


É \ EE OT ÿ 
At. 
Z 
a) b) 


Fig. 27.1 


rôle que les conditions aux limites jouent pour les composantes tan- 
gentielles des intensités de champ. Mais le problème de l’incidence 
d’une onde sur la surface de séparation des milieux ne se range pas 
dans la classe des problèmes extérieurs du n° 22.3 parce que l’objet 
considéré (surface de séparation) est d’étendue infinie; de plus, le 
champ est recherché dans deux domaines, ce qui change le caractère 
des conditions aux limites. 

Pourtant, l'analyse des phénomènes ondulatoires fait intervenir 
encore un critère de ce que les solutions ont un sens physique: c’est 
la prémisse qu’un corps excité ne peut engendrer que d’ondes qui 
s’éloignent de lui et qu’on appelle suivant le type de problème ondes 
divergentes, réfléchies, diffusées, etc. C'est cette proposition qui 
constitue la condition de rayonnement ; elle est liée au principe de 
causalité. 

Le schéma structurel le plus simple du phénomène ondulatoire 
qui satisfasse à la condition de rayonnement est représenté sur la 
figure 27.1, a. Il contient trois ondes planes homogènes dont les sens 
de propagation sont indiqués au moyen du vecteur de Poynting II. 
Ce sont : l'onde incidente (I°), l’onde réfléchie (Ir) qui s'éloigne 
de la surface de séparation dans le même milieu et l'onde transmise 
ou réfractée (II*) qui a pénétré dans l’autre milieu et s'y propage. 
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Ce schéma « à trois ondes » est une représentation exhaustive du 
phénomène. Pour s’en assurer, il faut choisir les amplitudes com- 
plexes (amplitudes et phases) ainsi que les sens de propagation des 
ondes de manière que soient satisfaites les conditions aux limites. 

27.2. Lois de Snellius. — Sur la figure 27.1, b les sens de pro- 
pagation des ondes sont indiqués à l’aide de rayons (normales positi- 
ves au front d’onde). Le rayon d'onde incidente (0) se situe dans le 
plan zOy, que l’on appelle plan d'incidence, et fait avec l’axe des 
z (normale intérieure à la surface de séparation des milieux) un an- 
gle @ dit angle d'incidence. 

Nous sommes placés ici devant la nécessité de décrire des ondes 
qui se propagent sous certains angles par rapport aux axes du systè- 
me de coordonnées cartésiennes et devons donc utiliser le n° 25.6. 


Chacune des composantes des fonctions vectorielles E,, et H,, des 
ondes incidente, réfléchie et réfractée varie en fonction des coordon- 
nées comme 


_ik,(x cos Y®+v cos YQ+: cos y2) % (A) RUE 
f=e D Ÿ, ki Ve, 
f=e ie cos Vr+ycos Yatz cos Vs), (27.1) 


: o ] SR 


respectivement, où les angles y, y: et y? (à — 1, 2, 3) indiquent l'o- 
rientation des rayons (ou, ce qui revient au même, des vecteurs d’on- 
de) comme l’explicite la figure 25.5, a. 

Exigeons, comme prémisse indispensable de la satisfaction des 
conditions aux limites, que pour z — 0 les trois facteurs exponentiels 
de f°, f- et f* coïncident !): 


fx, y, 0) = f(x, y, 0) = f*(x, y, 0), (27.2) 


et remarquons que l'orientation de l’onde incidente (fig. 27.1, b} 
est déterminée par les angles: y° — 90°, y; — 90 ° — æ et 5 = q. 

Une conclusion en découle: les trois rayons se situent dans un 
même plan qui coïncide avec le plan d'incidence. En effet, puisque 
cos y? — cos 90° = 0, de (27.2) et (27.1) il résulte que y, — 90 ° 
et y; — 90°. En d'autres termes, l’onde incidente étant indépendan- 
te de la coordonnée x, il est nécessaire, pour satisfaire aux conditions 
aux limites, que les ondes réfléchie et réfractée soient elles aussi 
indépendantes de x. 

Introduisons maintenant dans (27.1) la représentation déjà uti- 
lisée des angles y} par l’angle d'incidence ®, ainsi que des repré- 
sentations analogues des angles y; et y? respectivement par 1 et & 
(fig. 27.1, b): y, — 90°, y: —ÿp—90° et y; —wY; vi — 0°, 


1) Alors, si certaines conditions aux limites sont satisfaites en un point 
situé sur le plan z = 0, elles le seront dans tout le plan. 


160 ONDES ELECTROMAGNÊTIQUES [CH III 


y = 90° — 8 et y? = 6. 
f° (x, y, 2) — eik(ysinp+zcosp) 


F (& y, z2)=e-imtusinb+zcost) (27.3) 
f* (z, y, z)= e—ihe(vsin 0+zcos 0) 


De (27.3) et (27.2) on tire 
k, Sin o = k, sin = k, sin 6. (27.4) 


La première conclusion qui en ressort est que sin @ = sin 
et comme p < 90 ° et Ÿ > 90 ° (fig. 27.1, b), l’angle o est égal à 
180° — w. Cet angle qu'on appelle angle de réflexion, sera désigné 
par o’. Ainsi l’angle de réflexion est égal à l’angle d’incidence 


p = p. (27.5) 


Cette conclusion sur la symétrie des rayons incident et réfléchi 
par rapport à la normale à la surface de séparation des milieux est 
connue sous le nom de première loi de Snellius. 

La conclusion suivante qui découle de (27.4) a la forme de l’égali- 


té : 
k: sin P — ka sin Ÿ, (27.6) 


qui peut être mise, dans le cas d’un diélectrique parfait (les nombres 
d'onde k, et k, étant réels), en tenant compte de (24.6),sous la forme 


sin Ü/sin p = ve/v, = he (27.6a) 


où v. et v, sont les vitesses de phase et À, et À, les longueurs d'onde 
dans les premier et deuxième milieux. C’est la deuxième loi de Snel- 
lius. 

Les lois de Snellius sont connues de l’optique géométrique qui 
considère les rayons sans utiliser la notion d'onde. Ces lois ont été 
découvertes expérimentalement. 

Remarquons que la notion de coefficient de réfraction n provient 
elle aussi de l’optique. La formule (27.6a) peut s’écrire avec d’au- 


tres notations en posant »r, = Veau, et n, = Veu.:; la quantité 
Ne = rR/n, porte le nom de coefficient de réfraction relatif. 

27.3. Formules de Fresnel. — Les lois de Snellius énoncées plus 
haut indiquent les directions dans lesquelles doivent se propager 
les ondes réfléchie et réfractée pour un sens donné de l'onde inciden- 
te. Mais nous n'avons pas encore trouvé les relations entre les ampli- 
tudes et les phases des ondes !). A cet effet, il convient d'imposer 
des conditions aux limites que nous donnerons en exigeant que les 
composantes tangentielles des vecteurs E et Æ soient continues sur 


1) Et par suite nous n'avons pas montré que le champ peut être réellement 
trouvé comme il a été dit au n° 27.1. 
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la surface de séparation des deux milieux (n° 6.3). En considérant 
les amplitudes complexes Em et Hm comme fonctions de z, écrivons 


Éme(—0)= Éme (+0) et Hme(—0)=Hme(+0). (27.7) 


D'un côté de la surface de séparation (z — —0), le champ est repré- 
senté par la superposition des ondes incidente et réfléchie, et de 
l'autre (z — +0), par l'onde transmise. 

Les résultats ultérieurs doivent déjà dépendre de la polarisation 
de l’onde incidente et nous étudierons séparément deux polarisations 


2 
NO OO OL LS ve? V os Dee orne 


a) b) 
Fig. 27.2 


orthogonales, si bien que dans tous les autres cas le résultat pourra 
être recherché comme superposition de deux champs connus. 

Considérons d’abord le cas où le vecteur E de l’onde incidente 
est parallèle à la surface de séparation des milieux et donc perpendi- 
culaire au plan d'incidence. Cette polarisation est dite perpendicu- 
laire; sur la figure 27.2, a les vecteurs unitaires k°, k- et h* indi- 
quent les sens dans lesquels sont calculées les intensités de champ 
magnétique des ondes incidente, réfléchie et transmise ; pour l’inten- 
sité de champ électrique c’est le sens de l'axe des x (e, = e” = 
= 6e" = zx). 

Remarque. Pour toute onde à polarisation perpendiculaire qui 
se propage sous un angle « par rapport à l'axe des z, le rapport des 


composantes tangentielles En: et H m+ dans le plan z — constante 
est une constante dépendant de &. En effet, en calculant En et Hn hi 
dans le système de coordonnées naturelles (n° 25.6), on a E, 

_ WH m . Mais comme le montre l'examen de la figure 27.2, b, 


Emx = E.. et Hmx = Hm COS & (le sens positif est donné par l’axe 
des y). On a donc 


En mx —Wicosa= Z, (@). (27.5) 
11—01469 
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Le paramètre Z.(«) — W/cos « sera appelé impédance en polarisa- 
tion perpendiculaire. 

Utilisons maintenant cette notion pour la représentation des 
champs des ondes incidente, réfléchie et transmise. A cet effet, i] 
faut seulement remplacer à dans (27.8) par @, 1 — 180 ° — œ et 
© ainsi que W par W, ou W, (W, = W,V lle et W, = WoV /es). 
Nous obtenons trois impédanees : 

o __ Wa = _ _ _Wi + _ W: 
177 cos  ? #1 = COS AE sn: 


(27.9) 


qui donnent respectivement les rapports des composantes Elu 


Enx/Hmx €t Enx/Hm+ Pour z = constante et, en particulier, sur la 
frontière de séparation des milieux z = 0. 

Il ne reste qu'à tenir compte des relations trouvées lorsqu'on 
impose les conditions aux limites (27.7), ce qui donne 


Er (0) + Ex (0) = Ehx (0), 


E. (0) (0) EL Et. (0) Le 7 Le (27.10) 


Introduisons les paramètres 


É-_() ÉT (0 Et. (0 Et (L 
LÉO LEO 2 ÉRO  ÉO o7at 
Eve (0) E%, (0) É9. (0) É9, (0) 


qu'on appelle respectivement coefficient de réflexion et coefficient 
de transmission en polarisation perpendiculaire. Les égalités (27.10) 
conduisent au système d'équations suivant par rapport à ces coeffi- 
cients : 


Pa —Ta — — 1, 
W, cos Ô = 1 (27.12) 


(on a utilisé les expressions des impédances (27.9)). Ecrivons sa 
solution 
__ W;cosp—W, cos à . 2W, cos 
Pi — W,cos®o+W;cosëê ? Ta — W,coso+W;,cosû * (27.13) 


‘Ce sont les formules dites de Fresnel. 

Faisons le bilan de ce qui a été dit : lorsqu'une onde à polarisa- 
tion perpendiculaire arrive à la surface de séparation entre deux mi- 
lieux, elle excite une onde réfléchie et une onde réfractée, ou trans- 
mise, dont les sens de propagation sont déterminés par les lois de 
Snellius et les amplitudes complexes (c’est-à-dire les amplitudes et 
les phases) par les formules de Fresnel (27.13). 
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Passons à l'analyse de l’incidence d’une onde à polarisation 
parallèle, lorsque le vecteur E est parallèle au plan d'incidence et le 
vecteur À lui est perpendiculaire. Sur la figure 27.3, a les sens choi- 
sis pour le calcul des intensités Æ sont indiqués à l’aide des vecteurs 


E 
h d# 
RES | = - EX rs 
RÉRRRRENS 2. Z2=const D 

C? . : 

| = 
a) b) 
Fig. 27.3 


unitaires e°, e” et e*, alors que le vecteur H est compté dans le sens 
des —xz(R —h-— ht — —Z 0). 

Introduisons, pareillement à ce que nous avons fait pour la pola- 
risation perpendiculaire, la notion d’ impédance en polarisation paral- 


lèle Zy (œ). Comme E, — WE, et Hn: _ H, et En. _ E, cos & 
(fig. 27.3, b), il vient 


En/Hm=W cosa= Zy(a). (27.14) 
En remplaçant & par @, ÿ — 180 ° — @ et 8 pour W = W,, W,, 
on obtient les relations Z} = Emr/Hmt, Zn = Emr/Hmx et Zi] — 
= EntHmx : 

Z}=Wicosep, Zj=—-Wicosm et Zi=W,.cosÙ. (27.15) 

En imposant les conditions aux limites (27.7), écrivons 

né } = ë + e e 
| met (0) + Home (0) = H}x (0), | H x = H,. (27.16) 
Hn (0) 2}, + Him (0) Zi = Hn (0) Zi; 


De façon analogue aux relations (27.11), introduisons le coefficient 
de réflexion py et le coefficient de transmission ty en polarisation pa- 


11% 
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rallèle 
E= (u H=_( Et (0 W.H+_(0 
1) 
E9 (0) H9 (0) E% (0) W,H°...(0) 


On déduit de (27.16), compte tenu de (27.15) et (27.17), un système 
d'équations par rapport à py et tT 


W; , 
Pi — W, Ty = #4, 
cos 4 (27.18) 
PT 1?» 
dont la solution est de la forme 
W, cos Ê —W, cos p 2W, cos y = 
eco tien e Ce (27.19) 


W;cost+W,cosp * 


Nous avons obtenu les formules de Fresnel pour la polarisation 
parallèle et donc les caractéristiques amplitude-phase du phénomène 
ondulatoire comme pour la polarisation perpendiculaire. 

27.4. Structure du champ électromagnétique. — Pour avoir une 
idée précise du: champ électromagnétique total dans les deux mi- 
lieux, il faut écrire les amplitudes complexes des ondes incidente, 
réfléchie et transmise dans un système de coordonnées cartésiennes 
unique (x, y, z), ce qui se fait à l’aide des formules (25.34) dans 
lesquelles on doit concrétiser (pour chacune des ondes séparément) 
tous les angles d'orientation conformément aux figures 27.2, a 
et 27.3, a. Pour z< 0 le champ se calcule comme superposition 
des ondes incidente et réfléchie alors que pour z > 0 il est repré- 
senté par l’onde réfractée. En définitive, on a les formules suivan- 
tes : 

Polarisation perpendiculaire : 


E, = zoAe-ihvsine (e-im:cos® LE p eikizcosç), 


e-ikysinge [Yo (e— il COS P _— per: cos ®) COS ® — 2€ 0 ; 


— Z9 (e-ihzcos ® + p,eimzcos®) sin œ] 


(27.20) 
E. = z AT Lei sin Ê +: cos 0), 
: z>(. 


: A 2 
Hmn = W, T1 (yo cos Ÿ — z, sin D)e-ik(vsin +: cos 0) 
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Polarisation parallèle : 


en Âe- 1h11 Sin @ UA (e- ik32 COS YO _— pret: cos #) cos p — 


— Zy (e— ik COS + pue tiz cos @) sin ç], | 2 << (Q) ; 


H, = — Lo | e-ihusin Œœ (e- ik COS Q + pue: cos q) 
1 
(27.21) 
En Aty (Yo cos Ÿ— z4sin D) e-tha0@rsin 8+zcos 8) 
4 z2> 0. 
] À —ih,(y Sin 0 +: cos Ô) — 
Hn= —To W vie tas ne 


Ici, les angles œ et Ÿ sont régis par la deuxième loi de Snellius (27.6), 
alors que les coefficients de réflexion et de transmission sont déter- 
minés par les formules de Fresnel (27.13) et (27.19). 

Terminons) ce paragraphe par la remarque suivante. Lorsqu'il 
s’agit d'un milieu absorbant, on doit considérer, comme le montre 
l'égalité (27.6), les valeurs complexes des fonctions trigonométri- 
ques; dans d’autres circonstances, il faudra, comme nous le verrons 
au $ 28, considérer des valeurs de ces fonctions qui sont supérieures 
à l'unité ou imaginaires pures. Dans ces conditions, leurs argu- 
ments ne peuvent plus avoir un sens concret des angles d'orientation 
des ondes, ce qui exigera d'y porter une attention particulière. Pour 
ce qui est de toutes les formules obtenues, les résultats finaux de- 
meurent valables même au-delà du concret bien que les formules qui 
les expriment aient été obtenues à partir de représentations con- 
crètes. On peut s’en assurer facilement en vérifiant la réalisation des 
conditions aux limites pour les champs. 


Exemples et exercices 


1. Décrire les ondes incidente, réfléchie et réfractée à l’aide des formu- 
les (25.34) en exprimant par et 1 les angles d'orientation a; — a?, a;, a*; 


Bi = 9, B:, BP? ; Ya = V2, V5, vi ( = 1, 2, 3). 

2. Obtenir les formules de Fresnel sans utiliser la notion d'impédance. 
Indication: imposer aux amplitudes complexes obtenues dans l'exerciee 1 
les conditions aux limites sous forme de continuité des composantes tangentielles. 

3. Obtenir les formules (27.20) et (27.21). 

4. Vérifier que les champs exprimés par les formules (27.20) et (27.21) sa- 
tisfont aux conditions aux limites même si les angles q et Ÿ ne comportent 
aucune interprétation concrète. 

5. Ecrire les formules de Fresnel pour le cas d’une onde incidente à polari- 
sation circulaire. 
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$S 28. Types de phénomènes ondulatoires 
en présence de surfaces planes de séparation 


28.1. Incidence normale. — Le cas le plus simple est celui de 
l'incidence normale de l'onde sur la surface de séparation de deux 
milieux (@ — 0). Suivant les lois de Snellius (27.5), (27.6) les ondes, 
tant réfléchie que réfractée, se propagent dans ces conditions coli- 
néairement à l’axe des z puisque q”’ — 0 et & — O0 (fig. 28.1, a). 
La position de plan d'incidence étant indéterminée, on ne peut par- 
ler de polarisation perpendiculaire ou parallèle de l’onde incidente. 


PT 
2! T 
4 P 
0 
{ 234 5 6 7W,/M 
-1 
a) b) 
Fig. 28.1 


Par suite, les formules de Fresnel (27.13) et (27.19) sont également 
applicables. Si l’on exige que sous l’incidence normale le vecteur E 
soit compté dans le même sens pour l'onde incidente et pour l'onde 
réfléchie (e° = e-), les formules (27.13) et (27.19), dans lesquelles il 
faut poser p — © — 0, prennent la forme 


p=(W —W)(W; + W) et rt = 2W./(W, + W,) (28.1) 


(on a dû dans la première expression de (27.19) changer le signe par- 
ce que, ici, pour @ = 0, les vecteurs e° et e- sont orientés dans des 
sens opposés, v. fig. 27.3, a). 

Soient W, et W, réelles. On peut construire des courbes tradui- 
sant la variation de p et + en fonction de W./W, (fig. 28.1, b). 
Pour W, = W,, il n’y a plus de réflexion. On a alors le « régime 
d'adaptation des milieux » dont la condition s'exprime par l’égali- 


té 
U/E = LM2/Ea. (28.2) 


Analysuns le champ dans le cas de l’incidence normale. Suppo- 
sons que l’onde incidente soit polarisée dans le plan zOz. En partant 
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de la formule (27.20), on obtient 
E m= rA (ei + peikwr), 


s À z<0; 
Hn = Yo (e- ir — pei:), 
: " (28.3) 
E,, = zoAte”ih::, 
À z>(. 
H,, JF, Te” ile, 


Dans le premier milieu, le <hano est la superposition des ondes 
dirigées dans des sens opposés et ayant des amplitudes généralement 
différentes. En mettant e-t*1° en facteur, on a 


E. — ryAe- it: (1+peih) et H,=% 


X 


X PRES (20). (28.4) 


Comme on le voit, les amplitudes des vecteurs E et H sont respecti- 
vement proportionnelles aux modules des nombres complexes 1 + 
+ peiki et 4 — pel’ki. Le caractère des fonctions E,,(2) 
et H}h(z) peut donc être compris à l’aide des diagrammes des figures 
28.2, a et b où ces nombres complexes sont représentés sous forme 
de sommes « vectorielles ». Dans ces figures, l’unité est représentée 
par un tronçon vertical fixe et le terme peï?*1: (a) ou — peï**1: (b), 
par un tronçon tournant dont la longueur est égale à | p |. Un tour 
complet du tronçon tournant correspond à la variation de 2x de la 
phase 2k,z — &nzln qui se produit lorsque l'onde se déplace sui- 
vant l'axe des z d’une distance égale à À,/2. Il en résulte que les 
minimums de répartition des amplitudes, proportionnels à la quan- 
tité 1 — | p |, de même que les maximums, qui sont proportionnels 
à 1 + | p |, se reproduisent toutes les À.,/2. Les diagrammes des fonc- 
tions E,, (z) et H,, (z) sont indiqués sur les figures 28.3, a et b. 
"28.2. Réflexion totale sur un conducteur parfait dans les cas des 
icMences normale et oblique. — Si le milieu à la frontière duquel 
arrive l'onde est un conducteur, l’impédance d'onde correspondante 
se détermine suivant (25.27) comme W, & (1 + i) V @loHs/202 
A la limite, lorsque © —+ ©, la formule (25.27) devient rigoureuse et 
donne W, = 0. 
Commençons par l'incidence normale de l’onde. Dans ce cas les 
relations (28.1) donnent 
— —{et rt —0, (28.5) 


et les expressions des amplitudes complexes du champ (28.3) pren- 
aent pour z< O0 la forme suivante: 


A 
pr; cos k,z. (28.6) 


E. = L) ( — i2A) sin kiz et H, = Yoè 
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Dans un conducteur parfait (z > 0) le champ s’annule car en vertu 
de (25.26) k, + lorsque 6; —+ co. Fait intéressant : bien que les 
formules de Fresnel qui conduisent aux expressions (28.6) aient 


| 2K,z 
i2k,z 


PÈ 


a) 


Fig. 28.2 


» 


été obtenues à partir de la condition de continuité des:compo- 
Santes tangentielles du champ, le comportement de H,, (+ U), à la 


>” 


Fig. 28.3 


limite, lorsque 6, — oo, peut être considéré comme une discontinui- 
té. En utilisant la condition aux limites (6.9) dans laquelle il faut 
poser H, = 0, on trouve que la surface parfaitement conductrice 
porte un courant superficiel réparti avec une densité 


m — [— Zo» Hy (+0)] = ro 


7 22H. (28.7) 
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Examinons de plus près la superposition des ondes incidente- 
et réfléchie au voisinage de la surface de séparation entre un diélec- 
trique et un conducteur parfait. En se fondant sur les raisonnements- 
développés au n° 25.5, il n’est pas difficile de conclure que ces deux 
ondes de même amplitude se propageant dans des sens opposés. 
doivent produire une onde stationnaire. En effet, les formules (28.6) 
peuvent s’obtenir en posant  — 180 + œ dans des expressions plus 


1m 12} Ha l2) , </2) 


7 À 
4 


générales (25.31). Rappelons qu'en moyenne l'onde stationnaire- 
ne transporte pas d'énergie si le milieu est un diélectrique parfait, 
c'est-à-dire, dans le cas considéré, si la permittivité €, et la per- 
méabilité u, sont réelles. La structure d’un tel champ est explicitée. 
par la figure 28.4. 

Passons maintenant à l'incidence oblique. En posant W, — 
— 0 dans les formules de Fresnel (27.13) et (27.19), on a 


Pa = —1À, puy = 1, (28.8). 


Ta = 0; Ty = 0. 


Fig. 28.4 


Etudions d’abord le champ à polarisation perpendiculaire. En: 
introduisant p, — —1 dans (27.20), on obtient 


E- = Lo ( E i24) sin (k,z cos qi) e-ikusing, 
: À 


H}h = 2 W; [Yo cos y cos (k,z cos p) + 


+ Zoi sin q sin (kizcosp)]e-iysin® (2 L0), (28.9) 


Nous voyons que la superposition de l’onde incidente et de l'onde 
réfléchie dans un milieu limité par un plan parfaitement conduc- 
teur produit un champ qui possède les propriétés d’une onde progres- 
sive dans la direction des y et celles d’une onde stationnaire le long 
des z. Dans ce cas, les grandeurs 


= k, sin @ et % — k, cos (28.10): 
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jouent le rôle de nombres d'onde complexes. La grandeur l', qui carac- 
térise le champ en tant qu’onde progressive, sera appelée constante 
de propagation où nombre d'onde longitudinal, et x sera appelé nom- 
bre d'onde transversal. 

Ce champ est en fait une onde plane inhomogène qui se propage 
le long de la surface de séparation (n° 24.3), ear dans le plan du 
front y — constante les amplitudes des vecteurs E et H ne restent 
pas constantes (elles varient suivant la loi de l’onde stationnaire). 


parpendiedlaire V4 PraroEle” 
a) 6) 


Fig. 28.5 


A la différence de l’onde homogène, que nous avons examinée en 
détail au $ 25, cette onde a non seulement des composantes transver- 
sales du champ (£, et H, dans les formules (28.9)), mais aussi une 
composante magnétique longitudinale (H,). La répartition des 
amplitudes des composantes du champ dans le plan yOz (en l’ab- 
sence d'absorption) est montrée sur la figure 28.5, a. 

Passons à l'examen du champ dans le cas de la polarisation paral- 
lèle. En portant py = 1 dans les formules (27.21), on obtient pour 
z< 0, 


EF: = — j2AÀ [Y, cos ç sin (k,z cos ç) — 
— Z)i sin @cos(kizcosp)]le-ihvsine, (28.11) 


Hy = — xo2 F 
C'est aussi une onde plane inhomogène qui se propage le long de 
‘l'axe des y; comme précédemment, dans le plan du front y — cons- 
tante, les amplitudes du champ sont réparties suivant la loi d’une 
onde stationnaire (fig. 28.5, b), mais la composante longitudinale 
est ici électrique (£,) et non magnétique. Les nombres d'onde trans- 
versal et longitudinal sont déterminés par les formules (28.10). 

Nous voyons que l'incidence oblique d’une onde plane homogène 
sur la surface séparant un milieu parfaitement conducteur provoque 


cos (kizcosp)e-ihvsinp (:<O). 
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l'apparition d'une onde plane inhomogène qui est guidée par cette 
surface. Ce phénomène est illustré par le diagramme vectoriel de la 
figure 28.6 où sont sommées les valeurs moyennes du vecteur de 
Poynting. La réflexion étant totale (| p | = 1), les ondes incidente 
et réfléchie transportent des flux 


d'énergie égaux (II- = Il°). Il en 
résulte que les composantes norma- 
les du vecteur de Poynting s’an- 
nulent alors que les composantes 
tangentielles s'ajoutent: l'énergie 
est transportée le long de la sur- 
face de séparation. 
28.3. Réflexion totale sur la Fig. 28.6 

surface de séparation des diélectri- 

ques. — Supposons que les deux milieux en contact soient des 
diélectriques parfaits et tels que k, > k, (c'est-à-dire n, > n. ou 
A2 >> 1); on dit dans ce cas que l'onde tombe sur la surface fron- 
tière d'un milieu « optiquement moins dense ». Comme le montre ja 


Fig. 28.71 


deuxième loi de Snellius (27.6), l’angle de réfraction Ô sera pour k, >> 
> k, nécessairement supérieur à l’angle d'incidence (fig. 28.7. a). 
Il se peut donc que pour un certain angle aigu q = œ* l’angle 
devienne droit, si bien que Île rayon « glisse » dans le deuxième mi- 
lieu le long de la surface de séparation (fig. 28.7, b); la condition 
correspondante est exprimée par l'égalité 


ÆL sin q*— 1 (28.12) 


{sin Ô = 1). Si on augmente maintenant l'angle @ (@ > p*), il n'y 
aura plus d'angle de réfraction réel # (sin 8 => 1). Ceci signifie que 
l'onde réfractée n’existera pas: l’onde incidente ne fera naître que 
l'onde réfléchie (fig. 28.7, c\. Il se produit une réflexion totale sur 
un milieu non absorbant (« transparent »\ lors de l’incidence oblique 
de l’onde. 


172 ONDES ELECTROMAGNÉÊTIQUES (CH. III 


Dans le cas considéré. les coefficients de réflexion p, et py sont 
effectivement égaux en module à l'unité. Commençons par remar- 
quer que dans le cas de la réflexion totale le cosinus de l’angle de 
réfraction cos 8 — V1 — sin® (sin Ÿ > 1) sera une quantité ima: 
cinaire pure. C'est pourquoi les coefficients p., et py définis par les 
formules de Fresnel prennent la forme des expressions du type 
(P — iQ) (P + iQ)! où P et Q sont des quantités réelles. Il en 
résulte précisément que |{p, | = 1 et |py | — 1. ce qui permet 
d’écrire 

pi =e vi et py=e%l pour q>*. (28.13) 


Examinons la structure du champ dans le cas de la réflexion 
totale sur la surface de séparation entre les diélectriques. 
En portant p, — eï*i dans les formules (27.20), on obtient 
pour la polarisation perpendiculaire 
| 


. _.- Ÿ \ —; : L 
En = z,2A cos (#sz cosp+—}e du 


À | : Ÿ 
Hn = —2-7— | voi cos (Sin (42 cos p + ; ) + 


z LV; 
, Ÿ Ze , 
+ 20 sin cos | kiz cos p+ e ) Le iCkiy sin v1/2 
(28.14) 
E.. = rjAT,e- inv sin 0 +: cos 0), 
H À l ik(ysin 0 +: cos 0; nn. 
m — TL (Yo cos Ÿ — z, sin Ü)e 1RUY :cos 0; 


Wa 


D'une manière analogue, on déduit de (27.21) pour la polarisa- 
tion parallele 


En = —2A [ oi cos g sin (Hzcos g+-ÙL) + | 

+ Z Sin pcos (kzcos p+iL)] e-Cusing-wdi/2) ; z<U: 
: À _ | _ 

Hn= —%o 2ÿ cos (x, z cos p+u)e SG y Sin G=0,/2) | 


En = At, (yo cos Ÿ — z, sin D) e-ikvsin0+zcos 0) 
{ z2> 0. 


Hn= —% Tuer it sin U+: cus 0) 
Les formules (28.14) et (28.15) montrent que lorsqu'une onde 
homogène tombant sur la surface de séparation de deux diélectri- 
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ques subit une réflexion totale, il apparaît une onde inhomogène 
qui ressemble dans le premier milieu (2 << 0) à un phénomène analo- 
eue se produisant lors de la réflexion sur un conducteur parfait. 
Remarquons que les formules (28.10) exprimant les nombres d'onde 
demeurent valables et que le diagramme vectoriel de la figure 28.6 
garde son sens. 

C'est le champ dans le deuxième milieu qui mérite une attention 
particulière. Au début de notre analyse nous avons établi que dans 
le cas considéré l'onde réfractée (au sens usuel de cette notion) 
n'existe pas parce que suivant la deuxième loi de Snellius il 
n’y a pas d’angle ÿ qui indique le sens de sa propagation. Néanmoins, 
on peut interpréter le champ pour z > 0 comme une onde réfractée 
dirigée sous un angle complexe 8 — 90 ” + ix (& est une quantité 
réelle): au point de vue formel, l’angle Ÿ subit pour q@ > œ* un ac- 
croissement imaginaire pur. 

Si on se reporte aux formules (28.14) et (28.15). on voit que com- 
me cos Ÿ est une quantité imaginaire, le champ doit varier pour z > 
> 0 suivant une loi exponentielle le long de l'axe des : et que, de 
plus, une croissance illimitée de la solution est inadmissible pour 
des considérations physiques, ce qui dicte le choix du signe devant la 
racine dans l'expression cos Ÿ — HV T — sin : cos 8 = —i |cos 8 |. 
Introduisons les nombres d'onde pour : > 0 


T = k, sin Ÿ et %, = k, cos Ÿ. (28.16) 


Le nombre d'onde longitudinal FL a, suivant la deuxième loi de 
Snellius, la même valeur que dans le premier milieu (sinon les con- 
ditions aux limites ne seraient pas remplies). Quant au nombre d'on- 
de transversal 7., il a pour valeur 


V/1-(#sne)|- 
ip (B>0) (2817) 


et donc la loi de variation du champ dans le deuxième milieu est 
de la forme e-ilve-b:, 

On dit que ce champ décroissant suivant une loi exponentielle 
a le caractère d’une onde de surface. Pour : >> 0, le champ est d’au- 
tant plus concentré au voisinage de la surface de séparation des mi- 
lieux que B est plus élevé. I] n’y a pas de difficulté à vérifier que 
l’énergie n'est transportée que le long de la surface de séparation. 

Considéré dans son ensemble, le phénomène ondulatoire qui se 
produit lors de la réflexion totale d’une onde homogène sur la sur- 
face de séparation des diélectriques est une onde inhomogène guidée 
par la surface de séparation. Quelle est sa vitesse de phase ? Assu- 
rons-nous que la double inégalité 


k>T>Rke (28.18) 


X2— — ik, | cos Ÿ | — —ike 
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est vérifiée. En effet, l < k, car l = k, sin et sin g<1(0<< 
< 90 °), et T> 4, en raison de (28.16), puisque sin 8 > 1. De 
(28.18) il résulte un encadrement de la vitesse de phase: 

D € Vpn € Ve, (28.19) 


où v, = clV em et v. = c/V eu. sont les vitesses de phase des on- 
des homogènes dans les deux milieux. 


RSSRER SOS RES VS 
OOOE OK D CODE > QI 
RER Me CÈ OOSE SCA 
+ 0 ES 
SR NS 
RSR ee SÉRIE RÉ 
” LEK NC x a = K | De 
SR Su. ® ane 20< X JA 
Ç ÿ 
Yz z 
a) b) 
Fig. 28.8 


La figure 28.8 représente la répartition des amplitudes des com- 
posantes du champ pour le phénomène ondulatoire qui vient d'être 
analysé dans les cas de polarisations perpendiculaire (a) et parallèle 

b). 

28.4. Transmission totale dans le cas de l’incidence oblique. — Il 
existe des angles d'incidence de l'onde sur la surface de séparation 
de deux diélectriques pour lesquels l'onde réfléchie s’annule, on se- 
ra donc en présence d’une transmission totale de l'onde incidente dans 
le deuxième milieu. Pour trouver les valeurs de ces angles, il faut 
résoudre les équations 


pi (p)=0 et py(p) = 0, (28.20) 
qu’on obtient à partir des formules de Fresnel (27.13) et (27.19) 


2 
en y portant cos Ÿ =-y/1-({5 sin p) et en annulant le coeffi- 
; 2 
cient de réflexion. Pour la polarisation perpendiculaire on a 
( W, \— k3— kf sin? 
W, /J  M(—sin®œ) ? 


d’où 


AC PIE E2/€1 —Me/U 
ad H1/He —H2/bi Ge) 
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D'une manière analogue, pour la polarisation parallèle on a 
W;, | = k3 (1 —sin® ) 
(-: di k3— k? sin? o 
d'où 
sin? q= ali t2 er (28.22) 


E/Es — 22/1 


Comme le montrent les formules (28.21) et (28.22), la transmis- 
sion totale dans le cas des diélectriques ordinaires « non magnéti- 
ques » (nu, = u; = 1) n'est possible qu’en polarisation parallèle. 
Dans ces conditions. il n’est pas difficile de déterminer à partir 
de (28.22) l’angle d'incidence correspondant qui se trouve égal à 


p = arctg V'e./e, (28.23) 


et s'appelle angle de Brewster. Une onde à polarisation parallèle 
arrivant à la surface de séparation de deux diélectriques parfaits 
sous l’angle de Brewster ne se réfléchit pas. 


Exemples et exercices 


i. Le cas de l’incidence normale de l'onde peut être aisément considéré 
eomme un problème distinct. En écrivant la représentation du champ dans 
les deux milieux, on obtient, pour les amplitudes complexes, les expressions de 
la forme (28.3) dans lesquelles les coefficients p et t sont pourtant inconnus. 
Montrer qu'en imposant les conditions aux limites, on peut en déduire les for- 
mules (28.1). 

2. En quoi les courbes représentatives de E,, (z) et 4, (z) lors de l'inci- 
dence n6rmale de l’onde sur la surface de séparation de deux diélectriques seront- 
elles différentes pour W,/W, > 1 et W.,/W, > 1? 

3. On considère une incidence normale de l'onde sur la surface de sépara- 
tion de deux milieux diélectriques dont le deuxième est absorbant. Quel carac- 
tère les répartitions de E,, (z) et H,, (z) auront-elles dans les deux milieux? 

4. Prendre dans l’exemple précédent un conducteur au lieu du diélectrique 
imparfait. Considérer le passage progressif vers le conducteur parfait. 

5. Dans le cas de l'incidence de l'onde sur la surface de séparation d’un 
conducteur parfait on peut écrire pour tout plan z — constante (dans le demi- 
espace où z << 0) parallèle à la surface de séparation 


Emx= Z [Ames Zo) (28.24) 


(cf. (25.18)). Pour une incidence normale, En = Enr et Em = Em: l’impé- 
dance Z (cf. n° 27.3) se détermine directement à partir de (28.6). Pour l'inci- 
dence oblique, on utilise les formules (28.9) et (28.11). Montrer que dans ces 
trois cas 
—iWtgkz (incidence normale), 
Z= À —i(Wi/cos q) tg(k;zcosq) (polarisation perpendiculaire), (28.25) 
—iW, cos @ tg (k,z cos p) (polarisation parallele). 
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6. Montrer que pour l'incidence normale de l'onde sur la surface frontière 
d'un conducteur réel : 


p=—1+2a— ses W. me 
oc Jan qe = t+n 7 Se (28.26) 


{à des puissances supérieures de & près). Quelle est la valeur de & pour le cuivre 
dans l'air à la fréquence de 105 Hz? 

7. Montrer que la vitesse de phase de l'onde inhomogène qui apparaît 
lors de l'incidence oblique d’une onde homogène sur un plan parfaitement con- 
ducteur a pour valeur vpn = c(V El sin ®). 

8. Pourquoi la vitesse de phase d'un chédomène ondulatoire se propageant 
le long de la surface de séparation entre deux diélectriques parfaits doit-elle être 
la même dans les deux milieux? 

9. La réflexion totale peut-elle se produire sur la surface frontière des diélec- 
triques imparfaits? 

10. Quel sera le champ électromagnétique dans le deuxième milieu si l'onde 
incidente subit une réflexion totale sur la surface frontière des diélectriques 
pour q — p*? 

11. Ecrire les expressions des amplitudes complexes du champ et vérifier 
si des conditions aux limites sont réalisées dans le cas de l'incidence brewsté- 
rienne de l’onde sur la surface frontière des diélectriques. 

12. Quelles sont les répartitions de E,+ (z) et H, (z) lors de l’incidence 
oblique de l’onde sur la surface frontière des diélectriques ? 

13. On peus dire que les polarisations perpendiculaire et parallèle diffè- 
rent l’une de l’autre Le ce que les rôles des vecteurs E et H (et Ja et M de 
la permittivité e et de la perméabilité u) sont échangés. Obtenir les formules de 
Fresnel (27.19) directement à partir de (27.13) en permuttant la permittivité et 
la perméabilité, compte tenu du changement du sens des coefficients p et +. 


$ 29. Résonances et ondes guidées 
dans des systèmes plans 


29.1. Résonateur plan. — Reportons-nous à la figure 28.4 qui 
montre la répartition du champ qui prend naissance dans un diélec- 
trique parfait lorsqu'une onde tombe suivant la normale à un plan 
parfaitement conducteur. Cette onde stationnaire possède la propriété 
de vérifier la condition E, = 0 dans tout plan situé à une distance 
d, = nÀ,/2 (n = 1, 2, .…) de la surface de séparation des milieux. 
Chacun de ces plans peut donc être remplacé par la surface frontière 
d'un conducteur parfait de manière que le champ initial puisse 
régner dans la couche diélectrique « découpée » (se reporter à la 
figure 29.1, a où on a pris r = 3). 

Envisageons maintenant une couche diélectrique plane inter- 
posée entre deux plans parfaitement conducteurs situés à une certai- 
ne distanee fixe d l’un de l’autre. De ce qui précède, il résulte que 
la condition nécessaire d'existence du champ dans ce système est 
que la valeur de d soit multiple de la demi-longueur d'onde dans le 
diélectrique. Ecrivons cette condition sous deux formes 


d=n,/2, kd=nnx (nr —=1,2, ….) (29.1) 
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(v. (28.6)). Comme on le voit, l'égalité (29.1) engendre une suite in- 
finie de longueurs d'onde « permises » À, et de nombres d'ondes cor- 
respondants #, pour lesquels la couche diélectrique considérée 
peut être le siège de champs libres de structure parfaitement définie 
(fig. 29.1, b). Il n’est pas difficile de trouver à partir de (29.1) les 
pulsations w, qui correspondent aux nombres d'ondes k, : 


C nx 
Fee ——— NET HS n == 1, 2, ..)e 29.2 
= Ve q | 


On dit que dans le système électrodynamique se produisent des 
oscillations propres et on donne à w, le nom de pulsations propres !). 


QG) 
Fig. 29.1 


Une question peut se poser: les oscillations propres sont-elles 
possibles si le diélectrique est imparfait ? On y répond par l’affirma- 
tive. En supposant complexes €, et u, dans (29.2) et en utilisant les 
représentations &, — |e, |e”iô et u, = | u4| e”i4® (nn° 20.2 ; 22.1), 
on s'assure que les pulsations propres existent et sont complexes: 


A+AmM 
c nt is 


nt ments = On + iOn = 
Vlelliil d à 


On — 
= 0, (1+itg LE). (29.3) 


Le résultat (29.3) est en parfait accord avec l'égalité (22.3) qui 
établit la condition nécessaire d'existence du champ dans un systé- 


1) Les solutions du problème pour n = 1, 2, ... exprimant les champs 
s'appellent fonctions propres alors que les paramètres w, qui leur correspondent 
ainsi que 4, et À, portent le nom de valeurs propres. 


12—01469 
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me énergétiquement isolé. Les oscillations propres sont dans ce cas 
amorties (n° 22.1). 

Le système qui vient d’être considéré n’est autre que le résona- 
teur électromagnétique le plus simple. Pour une excitation extérieure 
de pulsation w, la couche mise sous écran sera le siège des oscillations 
dites forcées du champ dont l’amplitude croît chaque fois brusque- 
ment quand © — w, (n = 1,2, ...). Ce sont précisément les résonan- 
ces du champ dans la couche. 

Les cavités résonnantes seront étudiées en détail aux $$ 53. 54, 
26. 

29.2. Guide d’onde creux plan. — Lors de la réflexion d’une onde 
tombant obliquement sur la surface d’un conducteur parfait on 
peut distinguer, comme pour l'incidence normale, toute une série 
de plans parallèles à la surface de séparation sur lesquels la 
composante tangentielle du vecteur E s’annule. Il résulte de (28.9) 
et (28. 11) que ces plans se situent à des distances d, de la surface 
de séparation déterminées par la condition Xd, =nn,n= ti. 

(v. fig. 28.5, a et b). En remplaçant n'importe lequel de ces plans 
par une surface frontière parfaitement conductrice, on obtient. com- 
me plus haut (au n° 29.1), une couche diélectrique limitée par un 
conducteur parfait dans laquelle peut exister le champ initial. 
Dans ce cas, c’est une onde inhomogène guidée par un système qui 
représente le guide d'ondes creux plan le plus simple. 

Etant donné que la théorie des guides d'ondes sera exposée en 
détail au chapitre 5, nous nous contenterons ici d’une analyse super- 
ficielle du guide d'ondes plan obtenu. 

_ La structure la plus simple du champ régnant entre deux plans 
parfaitement conducteurs est représentée pour les deux polarisations 
sur la figure 29.2 (cf. fig. 28.5). En supposant fixe la distance entre 
ces plans (d — constante), assurons-nous que le système considéré 
peut être le siège d'une multitude d’autres champs. La condition 
nécessaire de leur existence est définie par l'égalité 


Hd =nx (n= (0), 1, 2, ….. (29.4) 


Le sens de cette condition est qu'il existe une suite infinie de valeurs 
du nombre d'onde transversal + =}, pour lesquelles les solutions 
(28.9) ct (28.11) satisfont aux conditions aux limites requises et 
déterminent une série de champs libres dans le guide d'ondes consi- 
déré. La figure 29.3 montre les répartitions de ces champs dans le 
sens transversal. Il n’est pas difficile de trouver leurs constantes de 
propagation Î,. 
Puisque d’après (28.10) 


X2+T2= 4, (29.5) 
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on 
eh Y1-(2) k) P=ny/1-() Sr nr Er 
(29.6) 


où le paramètre introduit ot? s'appelle pulsation critique. On se 
rend facilement compte qu’aux pulsations inférieures à la pulsation 
critique (w << wf?’) la constante de propagation fl, devient une 
quantité imaginaire, ce qui signifie que le champ “correspondant 
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Polarisation parallèle 


Fig. 29.2 


(on peut dire le « champ du type 7 ») perd son caractère ondulatoire 
car Re e-ilnveiwt — er 1Tnly cos ot. Sa phase devient constante 
tout le long de l’axe des y et il s’amortit (dans le sens des y ou des 
—ÿ). 

Remarquons maintenant que suivant (28.10) T, = k,V 1 — cos°®, 
ce qui, étant rapproché de la relation (29.6), donne 


07/0 = cos . (29.7) 
Prenons l’un quelconque des champs libres. en fixant nr, et exami- 


nons la variation de l’angle d'incidence ç en fonction de pulsation 
du phénomène. Si la pulsation w est relativement élevée (0 > a), 


12% 
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la valeur de cos æ est voisine de zéro. ce qui signifie que l’angle d'in- 
cidence œ diffère peu de l’angle droit (fig. 29.4, a). Lorsque la pul- 
sation diminue, cos @ augmente et l'angle @ diminue (fig. 29.4, b et 
c) pour s’annuler](fis. 29.4, d) à l’instant où la pulsation prend sa 
valeur critique. On explique les lois du phénomène électromagnéti- 
que se manifestant dans un guide d'ondes plan en examinant ces 


schémas de rayons montrant des réflexions multiples de l'onde 


ñn=0 .£,"0 =£ 


n=f Er 
ÿ 
7= Er 
Z 
n=3 Ez 
Polarisation 1 Polarisation || 
Fig. 29.3 


homogène sur les plans parfaitement conducteurs. Tant que l’angle 
diminue progressivement, avec la diminution de la pulsation, 
d’une valeur presque égale à 90 ° jusqu’à des valeurs voisines de zé- 
ro, il se produit un transport d'énergie le long du système et une 
onde inhomogène s’y propage. Pour p = 0. l'onde homogène 
se propage perpendiculairement aux plans et lorsque © = w6F? 
(v. plus haut. n° 29.1). il se forme une onde stationnaire ordinaire, 
de sorte que le transport d'énergie par l'onde inhomogène cesse. Si 
la pulsation s’abaisse au-dessous de sa valeur critique (@ << w£r'), 
alors en vertu de (29.7) cos > 1. Les valeurs de l’angle d’inciden- 
ce @ se situent alors dans le domaine imaginaire et le champ, comme 
il a été indiqué plus haut. perd son caractère ondulatoire et s'amortit. 
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Déterminons la vitesse de phase de l'onde inhomogène v,r = 
= &/T, la longueur d'onde À = 2x/T (période spatiale du phénomè- 
ne) et la vitesse de groupe v., = do/dT (26.7): 


vin = 0/V1— (ui /0), 
vi = u/V1—(o/0), À © >? (29.8) 
AT — 1, V1—(0%/0) , 


Puisque 0h > v, — c!V eu. les ondes sont dites rapides. On voit 
que lorsque © — w(%). la vitesse de phase et la longueur d’onde crois- 
sent indéfiniment alors que la vitesse de groupe s’annule. Plus basse 
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a) 
LA 4 
Le 
c) 
Fig. 29.4 


est la pulsation &w, plus grand est le nombre de champs libres (nom- 
bre de x différents) qui perdent leur caractère ondulatoire. Si l’on 
exclut la valeur de #7 — 0 dans (29.4), on peut indiquer une pulsa- 
tion w qui soit inférieure à «%, pour tous les n ; le transport d’éner- 
gie dans le guide d'ondes devient alors impossible. qu 
Le cas de nr — 0 correspond d’après (28.10) à l’angle d'incidence 
o — 90°. Un tel mouvement « glissant » de l’onde incidente le 
long d'une surface frontière parfaitement conductrice n’est possible 
qu’en polarisation parallèle. Il n'est pas difficile de se convaincre 
que cette onde peut se propager entre les plans sans provoquer de 
réflexions parce qu'elle satisfait par elle-même à la condition E, — 


Soulignons que nous avons considéré un guide d'ondes non ab- 
sorbant. 
| 29.3. Guide d’ondes diélectrique plan. — La figure 28.8 indique 
en trait interrompu les plans sur lesquels s’annule la composante 
tangentielle du vecteur E pour,une réflexion totale de l'onde sur la 
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surface frontière des diélectriques. De (28.14) et (28.15) on déduit, 


en y portant z = —d,, que les distances d, de ces plans à la surface 
de séparation entre les milieux obéissent à la condition 
X1dn — Ÿ/2 = na/2 (nn = 1, 3, 5, .….), (29.9) 


OÙ Y1 = À, cos @ et ÿ —., ÿy suivant le type de polarisation. 
En remplaçant l’un de ces plans par une surface frontière par- 
faitement conductrice. nous obtenons un système physique capable 
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de guider un phénomène ondulatoire. Ceci est expliqué sur la figure 
29.5. a (cf. fig. 28.8, a) pour une polarisation perpendiculaire. En 
fait. la couche diélectrique localise le champ, vu que dans le milieu 
diélectrique voisin le champ décroit suivant une loi exponentielle. 
L'aspect des rayons représenté fig. 29.5, a explique la propagation 
de l'onde homogène par une succession de réflexions sur deux surfa- 
ces frontières physiquement différentes qui forment une onde inho- 
mogène guidée par la couche. 

On peut aussi choisir l'épaisseur de la couche de manière qu'elle 
puisse entretenir le phénomène ondulatoire en l’absence de l’écran 
parfaitement conducteur (fig. 29.5, b); l'onde homogène subit alors 
des réflexions multiples sur deux surfaces frontières identiques qui 
séparent les diélectriques. 

Soulignons que l’aspect des rayons représenté fig. 29.5, a et b 
correspond à une réflexion totale sur la surface de séparation entre 
deux milieux et que. par suite. l’angle d'incidence œ doit se situer 


Li 


dans les limites 90 ° => @ > p*. Rappelons à titre de comparaison 
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que pour des réflexions multiples sur deux plans parfaitement con- 
ducteurs (v. plus haut. n° 29.2). l'angle œ@ varie de 90 ° à zéro. Au 
fur et à mesure que @s’approche de la valeur q*, la décroissance expo- 
nentielle du champ en dehors de la couche se ralentit et pour @ = 
— * la couche ne localise plus le champ (fig. 29.6). 

En examinant une couche diélectrique d'épaisseur fixe placée 
sur un plan parfaitement conducteur, il convient de modifier la 
condition (29.9) comme suit: 


Kind — Ÿ (Xin)/2 = na/2 (n = 1, 3, 5, ….). (29.10) 


Ici, on a tenu compte du fait que la phase 1 déterminée par les 
formules de Fresnel dépend de @ et donc de y, = k, cos q. 


SRE 
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Pour telle ou telle valeur de »# (c'est-à-dire pour une structure 
déterminée du champ dans la couche) la cessation de l’effet de guide 
d'ondes qui intervient lorsque @ =ç* aura lieu à une pulsation 
déterminée que l’on appelle pulsation critique (cf. plus haut, 
n° 29,2): © —= ot. 

En vue de calculer wir. signalons l’existence des égalités (v. 
n° 28.3): 

La +TÈ=R et A +TE = (29.11) 
d'où 
Xin — Yen = ki — 44, (29.12) 
et, puisque pour @ = æ* l’angle de réfraction Ô est droit. on a 
Yan = Ko Cos Ê — 0. Ainsi, 


kK°—h5=%}, pour &—wcr (29.13) 
ou, encore 
Or — Ckin/V Esbs 7 Eole. (29.14) 


Pour calculer #,,. il convient d'introduire dans (29.10) Ja valeur 
de la phase Ÿ correspondant à l’angle d'incidence @ = w*. Supposons 
la polarisation perpendiculaire. En posant & — 90° dans (27.13), 
on voit que l'angle de réflexion est égal à l'unité; il en résulte ÿ — 
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—= 1), — 0. En portant cette valeur de dans (29.10), on obtient 
Xind = nn/2 (n = 1, 3, 9, ...) pour © = Of. (29.15) 
Et, finalement, 


ee 16 
2d V &ili —Eobe j (9510) 


Pour une couche diélectrique sans écran on reproduit sans diffi- 
culté tous ces résultats sous une forme légèrement modifiée. Remar- 
quons que les champs libres peuvent se répartir, dans ce cas, en deux 
classes suivant le caractère de symétrie par rapport au plan mé- 
dian S (en trait interrompu sur la figure 29.5, b). On dit que les 
champs sont « symétriques » si la composante du vecteur E située 
dans le plan z = constante est une fonction paire de z (en comptant 
à partir de S); tous les autres champs sont « asymétriques »; la 
composante électrique correspondante est une fonction impaire de 
z. Les champs symétriques vérifient la relation (29.10) dans laquel- 
le il faut poser d = a (fig. 29.5, b) et, au second membre, choisir 
n parmi la suite de nombres pairs, en commençant par zéro. Dans 
le cas des champs asymétriques, le second membre de (29.10) reste 
sans changements. | 

Ainsi, nous avons examiné les guides d'ondes diélectriques les 
plus simples. 


Exemples et exercices 


1. Déterminer la pulsation propre la plus basse ©, d’un résonateur plan 
sachant que d = 1 cm et que le diélectrique est du quartz fondu. Au bout de 
ROIS de temps l'amplitude des oscillations propres sera-t-elle e fois plus 
aible: 

2. Expliquer pourquoi la pulsation critique ne peut être nulle dans le cas 
d'un guide d'ondes creux plan si la polarisation est perpendiculaire. 

3. Quel est l’aspect général des lignes de force des champs dans un guide 
d'ondes plan pour des polarisations perpendiculaire et parallèle? Représenter 
schématiquement le champ du type de celui indiqué fig. 29.2 pour r = 2 et 
n = 3. 
4. Construire l’aspect des lignes de force du vecteur densité de courant sur 
des plans parfaitement conducteurs formant un guide d'ondes. 

5. Soit une fréquence donnée / — 1019 Hz. Choisir une dimension d telle 
que dans un guide d ondes creux plan (le milieu intérieur est l’air) ne puisse se 
propager que l'onde à polarisation perpendiculaire. 

6. Si un guide d'ondes creux plan dans lequel se propage l’une des ondes à 
Rene en perpendiculaire (v., par exemple, fig. 29.2, a) est sectionné par 

eux plans parfaitement conducteurs z = x, et x = x,, le « tube » de section 

rectangulaire (de dimensions x, — z, et d) qui en résultera et qu'on appelle 
guide d'ondes rectangulaire sera. le siège du phénomène ondulatoire initial. 
Pourquoi cela est-t-il impossible en cas de polarisation parallèle ? 

7. Dans un guide d'ondes creux plan se propage l'onde la plus basse à 
portion parallèle (n — 0). La distance entre les plans est d = 1 cm, la 
réquence f — 10% Hz et le milieu intérieur est l’air. Calculer la densité de cou- 
rant superficiel sachant que la densité de flux de l'énergie est égale à 1 W/cm°. 

8. En considérant une couche diélectrique sans écran, obtenir les formules 
de la forme (29.16) pour les deux polarisations. 
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$S 30. Réfraction dans un milieu absorbant 
et effet pelliculaire 


30.1. Incidence oblique de l’onde sur la surface frontière d'un 
milieu absorbant. — Si une onde plane homogène se propageant 
dans un diélectrique parfait (*, est une quantité réelle) tombe sur la 
surface frontière d’un diélectrique imparfait ou d'un conducteur 
(, est un nombre d'onde complexe). sin Ÿ est, en vertu de (27.6), 
une quantité complexe et par suite l'argument Ÿ ne peut pas être 
considéré comme un anglè habituel dont la valeur peut être repré- 
sentée dans l’espace. 

En vue d'étudier le champ dans le milieu absorbant. écrivons la 
fonction f* (27.3) qui exprime, pour : >> 0, la variation des amplitu- 
des complexes (27.20), (27.21) en Aa des coordonnées : 


ft — eilu+xas) (30.1) 


(les notations utilisées sont celles de (28.16)). On voit immédiate- 
ment que le nombre d'onde longitudinal F = k, sin Ÿ = , sin @ 
est une quantité réelle alors que le nombre d'onde transversal y, — 
— k, cos Ÿ — VAE — Î* est une quantité complexe que nous met- 
trons sous la forme 


Aa — it V (ki) — (KA) — TE —i2k,k:. (30.2) 
Ainsi. 
fine hier Ur, (30.3) 
c'est-à-dire, en écrivant les égalités 
z = const (30.4a) 
et 
Ty + Y:: = const, (30.4b) 


nous obtenons les équations de deux plans non confondus dont l’un 
est caractérisé par la constance de l'amplitude du champ et l’autre 
par la constance de la phase. 

En partant de considérations physiques, il faut s'attendre à ce 
que x > 0 et que le champ s’amortisse dans le sens de la normale 
intérieure à la surface du milieu absorbant. C'est une onde inhomogène 
dont l'équation du front revêt, suivant (30.4b), la forme 


ysiny+zcosy—const. (30.5) 
tev= Tage ksin q/Re VAR Smeg, | 


où (fig. 30.1) est un angle qui indique l'orientation de la normale 
par rapport au front d'onde; il est naturel de le considérer comme 
le vrai angle de réfraction. Puisque tg Ÿ — l/7,, on a 


ctg y = Re ctg Ÿ. (30.6) 


186 ONDES ÉLECTROMAGNÉÊTIQUES [CH. TITI 


Si le milieu où pénètre l'onde est un diélectrique imparfait 
(&” & k’), dans le domaine des angles d'incidence 0O<< @< q*, 
l'angle y sera voisin de la valeur de ô déterminée en négligeant 
l'absorption ; l'amortissement de l’onde n’est pas grand et le phé- 
nomène. ondulatoire rappelle, dans son ensemble, une onde qui a 
pénétré dans un milieu non absorbant. Mais pour @ > @*, en toute 
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Fig. 30.1 


rigueur, il n’y aura plus de réflexion totale; en effet, y, ne peut 
devenir une grandeur imaginaire pure comme il s'ensuit de (30.2). 
Analysons maintenant le cas où le deuxième milieu est un con- 


ducteur. On aura, d’après (25.26), k, & k# V'ouoL:02/2. En 
tenant compte aussi de k, € k., on déduit 
de (30.2) 


x 7% Vooh:0:/2 (30.7) 


et comme il résulte de (30.5), tg y = 0, 
c'est-à-dire y & 0. Le front d'onde se déplace 
dans le sens de la normale intérieure, et le 
rapprochement des formules (30.7) et (25.26) 
montre que la variation de l’amplitude et 
de la phase le long des zs’effectue de la même 
manière, comme si une onde plane homogène 
se propageait à l’intérieur du conducteur. 
Or, en réalité, l’onde reste évidemment 
inhomogène : la relation (30.3) prouve que 
pour z — constante la phase n'est pas constante, mais sa variation 
le long de la surface de séparation est assez lente par rapport à la 
variation de la phase suivant la normale dans le conducteur. 
30.2. Effet pelliculaire et conditions aux limites approchées de 
Leontovitch. — La conclusion finale faite au n° 30.{ peut être 
illustrée à l’aide du schéma des rayons représenté sur la figure 30.2: 
quelle que soit la valeur de l'angle œ sous lequel l’onde tombe sur la 
surface frontière d'un conducteur, on peut considérer, avec une 
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grande précision, que l'angle de réfraction est nul. Soulignons qu’un 
tel caractère est propre à l’aspect des rayons dans tous les cas où 
la densité optique du deuxième milieu est beaucoup plus grande 
que celle du premier milieu. C’est ainsi, par exemple, que pour des 
diélectriques parfaits on a, en vertu de la deuxième loi de Snellius 
(27.6). 8 = 0, quel que soit p, à condition que k,/k,—+ oo. 
Puisque dans des milieux optiquement denses les ondes qui se 
propagent vers l'intérieur suivant la normale apparaissent quels 
que soient les angles d'incidence, on peut s'attendre à ce que la 


D) b) 
Fig. 30.3 


structure caractéristique du champ dans le second milieu se con- 
servera quels que soient les champs régnant dans un diélectrique en 
contact avec ce milieu. Pour des milieux absorbants, la loi de 
décroissance de l'amplitude de l’onde transmise est de la forme 


ft(2)1=e tt (30.8) 


(l'indice 2 dont est affecté À” est omis), de sorte qu'à la distance A9 
de la surface frontière, donnée par la formule 


A9 = 1/k7, (30.9) 


l'amplitude du champ sera réduite à la fraction 1/e de sa valeur de 
surface (fig. 30.3, a). La quantité A° porte le nom de profondeur de 
pénétration. Le champ devient négligeable même à la distance de 
quelques A°; c'est ainsi, par exemple qu'à la profondeur de 10° il 
est el° & 22026 fois plus faible qu'à la surface. 

Pour les conducteurs, la profondeur de pénétration se calcule, 
selon (25.26), par la formule 


A9 = VY 2/(ouou0). (30.10) 


Dans le cas du cuivre, par exemple, on a: A° [mm] — 66/V f [Hz], 
de sorte que pour f — 10° MHz, A° = 0,66-10-° mm, c'est-à-dire 
inférieur à un micron. 
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Bien que tous les raisonnements développés ne se rapportent, en 
toute rigueur, qu'à des interfaces planes infinies, ils s'appliquent 
pratiquement pour l’étude des corps réels si les dimensions de ces 
derniers ainsi que les rayons de courbure de la surface sont grands 
par rapport au paramètre A. 

De l'analyse qui précède on peut conclure que dans certains cas 
le champ intérieur est concentré au voisinage de la surface du corps 
conducteur. Ce phénomène est connu sous le nom d'effet de peau ou 
pelliculaire (skin effect). On peut dire que dans ce cas les couches 
profondes du conducteur n'influent pas sur le phénomène électro- 
magnétique. L’onde qui se propage vers l’intérieur s’amortit si 
vite qu'elle « n'arrive pas» à atteindre la frontière opposée du 
corps. C’est pourquoi, quand il s’agit du champ dans un diélectrique, 
il est tout à fait indifférent que ce milieu soit limité par un métal 
d'épaisseur infinie ou par une couche relativement peu épaisse 
(fig. 30.3, c). L'action du conducteur n'est déterminée que par sa 
surface frontière et ne dépend pas du volume occupé, ce qui signifie 
qu’on peut en tenir compte à l’aide d'une condition à la limite. 

En effet, dans le conducteur, les vecteurs E et H de l’onde se 
transforment de façon continue en composantes tangentielles du 
champ sur la frontière (fig. 30.3, a) et, comme on peut parler de 
l'existence d’une onde plane homogène dans le conducteur, on a 
suivant (25.18) 


Enr Li We An: Zo)] = We [Vos Hmxls 


—_—  ,,, (30.11) 
; | Up {+ i 
We=4+n7/ DR où 
(vo = —Z, est le vecteur unitaire de la normale extérieure). Si on 


introduit sur la surface du conducteur un système local de coordon- 
nées cartésiennes, la relation (30.11) peut se mettre sous la forme 
suivante 


Emx = We my Emy= — WeHms: (30.11a) 


Les relations (30.11) et (30.11a) sont connues sous le nom de con- 
ditions aux limites approchées de Leontovitch. Leur applicabilité est 
déterminée par l'inégalité A° € R, où R est le rayon de courbure 
minimal du conducteur et où A° se calcule par la formule (30.10). 

Dans le cas d’un conducteur parfait on déduit de (30.11) une 
condition à la limite rigoureuse 


E, = 0 (6 — oc). (30.12) 

Dans ces conditions A°—+ 0 («un effet pelliculaire parfait », cf. 
n° 25.4). 

30.3. Absorption dans un conducteur. Courant et résistance super- 

ficielle. — Du fait d'une conductivité élevée, la composante tan- 
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gentielle du vecteur E peut avoir sur la surface des corps conducteurs 
une valeur très petite (cela concerne en tout cas les métaux aux fré- 
quences élevées). Pour cette raison, on utilise souvent pour résoudre 
des problèmes d’électrodynamique la condition à la limite idéalisée 
(30.12). Mais, quelque petite que soit la composante E., son existence 
ne peut être négligée s’il s’agit de tenir compte de l'absorption de 
l'énergie par le conducteur: dans le cas contraire, la composante du 
vecteur de Poynting dirigée vers l’intérieur du conducteur disparaîtra 
(fig. 30.3, a). En utilisant la condition à la limite (30.11), on a 


ü,= (WolËnu 20l, Hole LE He. (80.13) 


260A° 


La puissance de pertes P, se calcule comme la partie réelle du flux 
du vecteur complexe de Poynting passant à l’intérieur du conducteur 
à travers sa surface totale S: 


P,=Re $ Üds= & H2,. ds. (30.1) 
S S 


Quant à la composante H,., elle ne diffère souvent que très 
peu de la grandeur A»: | ox trouvée en résolvant le problème idéa- 
lisé sur un corps parfaitement conducteur. La résolution d'un tel 
problème peut servir de première étape dans la détermination de la 
puissance de pertes par la formule (30.14) où on introduit ensuite 
Hmr low. C’est le procédé le plus utilisé pour le calcul de P,. 

Remarquons ensuite, qu'en vertu de la loi d'Ohm j = 6E, la 
densité de courant j décroît vers l’intérieur du conducteur suivant 
la même loi (30.8) que le champ. Comme le courant est concentré au 
voisinage de la surface du conducteur, il peut être considéré comme 


un courant superficiel (n° 6.3) en prenant pour la densité Mn l'in- 
técrale 


im = | jm 43. (30.15) 


En fait, n est le courant qui passe par une couche d'épaisseur unité 
et indéfinie le long de l’axe des z (fig. 30.4, a) ; lorsque © — co, la 


densité de courant « conventionnellement superficiel » n se trans- 
forme en densité n de courant superficiel vrai. 


Si, sous le signe de l'intégrale (30.15), on remplace Îm par Em = 
= OWcond [Hm: Z0ol et on effectue l'intégration, alors en tenant 
compte de H,»: — Hm (0), on obtient 


Nm — Les 20] a [Vo; H nl (30. 16) 
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(Vo = —2Z9), ce qui coïncide, en ce qui concerne la forme, avec la 
condition à la limite correspondante pour un conducteur parfait, 
qu'on obtient à partir de (6.9) pour H, — 0. 

Notons maintenant que l’impédance d'onde Wecna du conduc- 
teur qui intervient dans les conditions aux limites de Leontovitch 
peut être considérée comme une impédance superficielle, en entendant 


par là le rapport de Æ£,,- à la densité n». Une telle interprétation 
découle directement des (30.11) et (30.16). La composante résistive 
de l’impédance superficielle Re Weona — 1/0A° est égale à la 
résistance d'un parallélépipède ayant une surface unité pour base et 


Fig. 30.4 


A° pour hauteur (fig. 30.4, b). La résistance ohmique d’un corps 
conducteur est donc égale à la résistance de son « enveloppe » d'épais- 
seur À° en courant continu. On s'explique ainsi l’origine du terme 
« profondeur de pénétration ». 

Pour un conducteur cylindrique de section transversale quel- 
conque (fig. 30.4, c), en supposant applicables les représentations 
introduites: A°< Rmin, le courant de conduction total peut être 
calculé comme l'intégrale 


În = $ Îm dl. (30.17) 
L 
Si la grandeur n est constante, 1 = nn L où Z est la longueur du 


contour de la section droite. Le rapport Z' — É-iI: exprime 
l’impédance rapportée à l’unité de longueur du conducteur. Il est 
évident que 

Z' = We/L = (1 + i)/(oN°L) (30.18) 


(ici, pour un conducteur de section ronde et de rayon À, on a L = 
— 21R). 
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L'effet pelliculaire du type considéré est dit fort si les conditions 
aux limites de Leontovitch sont applicables. Dans certains cas par- 
ticuliers et notamment dans celui d’une couche plane (v. plus loin 
exemple 3), ainsi que pour un fil rond ($ 52), il est facile d'examiner 
les divers degrés de manifestation de l'effet pelliculaire. 


Exemples et exercices 


4. Calculer la profondeur de pénétration aux fréquences f — 103, 106 et 
409 Hz pour les métaux et diélectriques typiques, en prenant les valeurs numé- 
riques aux tableaux des $$ 4, 5 (l'onde incidente provient de l'air). 


Elf-a) jf-4) 
7 
ral SELLE TZ val J[2) lka|>1 
Ela) j(@) 
Z 
Z 
a) b) 
2e] J[2) | Jlz) lkal&1 
Z z 
c) d) 
Fig. 30.5 


2. Soit une onde tombant suivant la normale à une surface métallique pla- 
ne. Montrer que la densité de flux d'énergie moyen dans le métal a pour expres- 
sion 

9 


= (Am), (30.19) 


où A1, est l'amplitude de l'intensité de champ magnétique de l'onde incidente. 
Obtenir la formule (30.19) par deux procédés : a) en utilisant le procédé indiqué 
du no b) en considérant l’onde transmise à partir de données de l’exemple 6 
u & 28. 
3. La figure 30.5, a représente la section droite d'une couche conductrice. 
Représentons l'amplitude complexe de l'intensité de champ électrique sous la 


forme En = Lo (Ae-ih: + Belk?) : on aura | 5 (d) = En (—d) = | d’où 


A = B. En continuant cette analyse, montrer que la densité de courant dans la 
couche est caractérisée par l'amplitude complexe 


Îm — CE, D En. (30.20) 


cos kd 


L'effet pelliculaire sera fort pour | kd | 1 et faible pour | kd | & 1. Cons- 
truire, pour diverses valeurs de | kd |, des graphiques du type de ceux indiqués 
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sur les figures 30.5, b, c et d. Montrer que la densité de courant superficiel con- 
ventionnel déterminée comme l'intégrale du type (30.15) dans les limites (—d, d) 
est égale (en notation complexe) à 


à , 20 1—i 
Mn = Émetekd (x=). (30.21) 

Vérifier que la formule (30.18) est valable pour un effet pelliculaire fort. 
Obtenir l'expression de l’impédance pour un effet pelliculaire faible. Dans 
les deux cas, on a en vue l’impédance rapportée à l'unité de surface. 

4. Dans quel domaine de fréquences peut-on appliquer la formule (30.18) 
pour un fil de cuivre de 1 mm de diamètre? 

5. Comme le montre le résultat obtenu dans l’exemple 1 du $ 5. chaque 
volume élémentaire d’un conducteur est soumis à une force. Si l'effet pelliculai- 
re est fort, cette force peut être rapportée à l’unité de surface et considérée com- 
me une pression exercée sur la surface. Cette pression s'exprime évidemment par 


p= | f d= ( [j, B]dz (30.22) 
0 0 


(cf. la formule (30.18)). En se servant des résultats obtenus dans la théorie de 
l'effet pelliculaire fort, montrer que la pression moyenne p a pour valeur 


P=20 7 Ubolar- (30.23) 


Quelle est cette valeur pour une incidence normale de l'onde? 

Signalons d la pression de radiation, prévue par la théorie électrodynami- 
que, a êté pour la première fois mise en évidence en 1901 dans les expériences du 
savant russe P. N. Lebedev. 


III. ONDES LOCALEMENT PLANES 
ET REPRÉSENTATIONS PAR DES RAYONS 


$ 31. Ondes localement planes 
et notions d'optique géométrique 


31.1. Ondes localement planes et notion d’iconal. — Pour tout 
champ électromagnétique on peut écrire les représentations suivan- 
tes des amplitudes complexes des vecteurs E et H: 


E,, = Eeriv, H, = Hein, (31.1) 
‘Ici, €, #Æ et p sont certaines fonctions des coordonnées (complexes 
en général). En effet, connaissant les amplitudes complexes En et 


H»h, il suffit, pour obtenir (31.1), de choisir une fonction quelconque 


et poser À —= Emneï® et X — Heiv. Les cas qui présentent un 
intérêt particulier sont ceux où la variation de & et # en fonction 
des coordonnées est beaucoup plus lente que celle de ®. 
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Si €, et œ@ sont réelles, les formules (31.1) décrivent une 
onde dont le front est une surface 


p (r) = constante. (31.2) 


C'est une certaine onde non plane et non homogène (en général); 
la fonction porte le nom d'iconal de cette onde. 

Rappelons que l'équation du front d'onde plane a été déjà écrite 
sous forme générale au n° 25.6. Son iconal en coordonnées cartésien- 
nes est une fonction de la forme œ (r) — Ax + By + Cz. Pour une 
onde sphérique, œ (r) — kr. Les ondes non planes et non homogènes 
ont été déjà sommairement étudiées au n° 24.3, où nous avons intro- 
duit la notion d'ondes localement planes, c'est-à-dire telles que dans 
le domaine considéré le phénomène ondulatoire diffère peu de l'onde 
plane. 

Afin de préciser le concept d'ondes électromagnétiques locale- 
ment planes, écrivons le système d'équations de Maxwell (20.19) 
dans la variante homogène (j°*! — 0) en y introduisant les repré- 


sentations (31.1). Suivant (A.1.35), rot E, = e7i9 rot € + [Ve-ir, €] 
où Ve-if— —ie is Yo. En effectuant ces opérations et des opérations 
analogues, on obtient 


rot GX + il, Vol — iweseé, 
rot € — i[Vp, 6] = —iouu#. 


L'exigence de la faible dépendance de & (r) et “# (r) vis-à-vis 
des coordonnées par rapport à celle de q (r) sera énoncée sous la forme 


|'rot $ | | rot € | 


(31.3) 


[IVe, 6] LT À og volt Volr < 1, (31.4a) 
ou encore, sous une autre forme équivalente, 
| roté | | rot SG | | 
ou | HZ | SHAMSE &o | £6 | € 1. (31.4b) 


Si les conditions (31.4) sont satisfaites, les équations de Maxwell 
(31.3) peuvent être remplacées, à un degré de légitimité plus ou 
moins grand, par les équations 


[, Vol = weeé et [Vp, El] = ouuY. (31.5) 
Soit, ensuite, un milieu isotrope qui peut être pourtant inhomogène. 
De (31.5) on déduira sans peine les équations suivantes: 


[[Vy, 6], Vol = k*E (31.6) 
et 

(Ve, L#, Voll = AH, (31.7) 
où, comme précédemment, k° — (w/c)* eu, mais le nombre d'onde k 
peut être considéré maintenant, de même que la permittivité & et la 
perméabilité u, comme une fonction des coordonnées. 


13—01:69 
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En utilisant l'identité vectorielle (A.1.5), on tire de (31.6) ou de 


(31.7) 
(Vp}*® = k*. (31.8) 
C'est l'équation de l’iconal. En coordonnées cartésiennes, elle est de 
la forme 


(5) +5) +52)" =2e (6180) 


I1 reste à discuter les résultats obtenus. Se- 
lon (31.5), les vecteurs €, # et Vo sont per- 
pendiculaires entre eux et forment un trièdre 
direct : il en est de même des vecteurs E, H 
et Vo. Le gradient de l’iconal Vo a donc 
partout la même direction que le vecteur de 
Poynting I —[E, H]. En même temps Vo 
indique le sens de la normale à la surface 
du front d'onde œ— constante (fig. 31.1). 

I1 ressort de cet examen que le vecteur unitaire de la normale au 
front d'onde v, s'exprime par l’iconal à l’aide de la formule 


Vo = Vp/I Ve |. (31.9a) 


Puis, en tenant compte de (31.8), on obtient la représentation du 
vecteur d'onde # (25.36): 


k=vk=VR= ve, (31.9b) 


Fig. 31.1 


où v est une coordonnée normale au front qui a les dimensions d’une 
Jlongueur. Il est évident que dans les formules initiales (31.1) on a 


ne Loo+ Le v+...] 


A e-ie(0)e—iR(0)v, 

et la phase (0) n'étant pas déterminée, le facteur exponentiel corres- 
pondant doit être considéré comme une constante indéterminée. 
Ainsi, en partant des formules (31.5) et en développant des raison- 
nements correspondants, nous arrivons à une représentation locale 
du champ électromagnétique sous la forme 


Ë, — Ge inv, H. — dertiav, 
e e (31.10) 
= _ Uoh 
En = W [mi Vlr W=Y He. 


On voit que dans un domaine suffisamment petit ce champ que 
nous appellerons onde localement plane est indiscernable de l'onde 
électromagnétique plane homogène que nous avons étudiée au $ 25. 

Remarquons à titre de conclusion que toutes les opérations effec- 
tuées sont valables lorsque la permittivité et la perméabilité sont 
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complexes, pourtant l'équation de l'iconal est généralement énoncée 
pour un milieu non absorbant ; les valeurs de # et sont alors réelles. 

"31.2. Représentations d’optique géométrique. — L'équation de 
l'iconal est considérée comme l'équation fondamentale de l'optique 
géométrique où les surfaces @ — constante sont des surfaces orthogo- 
nales à la famille de rayons (fig. 31.2, a) qui sont des lignes de force 


Ps 


Fig. 31.2 


du vecteur Vo ainsi que du vecteur d'onde k ou du vecteur de Poyn- 
ting. Or, en utilisant ces deux derniers termes, nous sortons déjà du 
cadre de notions adoptées en optique géométrique. 
En partant de (31.9b), écrivons 
dq 2 FT. 
ns =kæ=—n, (31.11) 
où est introduit l'indice de réfraction n = Y eu (n° 27.2). La figure 
31.2, b représente deux surfaces équiphases et un rayon qui relie. 


les points À et B situés sur ces surfaces. [En intégrant (31.11) sur v 
de À à B, on obtient 


B B 
fret | ndv=p(B)— (4). (31.12) 
A A 


C’est l'expression de la longueur optique du segment de rayon qui est 
égale à la différence de phase aux points final et initial. 


Dans le cas d’un milieu homogène (7 = constant) le résultat 
(31.12) prend la forme 


p(B)—p(4)=kd=< nd, (31.13) 


où d est la longueur du chemin le long du rayon. 

Soit une onde plane se propageant dans un milieu homogène 
et supposons qu'à une certaine position du front corresponde la 
valeur de phase ®,. Les valeurs de Vo étant les mêmes en tous les 


14% 
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points du front (fig. 31.3, a), chaque position suivante du front 
(phase D) sera un plan parallèle ; tous les rayons seront dans ce cas 
des droites parallèles. Les ondes sphériques se propagent dans un 
milieu homogène de façon analogue aux ondes planes (fig. 31.3, b). 
Mais ni le front plan, ni le front sphérique ne se conservent si le 
milieu propagateur est hétérogène. Les figures 31.4, a et b montrent 
bien que les valeurs de Vo en divers points du front initial d’une 
onde plane (a) et d’une onde sphérique (b) sont différentes comme il 
résulte de (31.11). Lors de la propagation, le front d'onde se déforme 
et les rayons s’incurvent. 

On montre facilement que de toutes les lignes possibles reliant 
entre eux les points À et B (fig. 31.2, b et 31.5), le rayon est la ligne 

Ve le long de laquelle le chemin optique 

est minimal, c’est-à-dire 


NP B 5 
Go | n d\ = min {n dl, (31.14) 

À À 
y ? où au premier membre l'intégration 
ü) b) s'effectue sur le rayon v, alors qu'au 
Fig. 31.3 second membre on a en vue les di- 


vers chemins possibles /. Cet énoncé 
est connu sous le nom de principe de Fermat. 
Pour justifier le principe de Fermat, on procède de la manière 
suivante. L'intégrale définie 


B 
| Vatl= (B)—« (4) (31.15) 
A 


ne dépend pas du chemin d'intégration (des propriétés analogues 
caractérisent le potentiel électrostatique, n° 11.3). Si le chemin d'in- 
tégration ne coïncide pas avec la ligne du rayon (fig. 31.5), on a 


{B B B 
| vod= | rame | n cos a dl 


(v. (31.9b)), où cos & = (vo, T0) est le cosinus de l'angle entre la 
direction du rayon (w) et le chemin d'intégration (x;). En parti- 
culier, si l’on prend le chemin d'intégration le long du rayon, on 
doit poser cos « — 1. Mais l’intégrale (31.15) est indépendante du 
chemin et donc 

B B 
| n cos à di = | n dx. 

A 


A 
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Par conséquent, 


B g 
| n dl> | n dv 
À À 


parce que l'existence du facteur cos &« 1 ne peut avoir pour résultat 
qu’une diminution de l’intégrale dans la relation précédente. Le 
sens de l'inégalité obtenue est le même que celui de l'énoncé (31.14). 

31.3. Sur l’applicabilité de l’optique géométrique. — Le critère 
de validité de l'équation de l’iconal est constitué par les inégalités 


Vo Vy 
Y- 
#, ? ? 
a) û) pl4) pl6) 
Fig. 31.4 Fig. 31.5 


(31.4a) ou (31.4b). En examinant ces dernières, on voit tout de suite 
qu’à la limite, lorsque w —+ , l'optique géométrique est valable ?). 
Supposons que les paramètres e et u soient réels. Dans ces conditions, 
les inégalités (31.4b) peuvent se mettre sous la forme 


| rot 6 | W rot | . à 
ERP ve ; 4 : . 1 
PT LEON — < K, (31.15) 
ou 

| rot € | , Wlrot | 


À | | 

W, ket À — 2x/k sont, en général, des fonctions des coordonnées. 

Puisque les composantes du rotationnel d’un vecteur s'expriment 

par les dérivées premières des composantes de ce vecteur, les inégali- 
Ld æ e Ld e e Li e e e W / 

tés écrites seront vérifiées à priori si rl & 2n et Te (SE << 

» 

& 21, où e et À sont respectivement les composantes des vecteurs E 

et H et £ est une coordonnée cartésienne quelconque. Par suite, il 
suffit d'exiger que 

| Axe | 

W |A] 


& 21 et À ES & 27. (31.16a) 


W | Ah | 


9 1 47 
FA & 2x, (31.17) 


& 21 et 


1) Dans l'hypothèse où les dérivées spatiales du champ sont bornées ; en 
électrodynamique il existe des problèmes pour lesquels cette condition n'est 
pas réalisée. 
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” 0 : : : 
où de = À est l'accroissement de la valeur lentement variable 


de e sur la longueur À, etc. 

Dans le cas d’un milieu hétérogène, la faible variation du champ 
exigée est concevable pour une variation respectivement lente des 
propriétés du milieu (des paramètres e et 1) et, par suite, du para- 
mètre À. 


Exemples et exercices 


1. Les premiers membres des inégalités (31.4), quelles valeurs prennent-ils 
dans le cas d'une onde plane homogène? 

2. La figure 31.6 représente deux systèmes de focalisation souvent utili- 
sés en optique et dans la technique des antennes : un miroir et une lentille. Leur 
action se ramène grosso modo à ce qu'une onde plane tombant sur l’objet donné 


Fig. 31.6 


(représentable par des rayons parallèles) fait naître un champ auquel corres- 
pond un système de rayons ei convergent en un certain point appelé foyer. Le 
miroir, de même que la lentille, ne peuvent être analysés dans le cadre de l'op- 
tique géométrique que si un néglige l'effet de bord, l'exigence (31.4) n'étant 
as réalisée sur le bord. Procéder ainsi est admissible lorsque les dimensions de 
a lentille ou du miroir sont grandes par rapport à la longueur d'onde. 

Pour déterminer le profil voulu du miroir, on peut appliquer le principe de 
Fermat. Le milieu étant homogène, les longueurs optiques et géométriques des 
rayons ne diffèrent que par la présence d'un coefficient constant. On doit donner 
au miroir un profil tel que le rayon incident tombe, après la réflexion sur le mi- 
roir, au foyer © (fig. 31.6, a) en parcourant un chemin minimal. Cette exigence 
étant valable pour tous les rayons, tous les chemins doivent être égaux. En par- 
tant de l'égalité de la somme des segments d + r = constante pour tous les 
P (x. y), montrer que le profil du miroir se décrit par une parabole 

y? = 4f (x + f). (31.18) 

Vérifier que les rayons incidents et réfléchis obéissent à la première loi de 
Snellius (pour l'origine des angles d'incidence et de réflexion prendre la normale 
à la surface du miroir). 

3. En appliquant le principe de Fermat sur une lentille (fig. 31.6, b), on 
doit partir de l'égalité des chemins optiques sous la forme Y 1°? + y? = f + 
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+ ñ (x — f) où ñ = ne/n, (le deuxième milieu est constitué par le diélectrique 
de la lentille). Montrer que le profil de la lentille est elliptique : 


(z — zo)tla? — ya/6® = 1, (31.19) 
où tm =nf{(i+i)t, a = ft(ñn +1), = ff (A — 1) (nr + 1)-1 


Vérifier que le passage des rayons à travers la frontière curviligne de la len- 
tille obéit à la deuxième loi de Snellius. 


4. Déduire les première et deuxième lois de Snellius à partir du principe 
de Fermat, en minimisant la longueur du rayon polygonal. 


$ 32. Rayons dans des milieux hétérogènes. 
Réfraction 


32.1. Détermination de la courbure des rayons. — La réfraction 
ordinaire des rayons sur la surface de séparation entre deux milieux 
différents se transforme en leur incurvation lorsque l’hétérogénéité 
du milieu est lisse. La réfraction classique a été examinée au $ 27 


Fig. 32.1 


des positions rigoureuses : le phénomène ondulatoire a été réduit à 
l'imposition des solutions connues des équations de Maxwell. La 
théorie de la réfraction est liée à la notion d'ondes localement planes 
et aux méthodes de l'optique géométrique. Ci-dessous nous obtien- 
drons des relations différentielles qui montrent comment la courbure 
du rayon dépend de l'hétérogénéité du milieu. 

Considérons un petit élément plan Av de rayon compris entre les 
points { et Af° (fig. 32.1). En le représentant comme élément d'arc 
de rayon R, on a Av — «A où l'angle « s'approche de plus en plus, 
lorsqu'il diminue, de la valeur de Av,/v, — Av, où Av, est la valeur 
absolue de l’accroissement Av, du vecteur unitaire v, de la tangente 
au rayon (v, = 1). Par suite, à la limite, lorsque &« —+ 0, 


R = dv/dv,, (32.1) 


où À est le rayon de courbure du rayon au point A7. Comme caracté- 
ristique vectorielle de la courbure on utilise la grandeur 


K = R,/R = dv,'dv. (32.2) 
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Il est évident qu’en coordonnées cartésiennes 
dVo _ AW dr Wa dy Vo dz 
dv ox SSSR T7 oy ue 9 dv — 


Ov Ov 
Vox SEE : y Voy + e-— Vozs (32.3) 


où on a tenu compte du fait que les Frs dx/dv, dy/dv et dz/dv 
sont des cosinus directeurs et donc des projections du vecteur uni- 
taire v,. Ecrivons une égalité que nous aurons à utiliser par la suite 


Vox VVox + VoyVVoy + VozVVoz = 0. (32.4) 


Elle est obtenue en calculant le gradient Vw = V (v5, + V5, + 
+ vi); cette quantité est nulle car vi = 1. En rassemblant (32.3) 
et (32.4), on a 

dVo 


av — Vox (Tr vre) + Voy (Te vvo) + Voz (Se v.). 


Puis, comme la projection sur les axes donne 


dVox = dVox OVoy ] . ( Vox Vo: } =. 
= Voy nn CN 


dv dy 7 dx oz Ux 


= [Vos rot Vol) 


etc., on obtient la relation 


K = dv,/dv = —[w, rot v,l. (32.5) 
En raison de (31.9) et (A.1.33) 
rot von = O0, (32.6) 
donc 
| rot Vo = = [Vr, Vol (32.7) 


en vertu de (A.1.35). En introduisant (32.7) dans (32.5), on obtient 
la relation différentielle suivante : 


K=— [Vo [Va vol], (32.8) 


qui permet d'évaluer la courbure du rayon dans un milieu hétérogène 
si l’on connaît l'indice de réfraction #7 comme fonction des coordon- 
nées et que la direction du rayon soit donnée en point considéré M 
par le vecteur unitaire v. 

Ecrivons encore deux formes de la relation (32.8). L'une d'elles 
est obtenue directement, en développant le double produit vectoriel 
à l’aide de la formule (A.1.5) 


K=<{Vn—v (voVn))}. (32.8a) 
L'autre forme 
= (Von) = Vr (32.8b) 
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est obtenue à partir de (32.8a) si l’on tient compte du fait que 
d (von)/dv = n dv,ldv + vw (vo Vn). 

32.2. Réfraction dans des milieux stratifiés. — Analysons les 
conséquences les plus simples découlant des résultats obtenus. 


fi 7 fo 75 
() d) 
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Te +) | | 
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Va 


E) 


f) 
Fig. 32.2 


Si le milieu est homogène (n — constant), alors Vnr = 0 et donc, 
en vertu de (32.8), K = 0, c’est-à-dire que le rayon de courbure du 
rayon est toujours infini: les rayons sont des droites. 

Fixons notre attention sur des milieux stratifiés. Dans le cas 
d’un milieu stratifié plan les surfaces 7 — constant sont des plans 
parallèles ; si ces surfaces sont des sphères concentriques, le milieu 
est dit stratifié sphérique; d’autres types de milieux stratifiés 
présentent un intérêt moindre. 

Si dans un milieu stratifié se propage une onde dont le front 
@ — constante coïncide avec la surface #7 = constant, les vecteurs 
v, et Vn sont parallèles et donc, en vertu de (32.8), K — 0. Les 
rayons restent des droites et le front d'onde se propage sans défor- 
mations. Ceci est montré sur les figures 32.2, a et b. 


202 ONDES ÉLECTROMAGNETIQUES [CH. III 


Supposons qu’en un certain point d’un milieu stratifié le rayon 
soit dirigé le long de la surface nr — constant, c'est-à-dire que les 
vecteurs v, et Van soient perpendiculaires entre eux. Alors, l'égalité 
(32.8a) prend la forme 


K = Vn'n. (32.9) 


Puisque le vecteur K — R,/R est dirigé dans le sens de la déviation 
du rayon (en tant que dérivée dv,/dv, suivant (32.2)), le rayon s'’in- 
curve, comme le montre la relation (32.9), dans le sens de la crois- 
sance de la densité optique du milieu (fig. 32.2, c et d). 

En général, les vecteurs v, et VA font au point d'observation un 
angle quelconque 6,. Dans ces conditions le rayon est aussi infléchi 
dans le sens de la croissance de l'indice de réfraction du milieu 
(fig. 32.2, e et f); on peut s’en assurer facilement en décomposant w 
en des composantes transversale et longitudinale par rapport à Vn. 

Dans le cas d’un milieu stratifié plan Vn = z, dn/dz et vozo = 
— cos 6,, si bien que la formule (32.8a) prend la forme 


7 = LT (2 —v cos 6). (32.10) 


n ds: 
En élevant au carré les deux membres et en extrayant ensuite la 
racine carrée du nombre obtenu, on peut trouver le rayon de cour- 
bure R, en affectant le résultat du signe moins, on obtient 


n 4. 
io (dn;dz) sin 6, * (32.11) 


Ce choix du signe correspond à la convention adoptée pour le sens 
du rayon: ce dernier est positif si la convexité du rayon est tournée 
vers le haut. La courbure du rayon est négative (fig. 32.2, e) lorsque 
la densité optique du milieu croît le long de l’axe des z (dn/dz > 0), 
et positive (fig. 32.2, f) si cette densité décroit. 

Remarquons qu'une forme particulière de la relation (32.11) 
correspondant à l'angle 6, — 90° s'obtient directement à partir 
de (32.9). 

En considérant toujours un milieu stratifié plan, multiplions 
vectoriellement les deux membres de l'égalité (32.8b) par z,. On a, 


[d (von)/dv, 20] = 0, (32.12) 


car [Vr, z,]= 0. Ensuite, puisque dz,/dv — 0 (z — constant), 
écrivons 
d (von, zol/dv = 0, 
d’où 
n [Vo, Zol —= const, (32.13) 
ou encore 
n sin Ÿ — const. (32.13a) 
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Jl s'agit ici de la constance de la valeur suivant la longueur du rayon 
(en tous ses points). 


Si l’on considère l'origine du rayon (n — n,et Ô — 6,), la relation 
obtenue prend la forme de la deuxième loi de Snellius 


n Sin Ÿ = 7" Sin 06. (32.14) 


C'est une généralisation de cette loi de l'optique géométrique aux 
milieux stratifiés plans (fig. 32.3. a). On ne doit cependant pas 


LH 
lo > 
PRE 2 TILL, Couche de 
A —— } transition 
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Fig. 32.3 


oublier qu’en dehors du domaine de validité de l'optique géomeétri- 
que, l'égalité obtenue ne peut être considérée comme étant justifiée, 
alors que les lois de Snellius restent justifiées parce qu'elles décou- 
lent de la résolution d’un problème d'’électrodynamique (n° 27.2). 

Une des conséquences de l'égalité (32.14) est explicitée sur la 
figure 32.3, b. On y voit l'incidence du rayon sur une frontière 
«floue » entre deux milieux qui présente une couche intermédiaire 
à l’intérieur de laquelle l'indice de réfraction varie, de façon con- 
tinue. mais arbitrairement, dans les limites de n, à n,. En raison de 
(32.14), la loi de Snellius reste la même que dans le cas d'une fron- 
tière nette: 7, sin ®, — n, sin #,. Mais la validité de cette loi 
n'est maintenant plus absolue (v. plus haut). 


Exemples et exercices 


1. Obtenons la relation (32.11) par une méthode simple, sans avoir recours 
aux formules plus générales indiquées au n° 32.1. La figure 32.4 montre deux 
positions du front d'onde (g, et @,) lorsque l'onde se propage dans un milieu 
stratifié plan. Lorsque le front se déplace le long des rayons v, et v,, les chemins 

arcourus sont Al, et Al,. Ces chemins sont différents, car ils se situent à des 
auteurs différentes qui se distinguent d’une quantité Az: 
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où + est le temps de déplacement du front d'onde. En partant des considérations 
géométriques (similitude des triangles), on constate immédiatement que 

Al—Al _ Al 

Az/sinÿ  R 
D'où 

R=lim Az/sin 0 —n 
 +-01—Ah/Al2  (dnid:) sin 8 ? 

relation qui coïncide avec (32.11). 


2. Soit un rayon pénétrant dans un milieu stratifié parallèlement aux cou- 
ches. Supposons que suivant la normale au rayon, le coefficient de réfraction 


Fig. 32.4 


du milieu double et reste ensuite constant dans tout le demi-espace. Sous quel 
angle le rayon entrera-t-il dans le milieu homogène ? 

3. Obtenir la loi généralisée de Snellius de la forme (32.14) pour un milieu 
stratifié sphérique. 


$ 33. Résumé du chapitre 3 


33.1. Sur le caractère ondulatoire du champ électromagnétique. — 
En conclusion de ce chapitre, reprenons les questions déjà abordées 
dans Îl’Introduction. Le concept d’ondes électromagnétiques est le 
résultat d’un processus complexe lié au développement de la théorie 
physique. Avant Maxwell, la conception prédominante en électro- 
dynamique était celle de transmission instantanée des interactions, 
c'est-à-dire d'actions à distance sans intermédiaire du milieu. A la 
suite de Faraday, Maxwell a particulièrement étudié le rôle du 
milieu; le développement ultérieur de la physique a conduit à la 
théorie de la relativité d'Einstein qui a établi la limite supérieure 
de la vitesse à laquelle peuvent se propager les interactions quelles 
qu'elles soient. Selon les dernières théories, le caractère ondulatoire 
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du champ électromagnétique est évident : la propagation du phéno- 
mène avec une vitesse finie donne nécessairement lieu à un retard 
des variations temporelles, ce qui constitue précisément une onde 
(n° 24.1). 

L'introduction par Maxwell du courant de déplacement lui a 
permis d'établir le caractère ondulatoire des phénomènes électro- 
magnétiques (sous forme d’hypothèse sur la nature électromagnétique 
de la lumière). Comme nous l'avons vu au n° 20.1, si dans les équa- 
tions de Maxwell on néglige le courant de déplacement (en posant 
64D/ôt = 0), on obtient au lieu des équations de d’Alembert (20.5) 
et (20.6) les équations de Poisson (qui se réduisent aux équations de 
Laplace lorsque leurs seconds membres deviennent nuls) qui inter- 
viennent dans la théorie des champs stationnaires. Or, ces mêmes 
équations s’obtiennent à partir de (20.5) et (20.6) dans l'hypothèse 
où la vitesse du phénomène ondulatoire est infinie (c/V eu — co), 
c'est-à-dire lorsque l'onde disparaît. 

Les phénomènes électromagnétiques se manifestant dans les 
conducteurs méritent une remarque particulière, car l'existence du 
courant de déplacement y est néglisrée. Quand on considère des 
champs variant harmoniquement en EL du temps, on choisit 


la permittivite électrique € — sise (n° 25.4, v. aussi 


n°5 20.2, 5.3). Mais en général, si on iéliee le courant de déplace- 


ment dans un milieu conducteur, on est conduit à la forme suivante 
de l'équation (20.6): 


V?E — ILES — 0 (33.1) 


{p = 0), où on a tenu compte de j = 6E. En rapprochant cette 
relation (33.1) de l'équation d'onde 
x Eu 0d?E 
obtenue à partir de (20.6) lors de l'analyse des champs libres dans 
un diélectrique parfait, on constate qu'elles présentent des diffé- 
rences profondes. Elles appartiennent à des classes différentes: la 
première est du type parabolique, alors que la deuxième est hyper- 
bolique (1.1]. D'après sa forme, l’équation parabolique (33.1) coïncide 
avec l'équation homogène de la chaleur ou avec l'équation de diffusion 
(à cette différence près que les équations mentionnées sont scalaires). 
Les ondes électromagnétiques dans un conducteur, exprimées par les 
solutions de l'équation (33.1), diffèrent de façon notable des ondes 
électromagnétiques « vraies » traduites par les solutions de l'équation 
d'onde (33.2). Les premières sont assez voisines des ondes dites 
« ondes de température » ([I.1], chapitre 3, Annexe 1). 
33.2. Phénomènes électromagnétiques et leurs modèles théori- 
ques. — Les ondes électromagnétiques planes homogènes que nous 
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avons étudiées n'existent pas dans la nature. Comme il résulte de 
l'énoncé même du problème ($ 25), un tel phénomène ne pourrait 
exister que dans un milieu homogène infini; pour toute amplitude 
finie le champ posséderait une énergie infinie. Mais en examinant ce 
champ idéalisé, nous étudions les traits principaux des champs réels 
qui peuvent être localement (c'est-à-dire dans un certain domaine 
de l’espace) voisins des ondes planes homogènes. C'est un exemple 
de modèle théorique utile, simple et proche de la réalité. 

Le problème de l'incidence de l’onde sur la surface de séparation 
infinie entre deux milieux différents fait naître un modele théorique 
un peu plus compliqué, mais en revanche, plus fécond. En exami- 
nant au $ 28 les variantes de ce problème, nous avons analysé les 
divers types de phénomènes ondulatoires qui se rencontrent dans la 
nature et sont utilisés en technique avec des modifications plus 
complexes. 

Les problèmes de l'incidence des ondes sur des corps de dimensions 
finies sont sensiblement plus proches de la réalité. Ce sont des 
problèmes de diffraction, beaucoup plus difficiles au sens mathéma- 
tique. Une section du chapitre suivant est consacrée à leur étude. 

Au $ 29 nous avons passé en revue les variantes idéalisées de 
certains systèmes électrodynamiques importants en radiotechnique. 
Le résonateur plan est le prototype des cavités électromagnétiques 
résonnantes ; l'exemple du résonateur plan a permis de discuter encore 
une fois du sens de la pulsation complexe (n° 22.1). Les guides 
d'ondes plans, creux et diélectrique, sont les exemples les plus 
simples de systèmes de guidage auxquels on est parvenu à partir du 
problème initial de l'incidence de l'onde sur la surface plane de 
séparation entre deux milieux. Une théorie cohérente des systèmes 
de guidage et des résonateurs est exposée au chapitre ». 

Le même modèle théorique de base permet d'expliquer l'effet 
pelliculaire dans les conducteurs ($ 30); pour une étude plus appro- 
fondie de l’effet pelliculaire voir le chapitre cinq ($ 52). 

33.3. Electrodynamique et optique. — On sait que les phéno- 
mènes d'optique sont des phénomènes électrodynamiques lorsque 
les longueurs d'onde sont extrêmement petites devant les dimensions 
des objets. C'est pourquoi, premièrement, les lois rigoureuses de 
l'optique apparaissent comme des conséquences des propositions 
générales de l’électrodynamique (c'est ainsi qu'ont été obtenues 
les lois de Snellius au n° 27.2) et, deuxièmement, les notions et 
‘concepts élaborés en optique s'avèrent utiles lors de l'étude de 
nombreux objets électrodynamiques et en particulier des objets 
radiotechniques ?). Le fait est que lorsque les ondes radio-électriques 


1) La similitude des phénomènes utilisés ainsi que l'interpénétration des 
idées et des méthodes de la radiotechnique et de l'optique se sont accentuées à 
a suite de l'emploi courant de lasers produisant une émission cohérente. 
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se propagent dans la nature, dans les antennes, etc., les dimensions 
des objets peuvent être très supérieures à la longueur d'onde: cela 
est valable, en tout cas, pour des systèmes dits quasi optiques ($ 56). 

Aux $$ 31, 32 nous avons établi que les lois de l'optique géométri- 
que sont héritières des équations de Maxwell dans l'énoncé général 
du problème, y compris l'examen des milieux hétérogènes. Les lois 
de la réfraction mises en évidence au $ 32 sont importantes pour 
expliquer les particularités de propagation des ondes radio-électri- 
ques ($$ 69, 70). 

33.4. Remarques finales. — Les problèmes résolus dans ce 
chapitre concernent les champs électromagnétiques existant en 
l'absence de sources. L’onde plane homogène fournit l'exemple le 
plus simple d’un tel champ libre (n° 22.1) dont l'amplitude et la 
phase initiale restent indéterminées. L'’excitation des champs par 
des sources données sera l’objet du chapitre suivant qui expose la 
théorie du rayonnement. Une place de choix sera réservée aux ondes 
électromagnétiques sphériques produites par des sources élémentaires. 


CHAPITRE 4 


RAYONNEMENT ET DIFFRACTION 


I. RAYONNEMENT 


$ 34. Problème fondamental de rayonnement 


34.1. Courant extérieur et champ de rayonnement. — Les notions 
de sources d'énergie du champ électromagnétique ont été introduites 
aux nn'$ 7.1, 7.3 et un peu élargies au n° 22.1. Par rayonnement, on 
entend le mouvement de l'énergie dans l’espace depuis la source. 

Soit donné dans une certaine région V- de l’espace libre, appelée 
région de la source (n° 7.3), un courant extérieur de densité je*t 
(entretenu par un apport d'énergie, n° 22.1), on demande de déter- 
miner le champ électromagnétique. Si le courant de densité j°*t est 
constant, alors, comme il a été montré au n° 18.2, le flux d'énergie 
à travers toute surface fermée S renfermant tous les courants est 
nul : 


blds=0  (0j**“lôt=0). (34.1) 
S 


L'énergie de la source est donc consommée « sur place » par un phé- 
nomène électromagnétique stationnaire. 

Si le courant extérieur est variable, l'égalité (34.1) n'est plus 
vérifiée et il se produit un rayonnement d'énergie vers l’espace en- 
vironnant. Pour déterminer le champ électromagnétique transpor- 
tant l'énergie, il faut trouver la solution des équations (20.5) ou (20.6), 
et, dans le cas des oscillations harmoniques de la source, la solution 
des équations (20.22) ou (20.23); au lieu de chercher la solution de 
ces équations on peut trouver au préalable les potentiels électro- 
dynamiques (on détermine généralement le potentiel vecteur À) 
et ensuite le champ. Comme les solutions générales des équations 
vectorielles inhomogènes de d’Alembert et de Helmholtz sont obte- 
nues au n° À.5.3, il suffit d'utiliser les formules (A.5.23) et (A.5.25) 
qui y sont données. 

Cependant on peut aussi parvenir à ces solutions par la méthode 
heuristique. 

Ecrivons l'équation de d’Alembert (20.5) sous la forme 


QE —<E PA D rot j* (34.2) 
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(on suppose que o = 0 et que la fonction j°*t soit suffisamment lisse). 
Supposons d’abord que le courant extérieur varie aussi lentement que 
l’on veut. Le champ magnétique peut être alors déterminé à chaque 
instant { comme s’il était produit par un courant dont la densité 
est constante et égale à la valeur de la fonction j°*t (r, t) à ce même 
instant. En d'autres termes, il faut prendre la solution (15.5) de 
l'équation (15.4) et l'écrire sous la forme 


cs. rot” JeXt(r’,t) ,, 
H (r, t) An | Tr À e (34.3) 
[| 
C'est un champ quasi stationnaire (n° 19.1). 
Au fur et à mesure que la vitesse de variation du courant exté- 
rieur augmente, la formule (34.3) deviendra de moins en moins exacte. 
En effet, d'après (34.3), le courant extérieur et le champ sont des 
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Fig. 34.1 


fonctions identiques du temps, ce qui signifie que les variations du 
courant doivent être suivies « instantanément » dans tout l’espace 
par celles du champ. Or, dans la réalité, l’action de la source ne 
doit se faire sentir qu'avec un certain retard parce que la propagation 
de l'énergie électromagnétique (et du signal) ne se produit pas d’une 
manière instantanée. 

Le temps que doit mettre l’énergie électromagnétique pour par- 
courir la distance |r —r” |, du point P (r’) situé dans la région de 
la source au point d'observation M (r), est At =1]r —r |[/v 
(fig. 34.1, a), où v est la vitesse de propagation du phénomène qu'il 
est naturel de prendre égale à c/V eu. En introduisant ce temps de 
retard dans la solution (34.3), on obtient 


rot” ext 
1 
H (r, ) = \ 
Vs 


à (LA 
p_ LL Ven 


lr—r" | 


dv’. (34.4) 
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On suppose par là qu’en déterminant le champ H (r, t) on doit 
tenir compte de l’état de chaque élément de la source à l'instant 
précédent t — At où la quantité At dépend d'une façon bien déter- 
minée de la distance |r — r’ | et varie au cours de l'intégration. 

En comparant les formules (34. 4) et (A.5.25), on s'assure que l« 
solution du problème est exacte. % je . 

Dans le cas des oscillations harmoniques 1) on a j°*t(r, t) — 
= jext (r) cos [ot — œ (r)], c'est-à-dire, avec les notations com- 


plexes : jet (r, t)= je (r) e'”!, où on a introduit l'amplitude com- 


plexe je*t(r) = jet(r)e-ist"). Dans ces conditions, l'expression 
sous le signe somme est 


Etes 


: Ven 
rot’ Fi : Le a = trot’ ir )}e' o (: à) _ 


. PO ’ t À uw 
=— ei(ut k | |) rot j> (r° ) (e=— Veu), 
si bien que 


. 1 rot’ jext(r') x rie 
(@t-hTr-r")) : 
H(r,t)= | re du’. 
Vs 


Comme H (r, t) — A, (r) eiv!, en rejetant le facteur commun eiv!, 
on obtient pour l'amplitude complexe de l'intensité de champ magné- 
tique l'expression suivante : 


EE 
= Vs] 


da . “ext |. 
4 | bn (= ge [EE etre lave. (34.5) 


Cette formule pourrait s’écrire tout de suite en vertu de (A.5.23), 
en considérant la solution de l'équation de Helmholtz 


VH,+kH, = —rot jt, (34.6) 


obtenue à partir de (34.2) lorsqu'on passe aux amplitudes complexes. 

Pour terminer, remarquons encore une fois que les raisonnements 
développés ont été nécessaires non pas pour trouver la solution du 
problème de rayonnement, mais plutôt pour comprendre les solutions 
formelles du type (A.5.23) et (A.5.25) dont la signification physique 
est liée au retard que présente le phénomène électromagnétique lors 
_de sa propagation. 

. Dans ce qui suit, nous utiliserons tout simplement les formules 
(A.5.23) et (A.5.25). Nous constaterons ainsi immédiatement que la 
solution (34.5) revêt une importance plus considérable que celle 
qui découle de l'énoncé initial’du problème. En effet, suivant (A.5.23) 


1) La déduction reste également valable dans |’ hypothèse plus générale où 
les composantes spatiales du courant j°xt ont des phases différentes. 
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la solution de l’équation inhomogène de Helmholtz (20.22), dans 
laquelle la permittivité e et la perméabilité sont complexes, a 
exactement la même forme. La solution (34.5) est donc aussi valable 
dans le cas du rayonnement dans un milieu absorbant. 

Souvent, le problème de rayonnement dû à un courant extérieur 
donné est énoncé sous forme des équations par rapport aux potentiels 
électrodynamiques (équations (20.11), (20.12) ou (20.25), (20.26)). 

En appliquant la formule (A.5.23), écrivons les solutions des 
équations (20.25) et (20.26): 


Hub jext r'he” ihlr-r’] | | _ 
A: (r) = Res dv (34.7) 
ve 
et 
: - ester lqiy fit") , | 
 m (r) = one | a dv’. (34.8) 
V 


LD 
æ 


34.2. Transformation et discussion de la solution. — La formule 
(34.5) doit être soumise à une transformation du type d'intégration 


par parties afin d'éviter la différentiation de la fonction jet, des 
opérations analogues ont été déjà effectuées au n° 15.1. 
L'expression sous le signe somme de (34.5) étant de la forme 


vd rot F(p=e-iÂl"-r"l/lr —r | et F = jet, on a selon (A.4.35) 


. ext —ihklr-."] 
Hatr)= = {| OR se 2 du" — 


\r-r"| 


— jh | sr’ 


* [grad' —— , j Du (r') [dv'}. 


La première intégrale se transforme à l’aide de (A.1.28) en intégrale 
de surface 

: Frs (r”) tree ss à ee " ", s' ext y 

\ rot pr 6 , ]m (r )}. 

Vo 


ah 


Comme la surface fermée S, renferme tous les courants, la quantité 
considérée est nulle. Effectuons sous le signe de Ja deuxième inté- 
grale la transformation suivante: 


—iklr=r| iklr-r | e=iklr-r] 
rad’ = =r ( : LE ————— 
ë rt "arr [r—r" 


(oo =tr--r)|r—r |", v.n 12.1); on a utilisé ici les formules 
(A.1.11) et (A.1.36). 
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En définitive, l'expression de la solution du problème de rayonne- 
ment (34.5) prend la forme suivante: 
7 1 1 1 + , ” Me , 
Hn(r)= 7 | TT, [im (r'), rogl e7#*! ldv”. 
Ve 


æs 


(34.9) 


La distribution du courant extérieur étant connue, la formule (34.9) 
permet de déterminer directement le champ magnétique de rayonne- 


ment; le champ électrique est ensuite calculé en introduisant Hn 
dans la première équation de Maxwell de (20.19). L'exigence, imposée 


initialement, que la fonction 7! soit lisse est maintenant supprimée ; 
il suffit que l'intégrale (34.9) existe. 

Le résultat obtenu permet de juger du caractère du champ de 
rayonnement. L'expression sous le signe de l'intégrale est la som- 
me de deux termes dont le rapport est égal en module 
à lklIr—r | — an} — - Par conséquent, si la distance de 
la source au point d'observation est très supérieure à la longueur 
d'onde (en cas d’absorption, au module du nombre complexe À), 
le premier terme devient négligeable. Si de plus la distance |r —r° | 
est grande par rapport aux dimensions de la région de la source V;, 
on aura fr —r" | & r (fig. 34.1, a). Ainsi, au fur et à mesure que le 
point d'observation s'éloigne, la variation des composantes de 


l'amplitude complexe H, se rapproche de la loi d’une onde sphérique 
(n° 24.3) 


f(r)=e "tr, (34.10) 
dont l’amplitude varie en raison inverse de la distance à la source 
si l'absorption est nulle (k est réel). La composante du champ de 
rayonnement qui se conserve à des distances suffisamment grandes 
s'appelle champ lointain. La loi (34.10) étant asymptotique, le 
champ magnétique satisfait dans son ensemble à la condition dite 
de rayonnement 


imr[ no 4x, (r) ]=0 (34.11) 


(v. n° A.5.3). 

Examinons de plus près la composante rapidement décroissante 
de la solution, correspondant au premier terme entre parenthèses 
de (34.9). Elle exprime un champ dit proche. Si la région de la source 
V; est petite devant la longueur d'onde, on peut indiquer une 
« zone » dans laquelle le champ proche est prédominant et détermine 
en fait tout le champ; cette région appelée zone proche est définie 


par la condition | < 1. Il est évident que dans la zone 
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proche e-tklr-"1 & 1, de sorte que la formule (34.9) se transforme 
en la loi généralisée de Biot et Savart (15.6) : la zone proche peut être 
considérée comme un système quasi stationnaire. 


Exemples et exercices 


1. En posant © = 0, écrire à partir de la formule (A.5.25) les solutions des 
équations de d’Alembert (20.6), (20.11) et (20.12). 
2. En se servant de la formule (A.5.23), écrire la solution de l'équation de 
Helmholtz (20.23). 
La figure 34.1, b représente une distribution linéaire d’un courant exté- 
rieur. Montrer que les formules (34.7) et (34.9), obtenues plus haut, prennent 


dans ce cas la forme 
—ih|r-r’| 


Am (r)= EE | 1 = —T al (34.12) 
L 
et 
Le ik EU | 
0 (pe er) TE ral. (84.13) 


4. Exprimer les fonctions vectorielles Am et Hn dans le cas où le rayonne- 


ment est produit par un courant extérieur réparti avec une densité n°! sur une 


certaine surface Se. 


$ 35. Elément électrique rayonnant 


35.1. Rayonnement d’un élément de courant et dipôle de Hertz. — 
Considérons, à titre d'exemple simple de l’application des résultats 
obtenus au $ 34, le rayonnement produit par un courant extérieur 


Fig. 35.1 


rectiligne circulant le long d’un petit tronçon; supposons que ce 
soit le tronçon (—[/2, 1/2) placé, comme indiqué sur la figure 35.1, 
en coordonnées sphériques. 

En admettant que la région de la source est un cylindre très 
mince dans la section droite duquel la densité de courant j°*t est 
constante, ou en utilisant l’appareil de la fonction delta (Annexe 2), 
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ramenons la formule (34.9) à la forme 
1/2 


e 1 1] e Â . 14 . . nine , 
ne | (re +) NE Mo on] dé! 
1/2 
(35.1) 
Exigeons la réalisation de deux conditions de petitesse 1): 
l&r et 1<AÀ. (35.2) 


La première signifie que r — r’ et r sont voisines en grandeur et en 
direction, si bien que le facteur entre parenthèses sous le signe somme 
peut être considéré comme constant et égal à 1/r° + ik/r, alors que 
le produit vectoriel {z,,r,,] peut être pris pour [z,, ro] = &, sin #. 
Quant à la deuxième condition, elle permet de prendre au lieu de 
e-iklr-""l, une grandeur constante e-'*"; au cours de l'intégration, 
|r — r° | ne peut différer de r de plus de //2, mais quelle que petite 
que soit cette grandeur comparée à r, les variations de e-ixl”-"" 
seront considérables si la condition L & À n'est pas satisfaite. 
En supposant que la valeur de Z!*t est constante sur le tronçon 
élémentaire et que les conditions (35.2) sont réalisées à un degré 
aussi élevé que l’on veut, nous obtenons, à partir de (35.1), l’expres- 


sion suivante pour l'amplitude complexe de l’intensité de champ 
magnétique de rayonnement : 


: 'ÉNIE RST 2 URTE 
Hm = @o 2 (+ +) er sin 6. (35.3) 
[1 n'est pas difficile de trouver maintenant le champ électrique: 
l'amplitude complexe E, en dehors de la région de la source est 


égale suivant (20.19) à (iwee,)"! rot Hn- D'où 


ÊË xt 2 pi 5 
= — pero (+ } cos 8 + 


6, (<- +— ik) sin Dei (35.4) 


(on à utilisé la représentation de rot H,, en coordonnées sphériques 
au moyen de la formule (A.1.23)). 

Les formules obtenues (35.3) et (35.4) expriment le champ de 
rayonnement d’un élément de courant que l'on appelle élément 
rayonnant électrique ou radiateur élémentaire électrique. Avant de 
passer à l’analyse de ce champ, assurons-nous que l'élément « ouvert » 
de courant variable peut être réellement considéré comme un objet 
électrodynamique distinct. 


1) Dans le cas d'un milieu absorbant, À étant une quantité complexe, on 
prend |A]. 
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Soit un élément de courant harmonique (fig. 35.2, a) dont l’am- 
plitude est constante (fig. 35.2, b). On peut attribuer au tronçon 
une certaine épaisseur, c'est-à-dire le remplacer par une barre de 
section droite S très petite, en supposant constante la densité de 
courant 7 = z,j dans cette section. En utilisant la forme différentielle 
du principe de conservation de la charge (3.9), on a 


djxt/dz = — iopext. (35.5) 
Multiplions les deux membres de cette égalité par SAz. Puisque 
ext S'est le courant Z®%*t et que p£xt S Az est la charge g£*! sur un 


Z Z Z 
+g 
IT | À 2 
je" 7 
a) b) c) 
Fig. 35.2 


élément de longueur Az (il s’agit des amplitudes complexes), il 
résulte de (35.5) que 


ALT — jwget, (35.6) 
où AJext est la variation de la grandeur Lex! sur Az. 

Comme l'amplitude Z°*t est constante sur tout le tronçon | 
(fig. 35.2, b), Afext =£ 0 seulement aux voisinages des extrémités 
et Afext — ext (de zéro à xt et de Jext à zéro). Suivant (35.6), 
cela signifie que get = 0 sur tout le tronçon / excepté ses extrémités 
où sont concentrées des charges oscillantes égales en grandeur, mais 
de signe opposé (fig. 35.2, c), dont les amplitudes complexes ont 
pour valeur 

qet= + il lo. (35.7) 
Ces charges forment un dipôle qui est caractérisé par le moment 
P = Zoql (n° 12.2) dont l'amplitude complexe est 


. . IxU 
Pm—= —t à Z0- (35.8) 


Nous voyons ainsi que l'élément de courant est accompagné d'un 
dipôle oscillant. Ce dipôle électrique oscillant porte le nom de dipôle 
de Hertz. 


216 RAYONNEMENT ET DIFFRACTION [CH. IV 
——————_———…”." 1,777 


Le sens physique de la conclusion à laquelle a conduit l'analyse 
de la conservation de la charge est simple. En fait, le courant variable 
est entretenu par les charges oscillantes sur les extrémités du tronçon ! 
qui présentent, comme il résulte de (35.7), des déphasages de 90° 
par rapport au courant. Si à un certain instant (position & sur la 


CELETEL 


+g 
7 | 
| | 
-q (9) 
Diminution Ê 
de charges Ma 
GbCde 
Fig. 35.3 


figure 35.3), ces charges égales et de signes contraires sont maximales 
en valeur absolue, le courant est nul. Une diminution des charges 
(positions b et c) provoque l'apparition d’un courant négatif. En 
effet, d’après le principe de conservation de l'électricité, la charge 


CLnRe 


2 RS | at 


L] 
mme _ 
CLLEEEEL EL EE LEO CEE 


a) ô) 
Fig. 35.4 


ne peut pas être détruite et sa décroissance s'explique par son écoule- 
ment et, par conservation, la charge positive se déplace dans le 
sens opposé à l'axe des z, vers l'extrémité opposée du tronçon et 
y neutralise la charge négative. Dans la position d, les deux extré- 
mités sont complètement déchargées et le courant atteint sa valeur 
absolue maximale. Puis, sans changer de sens, le courant recharge 
les extrémités en sens opposé (position e) et finit par s’annuler. La 
deuxième moitié du cycle ne diffère de la première que par le ren- 
versement du sens du courant. Ensuite, ce processus se répète pério- 
diquement. 

La figure 35.4, a représente le premier radiateur artificiel d'ondes 
électromagnétiques créé par Hertz !). C’est une réalisation pratique 


1) Nous recommandons au lecteur l'ouvrage [H.2] consacré à Hertz et d'où 
nous avons tiré les figures 25.4, a et 35.5, a. 
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du dipôle de Hertz. Le courant oscillant est excité par le secondaire 
d’une bobine d’induction (fig. 35.4, b) mise en circuit à travers un 
« intervalle de décharge » (en partie médiane), il recharge des sphères 
situées aux extrémités des fils conducteurs fins et formant l’élément 
capacitif. Cependant, il faut se garder de penser que l’oscillateur de 
Hertz n'a qu'une importance historique. Les antennes pour lesquelles 
il constitue un modèle tout à fait acceptable ne sont pas rares de 
nos jours. 

35.2. Analyse du champ électromagnétique.— Remarquons d'abord 
que les formules (35.3), (35.4) donnent une solution rigoureuse au 


problème posé par le dipôle idéalisé de Hertz (2 — O0 lorsque Pm = 


— constante). Dans ce qui suit, nous remplacerons Z#xt L par iwph. 
Examinons plus en détail le champ de rayonnement lorsque le 
milieu ne provoque aucune absorption. Passons des amplitudes 


complexes E, et H, aux intensités E et H et écrivons leurs expres- 
sions sous la forme 

k2 
En {r2[ cos (ot — kr + ç) — 


= ANSE 
— sin hill 1) cos (wë — kr + q) — 
— sin (ot — kr + ç) | sin 5} (35.9a) 


kr 
et 


H — — a © k | j Sin (ot — kr + p) + cos (wt — kr + q) | sin Ÿ. 
(35.9b) 
Ici, ® est la phase du moment du dipôle de Hertz (dans les expres- 


sions précédentes des amplitudes complexes on posait Pm = PméiŸ). 

Les formules (35.9) montrent que chacune des composantes du 
champ (£,, Es et H,) a une phase constante sur les surfaces sphériques 
r — constante, pourtant ces composantes ne sont pas en phase et 
leurs amplitudes dépendent de la coordonnée angulaire 6. C'est 
une onde sphérique inhomogène. 

Le champ présente une symétrie axiale (indépendance de la 
coordonnée azimutale a); ses lignes de force magnétique sont des 
circonférences concentriques et ses lignes de force électrique se situent 
dans des plans méridiens. 

Signalons aussi que dans ce cas le paramètre À — 2x/k n’est 
pas la période spatiale du champ et ne correspond pas à la variation 
de phase de 2x, maïs au fur et à mesure qu'on s'éloigne de la source 
de rayonnement, il se rapproche de plus en plus de ce rôle. 

Passons à l’examen des particularités bien caractéristiques du 
champ qui se manifestent tant au voisinage immédiat et qu'à de 
grandes distances du dipôle. 
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Dans la zone proche (n° 34.2), c'est-à-dire à des distances r < 
< À (kr € 1), le champ est, comme on peut s’en assurer facilement, 
quasi stationnaire (n° 19.1). En effet, si on rejette dans les formules 
(35.9) les termes négligeables et qu'on pose e-‘*" & 1, on obtient 


Pi gel 
dé 1% — — J%tsin (wi + p), (35.10) 
H S Co x SIN Ÿ, 


E = —"— (r,2c0s 8 +8, sin Ÿ), | P = Pm COS (@t + q) 


LT = OPnll. 


La comparaison de cette écriture avec les formules (12.10) et 
{16.1) montre que dans la zone proche le champ électrique a, à chaque 
instant, la structure du champ produit par le dipôle électrostatique, 
alors que le champ magnétique peut être trouvé d’après la loi de 
Biot et Savart. Ces champs sont déphasés de 90° entre eux, ce qui 
signifie qu'en prenant les expressions (35.10) pour exactes nous 
aurions conclu qu'en moyenne, le champ ne transporte pas d'énergie 


(IH = 0, n° 21.1): le rayonnement est nul. Enfin, le champ électro- 
magnétique correspondant aux formules (35.10) n’a pas de caractère 
ondulatoire. 

Dans la zone lointaine, à des distances r > À (kr > 1), le champ 
devient tout différent parce que les termes qui étaient dominants 


dans les expressions (35.9) deviennent maintenant négligeables. 11 en 
résulte 


.2 e L 
E à — 0, 2m SM Cos (wt — kr + q), 
Antot r (35.11) 
De Pmk® 1 sinŸ EE. | | 
H Pt 0 ATE QE W Fr. cos (wok kr + q)- 


C'est une onde sphérique dont la dépendance radiale répond à la loi 
(34.10) établie plus haut. Bien que cette onde soit inhomogène 
(les amplitudes du champ ne sont pas constantes sur la surface du 
front), la structure du champ est assez simple, les intensités E et H 
sont en phase et 


E = W{H, rol, (35.12) 


ce qui est caractéristique d’une onde localement plane (n° 31.1). 
Dans la zone lointaine, le paramètre À joue le rôle de longueur d'onde. 

Pour se représenter la variation dans l’espace de l’ensemble du 
champ électromagnétique, reportons-nous à une série d’aspects des 
lignes de force électrique tirée d’un ouvrage original de Hertz 
(fig. 35.5, a) et comparons-la au graphique de la figure 35.3. L'aspect a 
(fig. 35.5, a) est celui du champ électrique quasi stationnaire dans 
les environs immédiats du dipôle de Hertz à l'instant où la charge 
est maximale et le courant est nul (position a sur la figure 35.3). 
Avec la diminution de la charge (instants b et c, fig. 35.3) les lignes 
de force électrique se gonflent et se déforment, si bien qu'à un certain 
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instant (d) elles se détachent de ‘la source et se ferment sur elles- 
mêmes. C'est précisément à cet instant que les charges oscillantes 
du dipôle de Hertz passent par la valeur nulle et que les lignes ne 
peuvent donc avoir ni origine ni extrémité. A l'instant e, la partie 
centrale de l'aspect des lignes de force reprend sa forme initiale 
mais par rapport à l'instant a, les lignes de force vont dans le sens 
opposé conformément à la recharge du dipôle. Puis le processus se 


AA À À À. À A-Ù 


PS 
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Fig. 39.5 


répète et les « tourbillons » électriques qui se détachent de la source, 
continuent à se gonfler et se déplacer dans le sens radial, si bien que 
les lignes de force présentent dans une région étendue de l’espace 
l'aspect de la figure 35.5, b. C'est une « photographie instantanée » 
du champ d’onde (cf. n° 24.2): chaque famille de lignes de force 
fermées se déplace dans le sens radial en occupant une région de plus 
en plus étendue de l’espace. On se représente facilement le champ 
magnétique qui n'est pas montré sur la figure 35.5. Les circonfé- 
rences concentriques des lignes de force magnétique subissent des 
serrages qui coïncident, à grande distance, avec ceux des lignes 
de force électrique. Comme les intensités E et H sont en phase (dans 
la zone lointaine), leurs directions changent simultanément. 
35.3. Caractéristiques du rayonnement. — La figure 35.6, a mon- 
tre une orientation instantanée des vecteurs E, H et IT dans la zone 
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lointaine. La valeur moyenne du vecteur de Poynting (en l'absence 
d'absorption) a pour expression 


D ee pEkt  sin°0 
N=—-RelE,, HA] = og er 7 (35.13) 


ici pour E,, et H,, on peut facilement faire intervenir aussi bien les 
expressions complètes des amplitudes complexes (35.3), (35.4) que 
leurs composantes correspondant au champ lointain: le résultat 
sera le même. 

Introduisons une fonction 


F(9,a)=V 1(9)/J/ TMnax = | sin Ÿ |, (35.14) 
que l’on appelle caractéristique de rayonnement normée du radiateur. 


Son graphique appelé diagramme de rayonnement dans le plan méri- 
dien est représenté sur la figure 35.6, b; ce sont deux circonférences 


9=0:1=0 
z; F(8,@) 


=/80° 11=0 
ü) b) C) 


Fig. 35.6 


tangentes. Dans l’espace, le diagramme de rayonnement représente 
une surface. Dans le cas considéré, c’est la surface d'un tore 
(fig. 35.6, c). Il est évident que l'intersection du diagramme de rayon- 
nement par toute direction radiale donne un tronçon proportionnel 
à l'amplitude du champ de rayonnement. Comme on le voit, le 
rayonnement est maximal dans les directions équatoriales (8 — 90°) 
et nul dans les directions axiales (# — 0, 180°). 


L'intégrale 
n 27 . x 
P°=£as= | | Mrsin dfat do = Los (35.15) 
.S 0 0 


exprime la puissance moyenne totale du rayonnement (en principe, 
on pourrait prendre ici au lieu de la sphère de coordonnées toute 
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Te) 
tn 
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surface fermée enveloppant le dipôle oscillant). On en tire 


DE 4n° cd W 1x ext)\o {L 2 

2 T3 Pmeepou Àt 3 (Um FW \ ;) : (35.16) 
On met souvent ce résultat sous la forme suivante: 

Pres, ne EE (E). (35.17) 


On peut dire que dans ces conditions l’espace libre est caractérisé, 
en tant que « absorbant de rayonnement », par une certaine résistance 
>; on l'appelle résistance de rayonnement. 

Le diagramme de rayonnement et la résistance de rayonnement 
sont des notions de la théorie des antennes, utilisées pour l'évaluation 
des différentes antennes. Le coefficient de directivité D de l’antenne 
défini par l'égalité 

D=uN/N,. (35.18) 


est aussi une des caractéristiques importantes. Ici, II est la densité 


de flux d'énergie dans la direction donnée et II, la valeur de II trouvée 
dans l'hypothèse où le rayonnement est uniforme dans toutes les 
directions : Il, — P*/4xr°. Pour la direction de rayonnement maximal 
(& — 90°) on a 


[max =3P*/8xr? et Dax — 3/2. (35.19) 


Exemples et exercices 


1. Montrer que l'amplitude complexe du potentiel vecteur du champ de 
rayonnement du dipôle de Hertz a pour expression 


e-tkr = (r0 cos 0 — Dysin 0) Euh Pm e-thr, (35.20) 


En partant de ce résultat, obtenir les formules (35.3) et (35.4). 
2. Supposons que seule la première des conditions (35.2) soit réalisée. Obte- 


nir l’expression pour H,,. 
3. Montrer que dans le cas d’un courant rectiligne réparti sur le tronçon 
(—1/4, 1/4) suivant la loi 1xt = JEXt cos kz (fig. 35.1) on a dans la zone loin- 


HMS Zn sn 7 


(35.21) 


Trouver LE. RÈ et Dmax- 


Quelle est la relation de phase entre les composantes du champ produit 
par un élément électrique rayonnant EE» et H, à des distances relatives r/À = 
= 0,01; 0,25; 0,5: 0,75; 1; 3; 100? 

5. En se servant des conditions (31.4b), établir à quelles distances de l’élé- 
ment électrique rayonnant l'onde sphérique qu'il produit ne peut être considé- 
rée à priori comme une onde localement plane. 
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6. Obtenir à partir des formules (35.3) et (35.4) les expressions pour £E et 
H dans le cas d’un milieu absorbant. 

7. À quelle distance relative r/A de l'élément électrique rayonnant placé 
dans l’eau de mer est absorbée la moitié de la puissance rayonnée à 7. — {met 
103 m? Comparer les distances absolues. 

8. En analysant des conditions aux limites, montrer que pour le dipôle de 
Hertz placé au-dessus d’un plan parfaitement conducteur on peut appliquer pour 
la détermination du champ de rayonnement la méthode des images électriques 
(8 13). Trouver l'expression du champ pour les orientations parallèle et perpen- 
diculaire du dipôle se trouvant à la distance k du plan. Etudier les cas de hk — 
— À/4; h= À/2: dans quelles directions le rayonnement est-il maximal? 


$ 36. Principe de dualité 
et élément magnétique rayonnant 


36.1. Sources magnétiques et principe de dualité. — Comme nous 
l'avons vu au n° 16.2 d’après son action à des distances indéfiniment 
croissantes, un contour parcouru par un courant constant est equiva- 
lent à un dipôle magnétique. C’est pourquoi on utilise dans la théorie 
du rayonnement la notion de dipôle magnétique oscillant que l’on 
appelle aussi dipôle magnétique de Hertz. On introduit donc la notion 
de radiateur élémentaire magnétique dont la réalisation pratique peut 
être constituée, par exemple, par un contour parcouru par un courant 
variable lorsque le contour est très éloigné et petit par rapport à la 
longueur d'onde. 

Le champ de rayonnement créé par un contour parcouru par un 
courant peut être déterminé en appliquant la formule (34.9) et nous 
discuterons cette méthode (v. plus loin l’exemple 1), mais l'examen 
du. dipôle magnétique de Hertz, qui conduit au même résultat, 
s'avère plus simple. 

De même qu’au dipôle ordinaire de Hertz correspond un élément 
de courant de conduction, au dipôle magnétique de Hertz doit 
correspondre un élément de courant magnétique et nous en arrivons 
à la notion de sources magnétiques qui se décrivent de la même manière 
que les sources électriques. 

En présence de sources magnétiques, les équations de Maxwell 
(20.19) sont remplacées par les équations suivantes: 


rotH, = ivetoEm, 


& _. (36.1) 
rotE,, = — (OU mn ant 


où j" est la densité de courant magnétique. On postule le principe de 
conservation de la charge magnétique; sa forme différentielle, ana- 
logue à la relation (3.9), revêt en amplitudes complexes la forme 
suivante : 


div jm = —iopr. (36.2) 
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De (36.1) et (36.2) il résulte que 
uodivuHy = 0" (36.3) 


(il suffit d'appliquer l'opération div dans la deuxième équation de 
Maxwell (36.1)). Sous les termes de courants et charges magnétiques 


et de leurs densités 7" et p"! il faut entendre non pas des êtres physi- 
ques réels mais des abstractions utiles pour la théorie du rayonnement. 

En comparant les équations de Maxwell (20.19) et les nouvelles 
équations (36.1), on s’assure aisément que les unes deviennent les 
autres lorsqu'on effectue les changements suivants: 


= e ext :m > 
E;=H,,, Eh, Jn = Jm. (36.4) 


Si l’on a trouvé le champ de rayonnement des sources électriques 
données, il n’est pas nécessaire de résoudre à nouveau le problème 
du rayonnement des sources magnétiques identiques ; il suffit d'opérer 
les changements (36.4) dans la solution, déjà obtenue, du premier 
problème pour avoir l'expression du champ de rayonnement produit 
par les sources magnétiques. 

Nous venons de considérer l’une des applications du principe de 
dualité en électrodynamique qui montre que dans des conditions 
déterminées, les champs électrique et magnétique « échangent leurs 
rôles »; plus loin ($$ 37, 42, 43, 73), le domaine d'application du 
principe de dualité sera notablement élargi. 

36.2. Application du principe de dualité à un élément magnétique 
rayonnant. — Si on examine un élément de courant magnétique, 
en reprenant le schéma de l’analyse utilisé pour l'élément de courant 
électrique au n° 35.1, l’analogue de la relation (35.8) sera la formule 


5 1m 
Mm—= —i Tm 1 


Zo: (36.5) 


où M m est l’amplitude complexe du moment du dipôle magnétique. 
Ainsi, 1" = iwm/l. En effectuant dans (35.3) et (35.4) les change- 
ments (36.4), en particulier, ext — Jm — iomm/l, on obtient 


Ên = —@ "e (5-+) e-ixr sin Ô (36.6) 
et 
OR ART : 
He — Zruou [ro (++ik) cos Ù + 


+8+ (+ 2) sin o | e”ikr, (36.7) 


Ces relations donnent précisément les amplitudes complexes du 
champ de rayonnement de l'élément magnétique rayonnant. 
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Si le radiateur élémentaire est réalisé sous forme d'un contour 
parcouru par un courant variable, on a alors en vertu de (16.5) 


Mm = ZoholnS, (36.8) 


où S est la surface du contour plan et ext l'amplitude complexe du 
courant (électrique) extérieur qui parcourt ce contour. 
Soit un élément magnétique rayonnant placé dans un milieu non 


absorbant et soit Mn — Mmet%. En passant dans les formules (36.6), 


(36.7) des amplitudes complexes E,, et H},, aux vecteurs champs E 
et H, on trouve 
E=a, Tue £ EE sin (ot — kr + @) + cos (ot — kr + ) | sin Ÿ (36.9a) 
et 
__ Mm  K? 
Anh Or 


{ro2 EE cos (ot — kr + ç) — 
— sin (@{— kr +4)] —— cos Ÿ + 


+ d | (= 1} cos (@é — kr + q) —— sin (ot —kr + ç) sin ®} ; 
(36.9b) 


C'est une onde sphérique inhomogène dont le champ électrique 
répète, par sa structure, le champ magnétique de l'élément électri- 
que rayonnant (n° 35.2) et dont le champ magnétique reproduit le 
champ électrique. 

. Dans la zone proche (r € À), nous avons un champ quasi station- 
naire qui est décrit avec une haute précision par les formules 


MmO _. . 
rs Sin Ÿ sin (w{ +), 


ES 
(36.10) 
Mm . 
H = ou (r02 cos Ÿ + Ÿ, sin Ÿ) cos (w£ + p) 


(cf. (835.10)), de plus la comparaison de ces formules avec la relation 
(16.5) confirme que la structure spatiale du champ magnétique est 
ici la même que dans le cas d’un dipôle magnétostatique. 

Dans la zone lointaine (r > À), le champ prend l'aspect d’une 
onde sphérique relativement simple 


a Mmk? sin Ÿ : 
E PET W —— cos (ot — kr + @p), 


k3 sin Ÿ 
H = — Vo 7 cos (œt — kr + p). 
I1 n’est pas difficile de se convaincre que la relation (35.12) est véri- 
fiée et que cette onde peut être considérée comme localement plane 
(n° 31.1). 


(36.14) 
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Notons que la variation dans le temps de la structure du champ 
électromagnétique dans son ensemble est caractérisée, comme pour 
l'élément électrique rayonnant, par une succession d'aspects de 
lignes de force de la figure 35.5, mais ces lignes doivent alors être 
prises pour des lignes de force magnétique. 

Passons à l’examen des principales caractéristiques du rayonne- 
ment. La figure 36.1 montre l’orientation instantanée des vecteurs 
E, H et II dans la zone lointaine. La valeur 
moyenne du vecteur de Poynting a pour 


Z 


| on 
expression 
nt à 2 AW sin? 6 à 
D=+RolËm, Ha] = ro pes er CE 
(36.12) 


(en l'absence d'absorption). La caractéristi- 

que de rayonnement est, comme pour le dipô- 

le électrique, | sin Ô | et le diagramme de 

rayonnement a lui aussi l’aspect précédent 

(fig. 35.6, b et c). Le coefficient maximal de Fig. 36.1 
directivité garde également sa valeur précédente. 

En calculant, de même que dans le n° 35.3, la puissance totale 

de rayonnement, on trouve 


1 
au à: (36.13) 


S'il s’agit de la réalisation du dipôle magnétique de Hertz sous 
forme d’un contour parcouru par un courant, alors selon (36.8) m,, — 
= poulet S, et le résultat précédent peut être mis sous la forme 


Pr HE, RW ES. (36.14) 


Le paramètre 4° introduit ici (cf. (35.17)) peut être considéré 
comme la résistance additionnelle du contour parcouru par un cou- 
rant variable (disons, une spire en fil). Cette résistance caractérise 
les pertes d'énergie par rayonnement. 

Notons, avant de clore ce paragraphe, que le contour parcouru 
par un courant variable est le prototype de nombreuses antennes. 
Cependant, il arrive assez souvent que le rayonnement d’un système 
quasi stationnaire du type circuit à courant alternatif se manifeste 
comme un effet nuisible qui s’accentue avec l'élévation de la fré- 
quence. C’est pourquoi les circuits oscillants ordinaires comportant 
des éléments inductifs bobinés ne sont pas utilisés aux fréquences 
très élevées. 


15—01469 
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Exemples et exercices 


1. Etudions le rayonnement d'une spire circulaire parcourue par un courant 
sans avoir recours au principe de dualité. La formule (34.13) servira de point de 
départ, alors que toutes les désignations relatives à l'espace sont indiquées sur 
la fi 16.2. Les grandeurs | r —r ‘| et {d/”, roglientrantidans, (34.13) ont été 
données au n° 16.2. Représentons le facteur exponentiel sous le signe somme par 
une série de Taylor suivant les puissances de l'accroissement |r —r | —r= 
= a sin Ÿ cos a + . 


Mer = e”"tkr — jka sin Ô cos a’e-{kr + . 


Effectuons le développement de | r —r’ | et |r —r’ |-? entrant die l’expres- 
sion sous Île signe somme comme nous l'avons fait au n° 16.2 (où figurait la 


nf. ee 57 | 
mp m M DL , 
9” gg L y 

Hi 


Fig. 36.2 


première de ces grandeurs). Réalisons ces opérations sous le signe somme dans 
(34.13), faisons sortir du signe somme l'amplitude copmlexe constante Z£Xt et 
passons à la limite Fe alr + 0, a/À + 0 (JEXt a? — constante). On a 


1Ztos 

= À ma ik 

Em Se AS [rs 3 = sin Ÿ cos a+. .—+ 
a/r—0 


+ ikr (1-2 sin Scos a+...) ] [1— ika sin Êcosa'+...]X 


X [re cos Ÿ — Vo (sin + cos a)] da’. (36.15) 


Ce qui donne 
x LE tet 2 4 k FN 1 4 1È …\ sing Ihr 
Hn = — 7 [ro (++: ] cos +00 (+ x ] sin | À 


(36.16) 


relation coïncide avec (36.7) pour 

Obtaiie la formule (36.6) à dartir Ur 19° at 154 ‘de la première équation 
de dr 

Montrer que la résistance de rayonnement d'un circuit à courant alter- 

natif Pr éalieé sous la forme d’un contour plan de 0,01 A2 de surface et placé dans 
l'air est égale à environ 3Q. 

3. Comparer les puissances de rayonnement des éléments rayonnants élec- 
qe Ro pour le même courant et les mêmes chemins de courant 
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4. La figure 36.2 explicite schématiquement l'application de la méthode des 
images électriques (n° 13.3) pour un dipôle magnétique de Hertz placé au-des- 
sus d’un plan parfaitement conducteur. Justifier cette méthode en vérifiant la 
réalisation des conditions aux limites. Ecrire les expressions des champs pour 
les orientations horizontale et verticale du dipôle, en prenant h/À = 0,5; 0,25. 

5. En considérant une spire circulaire parcourue par un courant (v. exem- 
ple 1), montrer que l'application de]la formule (34.12) conduit au résultat sui- 
vant: 


- Its À ik 7 
Âm = 00 PÈRE ( +) tar sin 8. (36.17) 


En partant de ce résultat, obtenir les formules (36.7) et (36.6). 


$ 37. Problème généralisé de rayonnement 
et principe de Huygens 


37.1. Equations symétriques de Maxwell et problème généralisé 
de rayonnement. — Comme il a été montré plus haut, l’introduction 
de la notion de sources magnétiques (n° 36.1) permet une certaine 
souplesse dans l’énoncé des problèmes de rayonnement et facilite 


AUTO AUS AU. 


a) b) c) 
Fig. 37.2 


la détermination des champs électromagnétiques. Les charges et les 
courants magnétiques ne doivent pas être considérés comme des 
êtres physiques. Ce n'est qu’un moyen formel, dont le caractère est 
explicité par les figures 37.1 et 37.2. Dans le premier cas, on a repré- 
senté schématiquement le champ magnétique dans la zone proche 
d'un élément magnétique rayonnant. Si le champ dans la petite 
région encerclée (fig. 37.1, a) n’est pas considéré on peut émettre 


15% 
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des hypothèses différentes et également acceptables sur les sources 
(v. fig. 37.1, bet c). Quant au problème du contour infiniment petit 
idéalisé, parcouru par un courant, le champ de rayonnement est dans 
ce cas indiscernable, dans tout l’espace, du champ produit par le 
dipôle magnétique hypothétique de Hertz. La figure 37.2, a repré- 
sente le champ magnétique considéré seulement dans le demi-espace 
supérieur. Si le caractère du phénomène électromagnétique dans le 
demi-espace inférieur est sans importance, on peut aussi admettre 
des hypothèses différentes : 1) il y a continuité du champ au passage 
à travers la surface de séparation (fig. 37.2, b) et 2) il y a discon- 
tinuité du champ qui est donc nul dans le demi-espace inférieur 
(fig. 37.2, c); les lignes de force magnétique partent alors de la 
surface de séparation, ce qui correspond à l'existence d’une charge 
magnétique superficielle (Em >> 0). 

Ainsi, puisque les sources peuvent se décrire à l’aide de courants, 
tant électriques que magnétiques, il convient de reconnaître que 
l’énoncé le plus général d’un problème de rayonnement est celui dans 
lequel sont données les densités de ces deux courants. C’est un tel 
problème que nous appellerons problème généralisé. Les équations 
de Maxwell prennent alors la forme symétrique suivante: 


rot À, = iveseEËn + 
éd tOË) m Tin : (37.1) 
rot Eh — —iouuHy» —jm 


(la première équation est tirée de (20.19) et la deuxième de (36.1)). 
Dans le cas d’un milieu linéaire, la solution du système d’équa- 
tions de Maxwell (37.1) E, et H, est représentable sous la forme 


Em = Emi + Em H = Hmi + Hm (37.2) 


ETT ee e 


OÙ E m1» Hmi et En H m2 Sont solutions de deux problèmes de rayon- 
nement correspondant aux équations de Maxwell suivantes 


rot Hu = iOtoe Em + Pr | Œ): 


rot En = — ilot nm; (37 3) 


rot Hs = 10806 Em: : | (M). 
rot Ep2 = — LOU m2 — Jm 
On peut donc trouver séparément les champs partiels excités par 


des sources électriques et magnétiques et obtenir ensuite la solution 
(37.1) comme leur superposition en raison de (37.2). 
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Pour un milieu homogène, la solution du problème « électrique » 
(E) a été obtenue au $ 34. En utilisant la formule (34.9), écrivons 


r PS 1 ik “ext thklr-r 
H y = An | et) (r”), roq| (4 l dv’ ’ 
Vs1 


(37.4) 


t 
En = — WEYE 


rot A, à l'extérieur de Vs:1. 

Pour résoudre le problème « magnétique » (M), il suffit d’appli- 
quer aux formules (37.4) le principe de dualité, c’est-à-dire de trouver 
les amplitudes complexes Em Hmo À à partir des expressions donnant 
En, Hn en ve à cet effet _ changements (36.4). On obtient 


(] _ . ’ : . ., , 
Ére = ne A UE +R Tr) Ur) rogle-thlr-r du”, 


(37.5) 


LU 
rotEm à l'extérieur de Vs» 


ME op 
(Vs et V., dans (37.4) et (37.5) sont respectivement des régions des 
sources électriques et magnétiques). 

Ainsi, la solution du problème généralisé de rayonnement s’ex- 
prime par le système de formules (37.2), (37.4) et (37.5). 

37.2. Sources superficielles équivalentes et principe de Huygens.— 
Commençons par remarquer que les courants magnétiques introduits 
au n° 36.1 fournissent un exemple de sources dites « équivalentes ». 
En particulier, un élément de courant magnétique est équivalent à 
un contour suffisamment petit parcouru par un courant électrique 
(extérieur), c’est-à-dire qu'il produit le même rayonnement. Le 
sens de la construction des sources équivalentes est évident : il s’agit 
d'une représentation plus simple des conditions d’excitation du 
champ électromagnétique. C'est surtout l'introduction de sources 
équivalentes sous la forme de courants électriques et magnétiques 
superficiels qui s'avère utile. 

En revenant aux équations symétriques de Maxwell, signalons 
que le système de conditions aux limites (6.10) ne leur satisfait 
plus, à savoir, les deuxième et troisième de ces conditions doivent 
être modifiées. Les conditions aux limites modifiées s'obtiennent 
exactement de la même manière qu’au $ 6, mais en partant, cette fois, 
des analogues sous forme intégrale des équations (36.1) (deuxième 
équation) et (36.3). Omettant les calculs intermédiaires, écrivons 


Loti À mvi — bone Em , (51.0) 
[ Vo» Enr — Émol = — Un : (37.7) 


230 RAYONNEMENT ET DIFFRACTION [CH. IV 


où Em et n" sont des analogues magnétiques des densités E,, et 9h. 
Les égalités (37.6) et (37.7) permettent d'étudier des discontinuités 
fictives de telles composantes de vecteurs champs (£E, et B,) qui 
sont en réalité toujours continues ($ 6). 

Passons à la discussion du rôle des courants superficiels équiva- 
lents, en considérant à cet effet deux problèmes (fig. 37.3, a et b). 
Dans un cas, les sources réelles sont placées à l’intérieur d’un do- 
maine limité V’ et on demande de déterminer le champ à l’extérieur 
de ce domaine, dans V (a), alors que dans l’autre cas les sources se 
situent dans V”’, à l'extérieur du domaine limité Ÿ, et on recherche 


EH 
V 
V 
E;H° G 
a) 


Fig. 37.3 


le champ dans ce domaine V (b). Supposons que le caractère des 
sources ne soit limité en rien (problème généralisé de rayonnement), 
mais qu’on ne dispose pas d'information directe sur ces sources, 


c'est-à-dire que les fonctions j£*t et j" sont inconnues. En revanche, 


on connaît le champ E,, Hn sur la surface de séparation entre les 
domaines V' et V: 


En=E5, et Hn—4H$. (37.8) 


En tenant compte des considérations développées aux n°5 22.3, 
22.4, on conclut que ces données sont suffisantes pour résoudre le 
problème de rayonnement 1). 

Le procédé généralement utilisé pour la détermination du champ 
sera expliqué à l'aide des raisonnements suivants. 

Comme l'analyse du champ dans le domaine ŸV” (hachuré sur les 
figures 37.3, a et b) n’est pas prévue par le problème, on peut admettre 


+) Premièrement, on ne devra pas oublier les conditions supplémentaires de 
détermination physique du problème (en particulier, que la décroissance du 
champ dans le cas du problème extérieur soit suffisamment rapide). Deuxième- 


ment, il faut que dans (37.8) ES et HS, constituent réellement un champ électro- 


magnétique. Une donnée arbitraire de ES et HS modifie les hypothèses du pro- 
blème (cf. conditions (22.6)). 


$ 37] PROBLÈME DE RAYONNEMENT ET PRINCIPE DE HUYGENS 231 


toute hypothèse sur le caractère du phénomène dans V” à condition 
que le champ sur la surface de séparation S coïncide avec le champ 
exigé. Le plus simple est de supposer qu'à l’intérieur de V” le champ 
est nul, c'est-à-dire qu'au passage de V” à V à travers la surface 
frontière S les vecteurs champs présentent une discontinuité, en 
variant brutalement de zéro à des valeurs indiquées par la condition 


(37.8) : 


E,(—0)=0, En(+0)=E;, 


(87.9) 

H,,(—0)=0, Hy»(+0)=Hn 
(—0 et +0 sont respectivement les valeurs limites de la coordonnée 
normale v sur S du côté de V’et V, v. fig. 37.3, a et b). 

Après avoir introduit ainsi les discontinuités de toutes les com- 
posantes des vecteurs champs, nous devons justifier leur existence à 
l’aide des conditions aux limites. En utilisant les première et der- 
nière lignes des conditions (6.10) (en amplitudes complexes), ainsi 
que les relations nouvelles (37.6) et (37.7), on obtient 


3 DE ES, Am = ’ H° ? 
ee (37.10) 
Em _— Hole NU = — [Vos Ex) 


(v, est le vecteur unitaire de la normale extérieure à la surface fron- 
tière du domaine V’). Le sens des égalités (37.10) est très simple: 
les discontinuités des vecteurs champs (37.9) sont justifiées lorsque 
la surface S porte des charges et courants superficiels, électriques et 
magnétiques. 

Nous constaterons en conclusion qu'au lieu des sources réelles 
situées à l’intérieur de V” on peut considérer des sources superficielles 
équivalentes se trouvant sur S. 

I1 reste à obtenir l'expression du champ créé par les sources 
équivalentes. On peut y arriver en partant des formules (37.2), 
(37.4) et (37.5). Pour déterminer le champ il suffit de connaître les 
courants, l'information sur les charges étant superflue. Puisque les 
sources sont réparties sur la surface S et non en volume, les intégrales 
figurant dans (37.4), (37.5) se transforment en intégrales de surface. 
Sans récrire ces formules, indiquons seulement les modifications qu'il 
convient d'y apporter pour exprimer le champ dû aux sources super- 
ficielles équivalentes: 


US, Vsi—S, Vso—S ; _ 
ext e es mn °S (31.11) 
Im —im—= [Vo H}], Im NE = —[v, Eh]. 
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Nous avons ainsi obtenu un moyen permettant de « rétablir » le 
champ de rayonnement dans un mil‘eu homogène !) à partir des 
composantes tangentielles des vecteurs E et H sur une certaine sur- 
face fermée S. 

L'idée d'introduire des sources superficielles équivalentes re- 
monte au principe bien connu de Huygens qui se ramène, sous sa 
forme la plus simple, à l’assertion que tout point situé sur le front 
d'une onde scalaire peut être pris pour une source d'onde locale 
sphérique et qu’une nouvelle position du front peut être trouvée, 


ÿ 


c) 


d) 


en tenant compte de toutes les ondes locales: le développement 
mathématique du principe de Huygens est lié aux noms de Fresnel, 
de Helmholtz et de Kirchhoff. 

L'utilisation üe la solution du problème généralisé de rayonne- 
ment (37.2), (37.4), (37.5) pour l'interprétation de (37.11) peut être 
considérée comme une application du principe de Huygens dans son 
énoncé électrodynamique. 

37.3. Elément de Huygens. — En examinant une onde plane 
homogène, fixons notre attention sur le plan de son front z = 0. 
En rejetant, par la pensée, le champ dans le demi-espace z << 0 
(E = 0, H = 0), supposons que pour z > 0 le champ soit produit 
par des sources réparties dans le plan z — 0, c'est-à-dire par des 
courants Zext et Zm, Suivant (37.10), les densités de ces courants ont 
pour amplitudes complexes: 


Nm= (20, H]=—2 HS et ne —[ÉS, 2] = —y0£s, (37.12) 


(fig. 37.4, a et b); ici, ES et HS sont les valeurs de E, et H, sur 
le plan z = 0 désigné par S. 


1) Lorsque le milieu est hétérogène (en particulier, si S est la surface de 
Ron entre deux milieux différents), les formules (37.4), (37.5) sont inap- 
plicables. 
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En découpant sur le front S un certain élément AS = Az Ay, 
nous remarquons qu'il est traversé par les courants 


Le =nAy= —HSAy et 1 =nmAr— —ESAz. (37.13) 


Par suite, lorsque Az € À et Ay € à, l’élément de surface AS doit 
agir pareillement à un système de deux dipôles de Hertz, électrique 
et magnétique, orthogonalement orientés (fig. 37.4, b et c) dont les 
moments sont 


rS à nS 
Pi x, et mi y. (37.14) 


Ces dernières formules s’obtiennent facilement si on introduit dans 
les expressions (35.8) et (36.5) les courants (37.13) ainsi que les 
longueurs Az, Ay et on remplace z, respectivement par zo et ÿo- 

La source superficielle élémentaire que nous venons de considé- 
rer est connue sous le nom d'’élément de Huygens. 

Le champ de rayonnement de l’élément de Huygens pourrait 
être déterminé par la superposition des champs étudiés aux $$ 35, 36. 
Cette méthode nécessiterait cependant des transformations fasti- 
dieuses pour passer à un système unique de coordonnées sphériques. 
I] est beaucoup plus simple d'utiliser directement les résultats 
obtenus plus haut (au n° 37.2). 

Proposons-nous d’analyser seulement le champ lointain (r > À) 
de l'élément de Huygens, qui présente l'intérêt principal pour nous. 
Par (37.4), (37.11) et (37.12) on a 


] ik. (Lim (7°) og] ikHÈAS A 
BR TF— — er" trlr-r" ds D — 7 —— z r et r 
ADD 4x Lr—r | Zxr [Tos ro] 


(37.15} 
(cf. n° 35.1). Puis (fig. 37.5), 
Zo = Ro Cos a — &o sion & = (ro sin Ÿ + Vo cos Ÿ) X 
X cos 4 — Sin &. 
Ainsi, 
tkHSAS etRr 


He me (9, sin a COS V COS .. (37.16 
DT AR ( o 1 + ) r ( } 


En partant de la première équation de Maxwell (deuxième ligne'de 
(37.4)) et compte tenu de (A.1.23), on obtient 


° kHSWAS 
En ikHmWA 


hr 
Ÿ, cos Ÿ cos a — & sin a Lu 31.11) 
AD?) AT ( 0 Œo ) r ( ) 
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Fig. 37.5 


Passons à la détermination du champ produit par le courant magné- 
tique. En appliquant les formules (37.5), (37.12) et (37.11), on trouve 


1x cinR(), rog] | 
Poe era ET 
{r/à 1) Âs 
ikES AS à 
FT Ze [Yos ro] € dé” (37.18) 


et puisque 
Yo = Rosin «à + «cos a = (r, Sin Ÿ + Ê,cos Ë) sin à + «cos a 
(fig. 37.5), on a 


. ikES AS -iRr 
Enr —"— (ôcosa— a cos sinæ) ——. (37.19) 
me AT 0 r 
(r/Xp1) 


En raison de la deuxième equatior de Maxwell (deuxième ligne de 
(37.5)) on déduit de (37.19) 


IkES AS ikr 
& —7y (00 cos à sin a + æ cos à) < 


31.20 
FAST) LÉ 


I] ne reste qu’à superposer les champs F=, H:: et Es, Hs 
conformément à (37.2). Vu que les amplitudes complexes de E 
et de HS, entrant dans les formules (37.16), (37.17), (37.19) et (37.20) 
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sont liées par la relation ES = WHS (onde plane homogène), on est 
conduit aux formules suivantes: 


: ikES AS -thr 
En = —ÿ— (1 + cos 8) (8, cos a — œsin à) — |, 
se Tr >. (31.21) 
‘ ikE? AS ikr 
mi (4 + cos 8) (0, sin a + a cos a) ——, 


Le champ lointain ainsi trouvé de l'élément de Huygens satisfait 
aux relations (31.10) et peut donc être considéré comme une onde 
localement plane. 


Z Z 
e reF(8 œ) 
dr Flàc) 
SA À 
180° 
0) b) 


Fig. 37.6 


En l'absence d'absorption, la densité moyenne de flux d’énergie 

a pour valeur 
er 4 . . k? (ES AS? (1 cos 8)? 
DR lËm, Hole ro — pm gr 


et la caractéristique normée de rayonnement (cf. n° 35.3) est de la 
forme 


(37.22) 


F (8, a)=V11(8) ] V (0) = (1 + cos 8)/2. (37.23) 


Ainsi, dans tout plan méridien, le diagramme de directivité est 
une cardioïide (fig. 37.6, d), alors que le diagramme spatial est un 
corps de révolution indiqué sur la figure 37.6, b. Dans la direction 
opposée (5 — 180°) le rayonnement est nul. 


Exemples et exercices 
1. On peut introduire, à l'instar du potentiel vecteur À (20.24), un poten- 
tiel vecteur magnétique F, c’est-à-dire une fonction auxiliaire possédant une pro- 


riété telle que En = (808)"! rot Fa. Suivant les formules (34.7), (20.24) et 
20.28), le champ de rayonnement des courants électriques peut être représenté à 
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l’aide du potentiel vecteur 4. Obtenir des formules analogues exprimant le cham 
de rayonnement des courants magnétiques à l’aide du potentiel vecteur magn 
tique F. 

En partant de ce qui précède, donner une expression de la solution du pro- 
blème généralisé de rayonnement. 

2. Effectuer une déduction détaillée des conditions aux limites (37.6) et 
37.7). 
3. Ecrire les formules (37.4) et (37.5) en les modifiant conformément aux 
exigences (37.11). 

4. Introduisons la notion d’élément dit généralisé de Huygens souvent utili- 
sée dans la théorie des antennes. Supposons que sur une certaine surface S les 


amplitudes complexes des intensités de champ obéissent à la relation ES = 


= Z [HS , Vol. Introduisons un système local de coordonnées tel que v, = 2. 


Puis, en considérant un élément de surface AS exactement de la même manière 
que nous avons considéré plus haut un élément de front de l'onde plane homo- 
gène, nous obtiendrons des formules qui ne diffèrent en rien des (37.16), (37.17), 


(37.19) et (37.20). Pourtant, la relation entre ES et HS étant changée, la super- 
position des champs E;;; Hi et Es He donne un résultat nouveau: 

. _ ikÉSAS | 
e—tkhr 


r 


— (+ + cos 6 }sin a | rs 7 7 
PRET (++ c0s o) sin &-<+ i 
-iRkT 


+ ao (cos 841) cos à | — » ) 


Vérifier ces formules. 


$ 38. Principe de réciprocité 


38.1. Lemme de Lorentz. — Soient deux sources électriques 
placées dans un certain milieu linéaire et caractérisées respective- 
ment par les fonctions de la densité de courant extérieur j£°xt et 7°xt. 
Les champs qu'elles produisent obéissent aux équations de Maxwell 
écrites ci-dessous : 


e ; e ext : L Le ecxt 
rot Hi = ioepeE ni + Jm1: rot Ho — iDE)EE no + Îm2 ; 


VA 
L@ (38.1) 


rot Emi = — ioouHh:. rotE > = — iouou,. 


Partageons ces quatre équations en deux groupes (comme indiqué 
par les flèches) et effectuons sur chacun de ces groupes des opérations 
analogues à celles qu’on a faites pour résoudre les équations du bilan 
énergétique (n°5 8.1, 21.2). Dans ces conditions, la première équation 
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de la colonne de gauche est multipliée par Em et la deuxième équa- 


tion de la colonne de droite par H,,,; on soustrait membre à membre 
la deuxième égalité ainsi obtenue de la première et on applique la 
formule (A.1.31). On fait de même sur le deuxième groupe d’équa- 
tions. On a finalement 


div (Éyns Hi] = ii LOUoUE m2 m4 Ho IEEE m1 Em — jt Em (38. 2) 
div Em, H m2] re Oo m1 m2 u IDE Ém2E mi — je 2 52 


Si le milieu est isotrope (les milieux isotropes figurent dans tous 
les problèmes de rayonnement), il n’y a pas de différence entre les 


grandeurs LA» mi t LH me tEmEËme et EE m. Alors, il 
résulte de (38. ra) l'égalité 


div{[Ermer Hmil —lEmt Amel} = JS Ëmi— JS Eme  (88-3) 


qui prend, après l'intégration sur le domaine ŸV contenant toutes les 
sources et l’application du théorème d'’Ostrogradsky-Gauss, la 
forme suivante 


$ {LËme Hmil— lËmis Emo) } ds = GE — jSE ) dv. 


(38.4) 


Les relations (38.3) et (38.4) sont les formes différentielle et 
intégrale du lemme de Lorentz qui établit des liens importants entre 
les champs des deux sources. 

Sans discuter pour l'instant le sens du lemme de Lorentz notons 
la grande généralité des relations obtenues: elles restent valables 
pour des milieux hétérogènes et différents choix du domaine V, ce 
qui signifie qu'elles permettent de considérer une large classe de 
systèmes électrodynamiques. 

Supposons, par exemple, que les sources se situent dans l’espace 
libre. En éloignant la surface frontière vers l’infini, assurons-nous 
que l'intégrale de surface disparaît. En effet, au fur et à mesure que 
la frontière s'éloigne, les champs sur S décroissent, en se rapprochant 
de plus en plus de la loi d’une onde sphérique (34.10), et satisfont à 
la condition de rayonnement (34.11). Par suite, lorsque les distances 
r sont suffisamment grandes, les égalités suivantes se vérifient avec 
un degré de précision aussi élevé que l’on veut 


1 — A,e-i*"/r, E mi=W (4, role “/r, 


H a — A,e”Ÿ*7/ r, EE: = = W [4,, rl etr}r, 


où 4, et 4, ne dépendent pas de r et sont orthogonales au vecteur r,; 
l'intégrale de surface intervenant dans (38.4) peut être mise sous 
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la forme 


À CLEA rob A1] — [Ass rol, Aa] } dsWer##r/r2. 
S 
En appliquant à à l’ expression sous le signe somme la transformation 
(A.1.5), on s'assure qu'elle est nulle. 
Il en résulte que pour un système électrodynamique placé dans 
l'espace libre la forme intégrale du lemme de Lorentz devient 


[FR Ém do = | 98 Em dv, (88.5) 
V V 


où l'intégration est étendue sur les régions des sources. 

Remarquons! maintenant qu'en vertu de (38.5) l'intégrale de 
volume figurant dans (38.4) est nulle quel que soit le choix de la 
surface frontière S enveloppant les sources, ce qui signifie que l'in- 
tégrale de surface, elle aussi, est nulle, c’est-à-dire 


À LËmzs Hs] de = Ÿ LÉn He] d8, (38.6) 
S 


quelle que soit la surface S entourant toutes les sources. C’est une 
autre forme du lemme de Lorentz pour un espace libre. 

Prenons encore un exemple: soit un système électrodynamique 
enfermé dans une enveloppe parfaitement conductrice. En faisant 
coïncider cette enveloppe avec la surface S intervenant dans (38.4), 


nous voyons que l'intégrale de surface devient nulle car Enix = 0 


et Emor — 0. Les relations (38.5) et (38.6) sont donc aussi valables 
dans ce cas. 

38.2. Principe de réciprocité des sources séparées. — Une des 
propriétés que le lemme de Lorentz présente dans toutes ses modifi- 
cations est la symétrie de sa formulation par rapport aux grandeurs 


En" Hu et je: d’une part et des grandeurs Émas He et FÉES 
d'autre part. Ces ‘champs peuvent être considérés aussi bien comme 
deux « régimes » successifs d’un certain système linéaire que comme 
des champs existant simultanément. 

Si Vr et V-, désignent respectivement les régions des première 
et deuxième sources, la formule (38.5) prend la forme 


| ISTE dv = | JE dv, (38.7) 
Vs1 Ve 
et dans la plupart des cas il s’agit de régions qui ne se coupent pas 
(fig. 38.1, a). L'intégrale au second membre peut être interprétée 
comme une certaine caractéristique de l’interaction du champ de 
la première source avec le champ de la deuxième source ; l'intégrale 
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au premier membre a un sens analogue. Nous voyons que les caracté- 
ristiques de ce genre sont égales indépendamment du type de sources 
et du milieu linéaire isotrope dans lequel elles sont placées. On dit 
que la relation (38.7) traduit le principe de réciprocité, sous-entendant 
par là les sources séparées dans l’espace et leurs champs. 


a) 


Fig. 38.1 


Dans le cas de deux courants rectilignes (fig. 38.1, b), l'énoncé 
du principe de réciprocité conduit à l'égalité suivante: 


| FF Ëne dl= | [SE dl. (38.8) 
t le 
Puis, en passant aux radiateurs élémentaires, on a 
LE ol = LS Emile) (38.9) 
ou encore, compte tenu de (35.8), 
PmiËme — Pm2Ems- (38.9a) 


Introduisons des grandeurs 


UU) — El: et Ü —= Emil, (38.10) 


qu'on peut appeler « tensions » (f.é.m.) induites: dans chacun des 
éléments de ligne L, et Z, par le champ de l’autre]source. L'égalité 
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(38.9) prend maintenant la forme 


PaUR= IR Ur (38.11) 
dont on tire une égalité d’un autre type: 
Zis = Zar (38.12) 


OÙ Zi = Uh5/Ime et Ze = Ui/Im ont le sens des impédances 
mutuelles de deux radiateurs élémentaires. 

Le principe de réciprocité se manifeste par le fait que la f.é.m. 
induite dans le premier élément par un courant donné du deuxième 
élément est la même que la f.é.m. qui sera induite dans le deuxième 
élément si le courant du premier élément est égal au courant donné 
du deuxième élément. Dans la théorie des antennes, connaissant 
les propriétés d’une antenne en émission par exemple, le principe 
de réciprocité permet de juger de ses propriétés en réception et ré- 
ciproquement. 

Montrons que la f.é.m. induite dans une antenne linéaire de 
petites dimensions varie, en fonction de son orientation, suivant la 
même loi que le champ dans la zone lointaine créé par cette antenne 
lors du rayonnement ou, en d’autres termes, que la directivité de 
l'antenne est la même en émission et en réception. Soient deux 
radiateurs élémentaires placés à une distance r > À comme l'indique 
la figure 38.1, c. Supposons d’abord que c’est le premier d’entre eux 
qui émet. Si on le fait tourner, on constate que l'intensité de champ 


En: auquel est soumis le deuxième élément, et par là-même la 
f:é.m. induite dans cet élément Uf, varie suivant la loi F (ÿ) — 
— | sin Ô | (n° 35.3). Quand c'est le deuxième élément qui émet, 
la f.é.m. induite dans le premier élément (en rotation) est en vertu 
de (38.11) égale à UV!» — UCI % /I%. La valeur de U{> est donc 


proportionnelle à V3, — | sin 8 | (les courants se rapportant à deux 
régimes d'émission indépendants sont invariables). L'assertion est 
ainsi démontrée. Dans la théorie des antennes, une application 
analogue du principe de réciprocité se fait sous la forme générale. 


Exemples et exercices 


…", 31. En énonçant les deux problèmes sur le rayonnement (38.1), on peut 
prendre les équations symétriques de Maxwell (37.1) et, après avoir effectué 
les opérations ultérieures, arriver à la généralisation du lemme de Lorentz. 

Montrer qu'au lieu des relations (38.3), (38.4) et (38.5) on obtient dans ce 
<as leurs formes généralisées : 


div { LËms, Hmil— {Em H ms) }= 
mp Ene— fon) Mmes (38.13) 
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À (LEËmas Hmil—l£m: Hme]} ds = 
S 


= [ DE Erne— je Hrnt Je) dv. (38.14) 
et 
Â GE — J 29 H mi) dv = | GE ms 12, Ha) dv. (38.15) 
4 V 


.. 2. Montrer que le lemme de Lorentz reste aussi valable en cas d'anisotro- 
pie si les tenseurs & et u sont symétriques (v. Annexe 9). 


II. DIFFRACTION 


$ 39. Phénomènes de diffraction 
et problèmes électrodynamiques 


39.1. Notion générale de diffraction. — Dans l'étude de la 
lumière, les écarts que les processus réels présentent par rapport à 
des images idéalisées prévues par l’optique géométrique s'appellent 
phénomènes de diffraction. C'est ainsi, par exemple, que dans la 
réalité l'ombre n’a pas de frontières parfaitement précises, la lumière 
contourne dans une certaine mesure les obstacles et au voisinage de 
la frontière conventionnelle entre l’ombre et la lumière on constate 
des oscillations spatiales de l'intensité. Cependant cet effet de bord 
n’est observé que dans une zone d'autant plus étroite que les di- 
mensions de l’objet sont plus grandes par rapport à la longueur d'onde 
et puisqu’en optique les dimensions relatives des corps sont le plus 
souvent très grandes (d/À © 1), il est naturel de considérer cet effet 
comme un certain écart. 

Les objets de dimensions relativement grandes ne sont pas rares 
non plus en radiotechnique (ce sont par exemple les certains types 
d'antennes), pourtant l'inégalité d/À © 1 n'y est pas vérifiée à un 
aussi haut degré qu’en optique. D'autant plus qu'en radiotechnique 
des objets petits ou comparables à la longueur d'onde ne sont pas 
rares. Dans ces conditions, les conceptions adoptées en optique 
géométrique sont tout à fait inacceptables, de sorte que parler des 
écarts à ces conceptions n'a aucun sens. 

Afin de comprendre ce qu’on entend, en électrodynamique, par 
problème de diffraction, examinons les figures 39.1, a, b, c et d qui 
représentent schématiquement l'incidence de l’onde sur des corps 
différents. Le système électrodynamique idéalisé réalisé sous forme 
de deux demi-espaces hétérogènes séparés par une surface plane 
(fig. 39.1, a) a été déjà étudié en détail aux $$ 27 à 30. L'onde plane 
homogène E°, H° fait naître dans ce cas deux autres ondes planes: 


16—01469 
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une onde réfléchie E-, H- et une onde transmise (réfractée) E*, H*. 
Au point de vue de l'optique géométrique, ce phénomène se caracté- 
rise entièrement par les trois rayons indiqués et les lois de Snellius 
qui déterminent leur orientation découlent de façon rigoureuse des 
équations de Maxwell. 

Considérons maintenant une onde £°, H° tombant sur la surface 
d'un objet physique réel de dimensions finies (fig. 39.1,b). Le 


V- 
—p 
— x pe” 
7 (0) — (-) 
— ra 
pe 
—» 
11” 
C) d) (El 
Fig. 39.1: 


phénomène électromagnétique excité sera alors représenté par le 
champ E-, H- à l'extérieur du corps et le champ E*, H* à son inte- 
rieur. Ces champs ne sont plus des ondes planes (les sens du vecteur 
de Poynting sont indiqués par des flèches), de sorte que leur déter- 
mination exige, en général, de résoudre un problème mathématique 
compliqué auquel on donne précisément le nom de problème de dij- 
fraction. Les champs E-, H- et E*, H* s'appellent respectivement 
champ de diffraction extérieur et champ de diffraction intérieur. Parfois 
on donne au premier de ces champs le nom de champ de diffusion 
et au lieu du terme de « champ de diffraction » on utilise celui de 
« champ diffracté ». Signalons que dans les problèmes de diffraction, 
l'onde incidente n’est pas nécessairement une onde plane. 
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La figure 39.1, c illustre la diffraction d’une onde par un corps 
parfaitement conducteur (modèle d'un conducteur réel). Comme 
l'effet pelliculaire est dans ce cas parfait, le champ de diffraction 
intérieur sera nul. La figure 39.1, d représente l'incidence de l’onde 
sur un objet opaque, par exemple un écran parfaitement conducteur 
percé d’un trou. Nous dirons que c’est une diffraction par une ouver- 
ture (ou un trou). 

Ainsi, nous entendrons par diffraction l'excitation du champ dans 
un système électrodynamique sous l'effet d’une onde incidente. 

39.2. Enoncé des problèmes de diffraction. Cas limites. — Les 
problèmes de diffraction sont posés comme des conditions aux limi- 
tes pour les équations de l’électrodynamique, c’est-à-dire les équa- 
tions de Maxwell ou les équations du second ordre qui en dérivent. 
Soient donnés un corps concret (par exemple un volume V sur la 
figure 39.1, b) et une onde incidente E°, H°. On demande de trouver 
les solutions des équations de l’électrodynamique E +, H* à l’intérieur 
de Feet Æ-, H7 à son extérieur qui satisfont aux conditions aux limi- 
tes 


[E°+HET, Vol =(E*, Vol, 
[HO +, vo] = [H*, vo], 


De plus, le champ E-, H- doit satisfaire à la condition de rayonne- 
ment (v. n° A.5.3 et 34.2). Remarquons que les champs de diffraction 
intérieur et extérieur obéissent à différentes équations de l’électro- 
dynamique qui se distinguent par les permittivités et les perméabi- 
lités qu'elles font intervenir. 

Si le corps V est un conducteur parfait, alors E* — 0, H* = (0. 
Dans un tel cas, en énonçant un problème de diffraction, on donne 
la première des conditions aux limites (39.1) où le second membre 
disparaît. Au lieu de la deuxième condition nous aurons la relation 


[4° + H7, vol =, (39.2) 


qui peut être utilisée pour calculer le courant superficiel après la 
détermination du champ !). 

On connaît très peu de solutions rigoureuses aux problèmes de 
diffraction ; de plus, elles ne concernent que certains corps de forme 
simple. Mais actuellement, on a construit un nombre considérable 
d'algorithmes réalisés sur de gros ordinateurs et destinés à déterminer 
avec une précision satisfaisante les champs de diffraction de systèmes 
électrodynamiques relativement complexes. 

Etant donné la complexité des problèmes de diffraction, on con- 
sidère souvent différentes modifications idéalisées de ces problèmes. 


| sur 5. (39.1) 


1) Le problème de diffraction se ramènera fréquemment à une équation in- 
tégrale par rapport à la densité de courant n ; la détermination du champ sera 
alors une opération secondaire. 


16% 
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L'étude du cas limite correspondant à une croissance illimitée de la 
fréquence (w —+ oo, À — 0) est du nombre. On a alors pour toute 
surface lisse 


R Ace; (39.3) 


Où Rmin est le rayon minimal de courbure. La condition (39.3) per- 
met de prendre tout élément de surface du corps pour élément de 
surface plane de séparation entre les milieux et, comme il est expli- 
cité par la figure 39.2, a, d'appliquer les lois de Snellius. Le phé- 
nomène électromagnétique est caractérisé par l'aspect des rayons 
et dans nombre de cas il s’agit de tenir compte des réflexions mul- 
tiples (fig. 39.2, b). On a donc affaire à un problème d'optique géo- 
métrique et nous appellerons la condition (39.3) la limite de l'optique 


Fig. 39.2 


géométrique. Au $ 31 nous avons déjà discuté de la correspondance 
entre les champs électromagnétiques du type des ondes localement 
planes et de leurs représentations par des rayons. Puisque les rayons 
sont des lignes de force du vecteur densité de flux d'énergie I, la 
valeur de II est représentée par le nombre de rayons passant par unité 
de surface du front d’onde. Cette circonstance permet de rétablir 
l'intensité de champ d'après l’aspect des rayons. 

Bien entendu, la limite de l'optique géométrique ne peut servir 
d’approximation pour un problème réel que dans le cas où la valeur 
relative des rayons de courbure est suffisamment grande: Ryin À À 
(À est la longueur d'onde pour le milieu optiquement moins dense). 
Une croissance brusque de la courbure (1/R) aux bords de nombreux 
objets réels (par exemple des miroirs) ne s'accorde pas avec cette 
exigence. Il existe pourtant une possibilité de tenir compte de l’in- 
fluence due aux « bords » et aux « brisures » de la surface lisse en les 
prenant pour parfaits; on introduit dans ces conditions la notion 
de « rayons de diffraction » qui élargit le domaine de validité de la 
limite de l'optique géométrique !). 

1) L'exposé de la théorie généralisée de la représentation par des rayons 
sort du cadre du present ouvrage. Cette théorie qui remonte aux ouvrages de 
Keller est connue sous le nom de « théorie géométrique de la diffraction ». 
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Supposons maintenant que la fréquence diminue indéfiniment 
(wo — 0, À — œ), ce qui signifie le passage à un phénomène électro- 
magnétique stationnaire ; les équations de Helmholtz qui se déduisent 
des équations de Maxwell se réduisent alors aux équations de Laplace. 
Ce cas sera nommé limite quasi stationnaire. Une telle idéalisation 
est justifiée si les dimensions du corps qui provoque la diffraction 
sont très inférieures à la longueur d'onde: d:,, << À (on fait inter- 
venir la longueur d'onde À pour le milieu le plus dense). 11 convient 
cependant de souligner qu'à la limite quasi stationnaire, il est im- 
possible de déterminer directement, sauf pour la zone proche, le 
champ de diffraction extérieur. 

39.3. Méthode de Huygens-Kirchhoff. — Nous allons considérer 
maintenant la diffraction d’une certaine onde par des corps opaques 
(par exemple parfaitement conducteurs). Selon l'optique géométri- 
que, un Corps opaque « masque » tout simplement la source; la fi- 
gure 39.3 montre la formation de la région d'ombre pour les ondes 
sphérique et plane. Construisons une surface (en pointillé sur la fi- 
gure 39.3) d'un côté de laquelle reste la source de l’onde incidente; 
cette surface se compose de deux parties S et Q, dont la dernière se 
situe dans la région d'ombre géométrique. Proposons-nous de déter- 
miner le champ régnant de l’autre côté de la surface construite. D'a- 
près ce qui a été établi au n° 37.2 ce champ peut être attribué à l'ac- 
tion des sources superficielles équivalentes (principe de Huygens), 
mais les composantes tangentielles de ce champ sur la surface fron- 
tière fixée sont inconnues. L'approximation 


Es | EsursS, s__f H°surS 
- | Osur Q; us 


s'appelle approximation de Kirchhoff (elle a été introduite sous forme 
scalaire en optique ondulatoire). En admettant cette approximation, 
on suppose en fait que les intensités de champ s’annulent dans la 
zone d'ombre et que l'onde incidente n'est pas déformée en dehors 
de cette zone. 

Si l’on considère la diffraction par une ouverture (fig. 39.3, c 
et d), le champ produit par les sources équivalentes est un champ de 
diffraction extérieur. En le déterminant, comme il est indiqué au 
n° 37.2, écrivons les relations (37.2) sous la forme: 


(39.4) 


En=EmtEm Ha=Hm+Hme (39.5) 


Dans le cas de la diffraction par un corps opaque de dimensions fi- 
nies (fig. 39.3, a et b), le champ total dû aux sources équivalentes 
comprend aussi l’onde incidente, c'est-à-dire 


PRIE LE. Hn+H = Hit He. (39.6) 
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Dans les deux cas, les champs Es. Hu et En, Hs se calculent au 
moyen des formules (37.4), (37.5), compte tenu de (37.11), où ES, 


HS des champs correspondant à l'approximation de Kirchhoff 
(39.4). 


RÉ A ombre 

C-——— = Region d'ombre 
= Y- € 910 

T9 — —— 


EE — 
t-Région d'ombre 


y 


L 


C) d) 
Fig. 39.3 


La méthode de Huygens-Kirchhoff exposée ci-dessus est une des 
* méthodes heuristiques répandues en théorie de la diffraction. 

39.4. Caractéristiques intégrales de la diffraction. — Le phéno- 
mène de diffraction est souvent caractérisé à l’aide de certains pa- 
ramètres énergétiques intégraux. 

L'action d’un corps de dimensions finies provoquant la diffrac- 
tion est décrite au moyen de la section transversale de diffusion S.,. 
Ce paramètre est défini comme le rapport du flux d'énergie total à 
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la valeur absolue du vecteur de Poynting IN° (de l'onde incidente) 


PB. 4 f— - 
Si= ‘L ds. (39.7) 


Ici, Z est une surface quelconque enveloppant l’objet de diffraction 
(fig. 39.4, a). 

Soit donnée par exemple une onde électromagnétique plane ho- 
mogène tombant sur une feuille métallique (surface S) dont les di- 
mensions sont grandes par rapport à la longueur d'onde; cette feuil- 


Fig. 39.4 


le sera supposée parfaitement conductrice. Calculons à l’approxi- 
mation de l'optique géométrique le flux d’énergie de l’onde réfléchie 
sur la feuille (fig. 39.4, b\, il vient 


Pen = IIS cos ?p — IIS cos Fe 


Pourtant ce n'est pas encore le flux total d'énergie de diffusion: 
l'existence de la région d'ombre doit être considérée comme le ré- 
sultat de la superposition à l’onde incidente ÆE°, H° d'un champ —E", 
—H9 ]localisé dans cette région (ce qui détermine l’annulation du 
champ total). Pour cette raison, le flux total d'énergie de diffusion 


se trouve égal au double de Pxn. En déterminant la section trans- 
versale de diffusion de la feuille à l'approximation de l'optique géo- 
métrique, nous avons donc 


Sa = 2P,en/ll = 28 cos Fe (39.8) 


La valeur maximale de cette grandeur est égale à deux fois la sur- 
face de la feuille (pour une incidence normale). 
En étudiant la diffraction par une ouverture (fig. 39.4, c), on in- 
troduit la notion de section transversale de transmission 
P- Lopee 
Tire QU ds; (39.9) 
7" >» 
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où Z” est une surface non fermée construite de manière à être tra- 
versée par la totalité du flux d’énergie de diffusion. A l’approxima- 
tion de l'optique géométrique, T7, = S. 


Exemples et exercices 


1. Traitons à l’approximation de l'optique géométrique le problème de 
diffraction d’une onde plane homogène £E, H° par une sphère parfaitement con- 
ductrice de rayon R. Représentons l’onde E?, H° sous la forme d’un faisceau de 
rayons pe (lignes de force du vecteur de Poynting) dirigés dans le sens 
opposé à l’axe des z (fig. 39.5). Construisons dans le plan du front d'onde une 
zone annulaire dont la surface S° peut être calculée, comme le montre l'examen 
de la figure, en multipliant la longueur de l'anneau 2xR sin Ô par sa largeur 
R cos à A8. Ainsi, S°— RAR? sin 20 AŸ. Désignons par (0) et (0)’ les rayons 


Region 
d'ombre 


Fig. 39.5 


extrêmes « découpés » par la zone annulaire. Après réflexion sur la sphère, 
ils ne sont plus parallèles, mais forment un angle 2A8. Ces rayons réfléchis (—) 
et (—)’ limitent le faisceau dirigé sous l'angle 26. La totalité de tels rayons for- 
me, si l’on fixe leur longueur, un corps de révolution sous forme d'une ceinture 
de surface S- qui est obtenue en multipliant la largeur de la ceinture A’ Æ 
& r-2A6 par sa longueur Æ2xr sin 26 ; nous voyons que S- = 4nr° sin 28 A6. 
Puisque les surfaces S° et S- sont traverseés par les mêmes flux d'énergie: 


S°II° = S-II-, on a 
I -/11° = R2/4rt, (39.10) 


où la quantité r peut être prise pour la coordonnée sphérique radiale avec une 
précision d'autant plus élevée que la distance r est plus grande. 
| Ainsi nous en arrivons à conclure qu’à l'approximation de l'optique géomé- 
trique, l'intensité de champ de diffusion par une sphère est indépendante de la 
direction, c'est-à-dire que le champ est isotrope. 
Soulignons que si la conclusion faite est valable, la dimension transver- 
sale angulaire de la région d'ombre (hachurée sur la figure 39.5) est négligeable. 
En se servant des formules (39.7) et (39.10), montrer que la section trans- 
versale de diffusion de la sphère a pour valeur 


S, = 2nR° (39.11) 
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2. Montrer que lorsque la sphère est remplacée par un cylindre, on obtient, 
au lieu de (39.10), la formule 


1e R . «a 
To — 27 SMS >; (39.12) 
où & est une coordonnée azimutale. Construire un diagramme de directivité 
(de même qu'on le fait dans le cas du rayonnement). 

3. Soit une onde plane homogène tombant sur une sphère diélectrique dont 
les dimensions sont très petites devant la longueur d'onde. Pour résoudre ce 
problème à l'approximation quasi statique, il suffit d'utiliser les formules 
(13.28), (13.29). Des deux formules (13.28), seule la deuxième est bonne: en y 

osant la valeur de E, égale à l’intensité de champ électrique de l'onde incidente 
Fe point correspondant au centre de la sphère), nous obtenons le champ de dif- 
fraction intérieur E * ; à cette approximation, l'intensité H + ne diffère pas de H°. 

Pour déterminer le champ de diffraction extérieur, il convient de considé- 
rer la sphère diélectrique comme un radiateur électrique élémentaire dont le 
moment est donné par l’égalité (13.29); puis on trouve le champ à l’aide des 
formules obtenues au $ 35. Ecrire les expressions pour les amplitudes complexes 
des intensités de champs de diffraction intérieur et extérieur. 

4. Comment les résultats précédents seront-ils modifiés si la perméabilité 
magnétique (de même que la permittivité électrique) de la sphère a une valeur 
quelconque ? 

5. Déterminer à l'approximation quasi statique le champ de diffraction 
par une sphère métallique. 

6. Examiner à l’approximation quasi statique la diffraction d’une onde 
plane homogène par un cylindre diélectrique (métallique). 


$ 40. Diffraction de Fraunhofer 
par une ouverture 


40.1. Application de la méthode de Kirchhoff-Huygens. — Consi- 
dérons le problème de diffraction d'une onde plane homogène 


Én= mode, Hn= Yo ei, (40.1) 


qui tombe suivant la normale à la surface d’un écran plan indéfini, 
parfaitement conducteur, percé d’un trou (fig. 40.1). Puisqu’à l’ap- 


Fig. 40.1 


proximation de Kirchhoff (39.4) l'ouverture S « découpe » un tronçon: 
non déformé du front d'onde plane (40.1), nous sommes en droit de 
prendre chaque élément de la région plane S pour un élément rayon- 
nant dont le champ s'exprime par les formules (37.21). Il faut seule- 
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ment tenir compte du fait que ces formules sont écrites en coordon- 
nées sphériques dont l’origine se situe sur l’élément de Huygens 
donné ; or, il nous faudra maintenant avoir affaire à l'action de tels 
éléments situés en dehors de l’origine des coordonnées. 

Après avoir choisi un point d'observation fixe M (r) (fig. 40.2, a), 
proposons-nous d'exprimer le champ de rayonnement produit par un 
élément de Huygens placé dans le voisinage d’un point P (r’). Uti- 
lisons la première des formules (37.21) en amenant l’écran percé de 


MÜrIMX, 4,2) 


Fig. 40.2 


trou dans le plan z = 0 de manière que dans le système de coordon- 
nées cartésiennes, le point P (r’) se confonde avec LP (x’, y’, 0). Met- 
tons le résultat sous la forme 


dÉr = HO (1 + cos Do) (Dog COS Gq — Æog Sin Ag) X 


eirlr-r?l 
Lr—r | 


X dx” dy’. (40.2) 
Ainsi, nous avons exprimé la contribution d'un seul élément de 
S au champ de diffusion E-; l'indice q désigne les coordonnées angu- 
laires et les vecteurs unitaires correspondants du système local de 
<oordonnées sphériques dont l’origine est au point P (zx’, y’, 0). 


Pour trouver l'amplitude complexe E;,, il faut intégrer dE, sur 
l'ouverture S. Puisque, pour des points d'observation suffisamment 
éloignés, les directions r — r’ et r peuvent être considérées comme 
parallèles, les coordonnées angulaires locales de tous les éléments 
-de Huygens coïncident avec les coordonnées angulaires du système 
principal 8, & ainsi que [r —r° |-! &r-l. Par suite, 


En = OL (4 + cos 8) (d cos a —a, sin a) x 


x | e-ixir=r"l gr’ dyt. (40.3) 


S 
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Mais les dimensions de l'ouverture n'étant pas petites par rapport 
à la longueur d'onde, |r —r" | ne peut pas être identifiée avec r 
dans le facteur exponentiel (cf. n° 35.1); dans ce cas la condition 
du type de la deuxième inégalité (35.2) n’est pas satisfaite. En coor- 
données cartésiennes, on a 


re Very +é- 
= VE T(er +yy) TEE er (ar + yy)+ 


où on a effectué le développement en série binomiale et rejeté les 
termes du deuxième ordre de petitesse. 

Dans ce qui suit nous allons considérer une ouverture rectan- 
gulaire de dimensions a et b (fig. 40.2, b). En tenant compte du fait 


que suivant (40.1), E° (0) = À, récrivons l'intégrale (40.3) sous la 
forme suivante: 


: RE 
Es MA ET (1 + cos 8) x 
a/2 b/2 jh XX" +uu" 
X (0cos «a — æ sin @) e r dz'dy'. (40.4) 
-a/2 —-b/2 
Puisque 
a/2 b/2 xx’+uy sin (5) sin LA 
e' r dx’ dy’ = ab _\2r JU \V2r" 
ka kb 4 
-a/2 -b/2 97 T Dr 


en passant des coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques 
(x = r sin Ô cos & et y = r sin Ô sin «a, fig. 40.2, c), on a finalement 


_  ikAab eik 


En = re = (9, cos &« — a, sin &) (1 + cos Ÿ) >: 
sin (+ sin Ÿ cos a.) sin (sin Ÿ sin a.) 
DE —————_—_—— —_—_—— , (40.5) 


FT sin Ÿ cos # sin 9 sin & 

Quant à l'amplitude complexe H:., elle se calcule de la même 
manière, en partant de la deuxième ligne des formules (37.21). 
Pourtant, on peut s’en passer car le champ de diffusion E-, H- peut 
être considéré comme une onde localement plane ($ 31); en vertu 
de (31.10) on a 

n=-2rlro En. (40.6) 


40.2. Champ de diffraction de Fraunhoïer. — Conformément à 
la tradition de l'optique ondulatoire, la diffraction d'une onde 
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plane observée dans la zone lointaine (à l'infini) s'appelle diffraction 
de Fraunhofer. Ainsi les formules (40.5), (40.6) expriment (en ampli- 
tudes complexes) le champ de diffraction de Fraunhofer par une 
ouverture. De (40.5), (40.6) il résulte que la caractéristique direc- 
tionnelle de diffusion est de la forme 


_VT(, œ)__ 1+cos 8 
V0, &) 2 


où u — (ka/2) sin Ÿ cos & et v — (kb/2) sin 6 sin a. Le premier fac- 
teur exprime ici la caractéristique de rayonnement de l’élément de 
Huygens (37.23), alors que les deux suivants traduisent le résultat 
de la superposition de toutes les ondes locales. Ce sont des facteurs 
dits interférentiels 


F(E)= 


Pour a >> À (b > À) le facteur interférentiel correspondant varie 
en fonction de Ÿ beaucoup plus rapidement que cos Ÿ et c’est lui 
qui détermine en fait la caractéristique directionnelle dans le do- 
maine des faibles valeurs de l'angle 6. 

La fonction F (6, «) (40.7) est généralement considérée dans deux 
plans orthogonaux : &« — 0 et « — 90°; le premier s'appelle plan E 
et le second plan H. La caractéristique directionnelle prend dans ces 
deux cas la forme 


sin u 
u 


sin v 
v 


F(, a) , (40.7) 


+]  G=u (40.8) 


ntË: 11 
-E, 1 
LL 


où ÊE — (ka/2) sin Ÿ et EH — (kb/2) sin 6. 

Le graphique d’un facteur interférentiel est représenté sur la 
figure 40.3, a. On y voit que le rayonnement présent: un maximum 
aigu pour Ÿ = 0, c’est-à-dire dans la direction de l’axe des z (8 = 0). 
Puisque selon (40.9) l'influence du facteur (1 + cos 8)/2 peut être 
négligée lorsque les angles 8 sont petits, le graphique de la figure 
40.3, a permet de juger de la largeur angulaire de la région de rayon- 
nement maximal. Cette « largeur du faisceau », c'est-à-dire l’angle 
entre deux directions les plus proches du maximum dans lesquelles 
le rayonnement est nul, sera déterminée conformément à (40.9) à 
l'aide des égalités suivantes : 


E, H 14 + cos Ô | si 
F (9) =—— 


(40.9) 


sin A8 


=n et sin Ad |= x. (40.10) 


Il est évident que dans les plans considérés la largeur du faisceau 
est 2A0E:H (fig. 40.3, a). Du fait de la petitesse de cette quantité 
on peut poser dans (40.10) sin A8, = A6,. D'où 


248 æ2N/a et 2A0Ë % 2/b. (40.11) 
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Un diagramme de rayonnement construit en coordonnées polaires 
compte tenu du facteur (1 + cos Ô)/2 est représenté sur la figure 
40.3, b. Une influence notable de ce facteur se manifeste lorsque le 
rayonnement vers l'arrière est nul (G — 180°). 

Soulignons qu’étant heuristique, la méthode de Huygens-Kirch- 
hoff ne donne pas une idée tout à fait exacte du phénomène de dif- 
fraction. Les résultats qu’elle fournit pour des ouvertures de gran- 
des dimensions (a > À, b > À) sont satisfaisants parce que la zone 
de bord pour laquelle l’approximation de Kirchhoff (39.4) est, à 
priori, inapplicable n’est pas grande. A la limite, lorsque a/À— s, 
b/à —+ co, la largeur angulaire de la zone de rayonnement direct 


KT 2 
! | 
4 
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Fig. 40.3 


(maximal) tend vers zéro. Cela signifie que le canal spatial corres- 
pondant cesse de s’élargir comme il se doit dans le cadre de l'opti- 
que géométrique. 

Remarquons que le caractère des résultats obtenus ne dépend 
pas de la forme de l’ouverture. C'est ainsi par exemple que dans le 
cas d’une ouverture ronde, la forme générale du diagramme direc- 
tionnel demeure la même, et la largeur angulaire du faisceau a pour 


valeur 
2A8, = 2,44N/2R. (40.12) 


Revenons enfin à la manière dont a été obtenu le résultat prin- 
cipal (40.5) afin d'évaluer son domaine de validité. A cet effet, il 
faut tenir compte de ce que le passage de l'intégrale (40.3) à sa re- 
présentation approchée (40.4) s'accompagne d’une erreur dans la 
détermination de la phase Æ |r — r° | qui dépend de la valeur de 
la partie rejetée du développement de |r —7r" |. Le premier des 
termes rejetés (x°° + y’?)/2r a sa valeur maximale pour x’ — a/2 
et y’ — b/2. Cependant le défaut de phase correspondant 
k (x + y'*)/2r sera petit si 


a? + b° 
— € 1. (40.13) 
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Cette inégalité peut être considérée comme condition de diffraction 
de Fraunhofer par une ouverture. Lorsque cette condition n'est pas 
satisfaite, la formule (40.5) cesse d’être valable, et le phénomène 
de diffraction devient tout différent. 


Exemples et exercices 


1. En partant de la deuxième formule (37.21), obtenir l’expression d’une 


amplitude complexe H;, du champ de diffraction et s'assurer que la relation 
(40.6) est valable. 

2. Quel est le rapport entre le maximum principal et le premier maximum 
latéral du diagramme directionnel de diffusion par une ouverture de grandes 
dimensions ? 

3. Etudier le cas de la diffraction par une ouverture d'une onde tombant 
obliquement. Indication: déterminer le champ de rayonnement de l'élc- 
ment de Huygens par la formule (37.24) et l’impédance Z comme indiqué au 
n° 27.3. 

4. Dans la théorie des antennes il existe une notion d’« antenne à panneau 
ou en nappe » (dont l’action peut être interprétée comme rayonnement des sour- 
ces réparties sur une certaine surface). Ce sont par exemple les antennes à cor- 
net, les antennes-miroirs et d’autres encore ; elles sont généralement analysées 
par la méthode de Huygens-K irchhoff. 

L'ouverture rectangulaire dont est percé un écran peut être considérée 
comme une «antenne en nappe parfaite ». Calculons son coefficient de directi- 
vité (35.18) correspondant au maximum de rayonnement (ô = 0). Dans l’ap- 
proximation de Kirchhoff, la puissance de rayonnement totale à partir de l’ou- 
verture est P° = IIS — abA°/2W. En calculant le flux d'énergie dans la di- 

: da = _— k2A°a2b2 
rection Ü—0, on déduit de (40.5), (40.6): I5,,,(r, Ÿ,æ&) = IL (r, 0, «) — PEUR 
Par suite, en vertu de (35.18) on a 


AIT — ans 
Dmax = ax (S = ab). (40.14) 


$ 41. Diffraction de Fresnel par une ouverture 


41.1. Détermination du champ de diffraction. — En continuant 
l'étude de la diffraction d’une onde plane par une ouverture rectan- 
gulaire, passons à l’examen de ce phénomène lorsque la condition 
(40.13) est loin d'être satisfaite. 

Ayant rapproché ainsi le point d'observation de l'écran, pla- 
çons-le dans un certain plan z — constante (fig. 41.1, a) et gardons 
dans le développemert de |r — r’ | le terme quadratique 


rer = VE 2 + QG yP +R -s+ EEÉRU VE + 


Dans un tel énoncé du problème, le phénomène considéré porte le nom 
de diffraction de Fresnel. 

En restreignant notre analyse à des angles Ô pas très élevés, ad- 
mettons que dans (40.2) |r—r |"Æ&z-l et (1 + cos 8) x 
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X (9, cos a —«, sin «) = 2x, (fig. 41.1, b). En intégrant dEx, on 
obtient au lieu de (40.4) l'expression 


Lin. 2 b/2 5 (x-x")2+(y—p")2 


6) 


Fig. 41.1 


le changement de variable k (x — x’)*/2z = t*, la première d’entre 
elles devient 


a/2 + — VR/2zx-a/2 

/ sh (x : » 5= a/2) : 

| e # d=—) — ( er \F.al: 
-a/2 Vk/2z(x+a/2) 


L'intégrale analogue par rapport à y” se transforme de la même 
manière. 

Nous avons obtenu ainsi des intégrales dites de Fresnel et nous 
utiliserons les notations conventionnelles 


F 


Î ei ar = | cos {dt — i \ sinttdt=}/ [C(u)—iS(u)l. (41.2) 
0 0 

Les fonctions C (u) et S (u) sont données dans les tables (v. par 
exemple {K.1]); elles sont représentées graphiquement sur la fi- 


gure 41.2. 
Compte tenu de (41.2), l'intégrale (41.1) s’écrit sous la forme 


En = En (2) [C (u)—-i8 (u)]ut IC (v)— is (vx, 
— — (41.3) 
mi E(st$), me E(ve+). 
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On obtient facilement une expression analogue pour l’amplitude 

complexe H;, et on s'assure que H} = (1/W) [2, E:]. Par suite, 
+ 1 Fr . Us . Ds 19 
DIN |(C(u)—iS (u)Jur[C (0) —iS (v)% |. (41.4) 


41.2. Etude de la diffraction de Fresnel. — Commençons par 
examiner le champ de diffraction au point A1 (0, O, z). En fixant les 


0 20 J0 4 Du 
Fig. 41.2 


valeurs correspondantes des arguments u,, et v,. dans (41.3), nous 
avons 


Æ Va_b 
U, AU et v4,2(0)= + TE - (41.5) 
Nous conviendrons d'appeler les quantités 
a=a/Vhz et b—=b/VA (41.6) 


« dimensions d’onde » de l'ouverture; l’ordre de grandeur de ces 
paramètres influe de façon substantielle sur le caractère du phé- 
nomène de diffraction observé. 


Etudions le cas de grandes dimensions d'onde: a > 4, b > 1. 
Selon (41.5), tous les arguments intervenant dans (41.3) seront alors 
grands et par conséquent les intégrales de Fresnel C (w1,), S (ux.2); 
C (2:12) et S (v,) seront en valeur absolue voisines de 1/2 (fig. 41.2). 
En tenant compte du fait que C (—u) = —C(u) et S (—u) = 
— —S$S (u), de (41.3) et des formules qui la suivent nous obtien- 
drons 


E. (0, O, z) — ryAe-ikz — E°, (z), 


_ A! 
] 1 ; D =257. (41.7) 
Ha (0, 0, 2) = Jo D eine = H®, (z), | 2W 
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Le champ de diffraction au point M (0, 0, z) est donc assimilable, 
lorsque les dimensions d’onde a et b sont grandes, à l’onde incidente 
non déformée par l'ouverture. Ce qui n’a rien de surprenant, car, d’a- 
près (41.6), les inégalités a © À et b © À doivent être vérifiées à un 
degré encore plus élevé que a > 1 et b > 1 (au n° 41.1 les rapports 
a/z et b/z étaient supposés petits). 

Comment le champ de diffraction varie-t-il dans le plan d’obser- 
vation z — constante? Pour répondre à cette question, examinons la 


Fig. 41.3 


fonction F (x, y) = Vi-/n (cette quantité est aussi égale à Ex/E% 
et H;,/H°,). L'examen de (41.3) montre que F1 (x, y) = !/, ® (x) ® (y) 
où 


D (x) = | C(us) — iS (us) — IC (wi) — ÈS (w)11, (41.8) 


et © (y) est une fonction analogue obtenue par le changement u,, + 
> Vo. 

La grandeur à calculer est le module de la différence de deux va- 
leurs de la fonction complexe C (u) — iS (u). On se servira alors, 
comme d'habitude dans de tels cas, du diagramme représentant les 
nombres complexes sous forme de vecteurs. Si, en coordonnées car- 
tésiennes, on porte —$S (4) en ordonnées et C (u) en abscisses, en 


17—-01469 
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notant des points correspondants aux mêmes valeurs de v, on obtient 
une courbe appelée spirale de Cornu (fig. 41.3). Tout segment recti- 
ligne orienté partant de l’origine des coordonnées vers l’un des 
points de la spirale de Cornu représente un nombre complexe C (u) — 
_ ) (4), si bien que pour déterminer ® (x) (41.8),'ilsuffit de cons. 
truire deux vecteurs (pour u — u, et u — u,) et de joindre leurs 
extrémités. En effet, la longueur du tronçon obtenu, ou corde de 
spirale, est égale au module de la différence des nombres complexes 
représentés, c'est-à-dire à © (x). 

Considérons la variation de l'intensité de champ de diffraction 
dans le plan Æ par exemple, en posant y = 0. La grandeur 


F (x, 0) = VT- (x, 0, 2)/II° = 1/, © (0) © (x) qui nous intéresse 


Pad 


Fig. 41.4 


est, comme on le voit, proportionnelle à ® (x) et pour trouver les 
valeurs de cette fonction il faut, compte tenu de ce qui précède, 
fixer sur la spirale de Cornu les points uw, (x) et u, (x) en mesurant 
ensuite les longueurs des cordes qu'ils forment. 

. En supposant, comme précédemment, que les dimensions d'onde 
de l'ouverture sont grandes, construisons d’abord sur le diagramme 
le tronçon représentant ® (0). Puisque u, (0) et u, (0) (41.5) sont 
de l'ordre de grandeur des dimensions d'onde, on peut considérer 
qu’elles correspondent aux foyers de la spirale et que ® (0) est re- 
présenté par la corde joignant les foyers comme l'indique la figure 
41.4, a. Ainsi, nous avons trouvé une quantité qui exprime, à une 


certaine échelle, l'intensité Æ (0, 0) = VTi- (0, 0, z)/TI° au point 
d'observation médian M (0, O, 2). 

Puis, en déplaçant le point d'observation dansle plan z = cons- 
tante à partir de la position médiane x = 0 dans le sens de crois- 
sance de x, on constate que w (x) = V k/2z (x + a/2) augmente, 
c'est-à-dire que la limite de u, peut être, à plus forte raison, consi- 
dérée comme correspondant au foyer de la spirale de Cornu. Quant 
à la quantité u, (x) — V k/2z (x — a/2), elle diminue en module 
jusqu’à la valeur zéro lorsque z augmente dans l'intervalle (0, a/2). 
I] en résulte que l’une des extrémités de la corde représentative sur 
le diagramme reste fixe, alors que la deuxième extrémité glisse sur 
la spirale (comme l'indiquent lesfigures 41.4, b, c et d) en parcourant 
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ses spires. Dans ces conditions, la longueur de la corde, et par suite 
la valeur de ® (x), oscille d’abord avec une amplitude progressive- 
ment croissante et décroît ensuite de façon monotone. Au moment 
précis où le point d'observation se trouve au droit du bord de l'ou- 
verture (x = a/2), la longueur de la corde est réduite à la moitié de 


VT1x,0 z)/VA 100,2) 


-&/2 a/2 
Fig. 41.5 
ne az25 
a 1 CET] 
WU | 
-a/2 0 a/2 -af2 0 a/2 -af2 0 a/f2 
a) b) c) 
Fig. 41.6 


sa valeur initiale, de sorte que ® (a/2) = 1/, © (0). Lorsque z s’ac- 
croît encore, la limite de u, devient positive et augmente en s’appro- 
chant de u,; la longueur de la corde représentative diminue de façon 
monotone (fig. 41.4, e) et, avec elle, l’intensité du champ de dif- 
fraction. 

On procède de la même façon pour étudier la variation de l’in- 
tensité de champ lorsque le point d'observation est déplacé vers 
le domaine des x négatifs. 

La courbe de variation de l'intensité relative 


Vi- (x, 0, z)/IT- (0, O0, z) construite à partir d’une telle analyse 
graphique est montrée sur la figure 41.5. Remarquons que les fluc- 
tuations de l'intensité s'effectuent autour d’une valeur constante 
prévue par l’optique géométrique, l'écart maximal étant égal à en- 
viron 17 %. Ce pic se situe au voisinage de la frontière géométrique 
de l'ombre, alors que sur la frontière elle-même, l'intensité est 
deux fois plus faible que dans la partie médiane. Plus grandes sont 
les dimensions d’onde de l’ouverture, plus la zone de bord, où se 
manifeste l'effet de diffraction, est relativement étroite. Néan- 
moins, tant que les dimensions d’onde sont grandes, l'aspect général 


17% 
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du phénomène observé demeure le même (fig. 41.6, a et b). La répar- 
tition de l'intensité est différente pour de faibles dimensions d'onde : 
il se peut par exemple que l'intensité accuse une chute dans la partie 
médiane (fig. 41.6, c). 

Signalons que lorsque le point d'observation est suffisamment 
éloigné (z > a, z > b), le cas de dimensions d'onde très faibles 
(a & 1, db 1) correspond, conformément à (40.13), à la diffraction 
de Fraunhofer. 

41.3. Interprétations complémentaires. Zones de Fresnel. — Con- 
sidérons une construction graphique simple qui explique l’origine 


4E, (r.) 


Fig. 41.7 


de la spirale de Cornu. Imaginons que le nombre d'éléments de Huy- 
gens sur l'ouverture est fini. Pour déterminer le champ de diffrac- 
tion en un point M (0, O, z), par exemple, nous devons additionner 


une série de nombres complexes AE;, (r,) qui expriment (sous forme 
scalaire) les amplitudes complexes des champs de rayonnement des 
éléments de Huygens partiels. Les modules de AE, (r,) sont approxi- 
mativement égaux, et les phases correspondantes varient d'autant 
plus rapidement que les distances des éléments à la partie médiane 
de l’ouverture sont plus grandes (les distances croissent de façon non 
linéaire). 

En utilisant pour l'addition des nombres complexes AE; (r,) 
le diagramme vectoriel, nous voyons (fig. 41.7) que les segments qui 
représentent ces nombres doivent être portés avec des écarts crois- 
sants (variation non linéaire de la phase). Lorsque le nombre d'élé- 
ments de l'ouverture est suffisamment grand, le diagramme se rap- 
proche de la spirale de Cornu. Le champ résultant est déterminé 
par jonction des extrémités de la ligne polygonale (fig. 41.7), c'est 
un analogue discret de la construction effectuée sur la figure 41.4, a. 

Avant de clore ce paragraphe, considérons encore une interpré- 
tation répandue de la diffraction de Fresnel. Découpons dans le 
plan de l’ouverture une région dont les distances d'un quelconque 
de ses points au point d'observation #f (0, 0, z) ne diffèrent au plus 
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l’une de l’autre que de la demi-longueur d'onde. Il est facile d'établir 
que c'est un cercle de rayon 


r=VGE+N2 22 Vi. (41.9) 


On l’appelle première zone de Fresnel. Les deuxième, troisième, etc., 
zones de Fresnel sont des régions annulaires présentant les mêmes 
propriétés (fig. 41.8). Il est évident que les frontières de la n-ième 
zone de Fresnel sont déterminées par une double inégalité 


Vri>r>V(n—1)2z. (41.10) 


Les zones de Fresnel consécutives d'ordres élevés ont des surfaces 
presque identiques; par suite, les éléments de Huygens correspon- 


À /2 


Fig. 41.8 


dants produisent, au point M, des champs de rayonnement prati- 
quement égaux en amplitude (la différence entre les distances moyen- 
nes peut ici être négligée). Mais les champs de rayonnement des 
zones consécutives sont en opposition de phase et donc s’annulent. 
On peut dire que si une ouverture (de forme quelconque) com- 
porte un grand nombre de zones de Fresnel, ce qui aura lieu pour 


d>VAz (41.11) 


(d est l’une quelconque des dimensions de l'ouverture), la partie 
masquée par l'écran du front d'onde incidente sera sans importance : 
le champ au point médian M sera le même que celui sans écran. 

Mais l'inégalité (41.11) exprime le fait que les dimensions d'onde 
de l'ouverture sont grandes. Cette inégalité peut s’écrire aussi sous 
la forme 


d>1 (d-d/Vr) (41.12) 
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(cf. les expressions de a et b). Ainsi, en utilisant la notion de zones 
de Fresnel, nous en somma2s venus à une compréhension nouvelle 
du fait déjà traité au n° 41.2 et qui trouve son expression dans les 
formules (41.7). La construction des zones de Fresnel est un des 
moyens simples permettant d'évaluer les phénomènes de diffraction. 


Exemples et exercices 


1. La spirale de Coruu permet certaines évaluations quantitatives. Ayant 
mesuré la distance entre les foyers d: la spirale sur la figure 41.3, prenons-la 


our unité de mesure. Soit d'abord a = b = 2r,, où r1—= W Az, c'est-à-dire que 
’ouverture est de forme carrée et qu’elle circonscrit la première zone de Fres- 
nel. Dans ces conditions, suivant (41.5), u,.+ (0) = U,a (0) = +y x, alors 
que la quantité Y 2/xu portée sur la spirale (fig. 41.3) sous forme deîtraits orthogo- 
nauxest égale à + y 2. En mesurant sur Îe diagramme la distance entre les points 


de la spirale ÿ 2 et—y 2, on obtientæ1,26 (en uaités choisies). D'après fa for- 
mule (41.4), la quatrième puissance de cette quantité 1,26 & 2,5 est le taux 
de dépassement de la densité de flux d’énergie au point m$dian d'observation 
M (0, 0, z) par rapport au cas de l'ouverture de rrandes dimensions d'onde (ou 


au cas d'absence d'écran). Prenons maintenant a = b — 2 2z: l'ouverture 
circonscrit un cercle contenant les deux premières zones de Fresnel. On trouve 


Us (0) = 01,2(0) =+ÿ 2x. Il faut alors masurer sur le diagramne Îa Îon- 
gueur du segment qui relie les points 2 et —2 de la spirale. Elle vaut 0,84 avec 
es unités précédentes. La deasité de flux d'énergie au point M}](0, 0, z) consti- 
tue dans ce cas 0,841 = 0,5 de la valeur observée en l'absence d'écran, alors 
que par rapport à la dimeasion précidente de l'ouverture, le flux d'énergie est 
environ cinq fois plus faible. 

Effectuer des évaluations analozues en considérant une ouverture carrée 
qui s'inscrit dans le cercle de la pramière zone de Fresnel et ensuite dans la 
circonférence qui limite la deuxième zone. 

2. Analyser à l’aide de la spirale de Corau, la diffraction par une ouver- 
ture de très petites dimansions d'onde. Expliquer à partir de ces positions l'ori- 
gine du maximu n principal sur le diazra n' ne de la figure 40.3. 


$ 42. Ecrans complémentaires 


42.1. Princip: de Babinet. — Los figures 42.1, a et b exolicitent 
l'énoncé de deux problèmos de diffraction daas lesqu2ls on considère 
des écrans conplémentaires. L'un d'eux est un écran indéfini percé 
d'une ouverture et l’autrs est coagruant à l’ouvertura (se confond avec 
celle-ci lors de la sup2rposition). Dans les deux cas o1 donne une 
onde incidente E°, H° qui se propage dans le demi-espace À perpen- 
diculairemant au plan de l'écran et un chanp de diffraction E’, 
H° (a) ou E;, H; (b) s'excite. Dans ces conditions, £’, H° détermine 
le champ total derrière l'ouverture, dans le demi-espace B, alors 
que pour un écran de dimensions finies, La champ total est E° + E:, 
H° + H;. | 

Comparons ces deux problèmes dans le cadre de la méthode de 
Huygens-Kirchhoff, en supposant que E$ = 0, HS = 0 sur l'écran 
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et ES — E9, HS = H° en dehors de l'écran, dans le plan S qui sépare 
les demi-espaces À et B. Construisons dans B la superposition des 
champs E, H intervenant dans les deux problèmes: 


E=E  +(E+E;), H=H; +(H+H;). (42.1; 
En vertu du principe de superposition, le champ E, H peut être 


interprété comme le champ excité par la superposition des sources 
figurant dans les deux problèmes; mais alors ES = E°, HS — H° 


D EH B EU HO 
dy EENETE 
A LS _ E0,H°%0 
RRRLELE 
attHEEE sr 
a) b) , 
Fig. 42.1 


dans tout le plan S et par suite le champ excité E, H ne différera pas 
de l’onde incidente initiale E°, H°. 


En introduisant E — E° et H — H° dans (42.1), on obtient 


ee EE; =—E; et H, = — H°. (42.2) 
oO 


U, =; (423) 


c'est-à-dire que dans les cas que nous comparons les champs ne dif- 
fèrent pas en intensité. En optique ondulatoire, cette assertion est 
connue sous le nom de principe de Babinet. 

L'application de la méthode de Huygens-Kirchhoff au problème 
de diffraction par une ouverture ($$ 40, 41) donne des résultats pou- 
vant être directement transposés, à l’aide du principe de Babinet, 
au problème des écrans complémentaires ?). 

Comme il résulte de la déduction elle-même, le principe de 
Babinet demeure valable quelle que soit l'orientation de l’onde in- 
cidente. 

42.2. Application du principe de dualité. Fentes étroites. — En 
continuant l'examen des objets plans complémentaires, énonçons 


1) Il existe un énoncé rigoureux du principe de Babinet non lié à la méthode 
de Huygens-Kirchhoff (v. {D.5], $ 5). 
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pour le demi-espace B les deux problèmes suivants: 
Problème 1 Problème 2 


rot En = — io A ms; rot Em = — il me, 


rOL Hs = iNEotE m1; rot Ho — I0EEE me, 
Enix = 0sur Q. H mx = sur Q 


(fig. 42.2, a et b); la condition de rayonnement est aussi supposée 
imposée. Si on reprend les raisonnements déjà développés (n° 22.3), 
on peut s'assurer que ces problèmes, ainsi posés, ont un sens physi- 
que. 

Les problèmes (42.4) sont tels que les rôles des champs électri- 
que et magnétique y sont en quelque sorte échangés et si on effectue 


C1 8 
Ms 7 
F4 Q ÉD PA 
’ 4 
Éssssmmsssssesse J 
À À 
0) p © LS 
Fig. 42.2 


les changements e — — pu, u — — e, ES, + HS, Ja solution de l’un 
des problèmes devient solution de l’autre et vice versa. Em 


PS  ; He Em. Ainsi, lorsque ES, et HS sont identiques, la 
solution de l’un des problèmes peut être obtenue à partir de la so- 
lution connue de l’autre en appliquant le principe de dualité donné 


au n° 36.1 (en raison de (37.10) on peut interpréter l’opération Es 
= H$, comme le changement de courants superficiels équivalents: 


2 ext), 

1e = aux énoncés (42.4), remarquons maintenant que 
les conditions aux limites données sur Q sont précisément les condi- 
tions auxquelles doivent satisfaire les champs de diffraction E°., 
H°,, dans les problèmes d'écrans complémentaires parfaitement con- 
ducteurs. Ce qui vient d'être dit est évident pour le problème 1; 
en ce qui concerne le problème 2, l'absence de composante magnéti- 
que tangentielle, lorsque le champ est excité par des courants cir- 
culant dans le même plan, est expliquée sur la figure 42.2, b. Ainsi. 
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on peut s'attendre à ce que les problèmes (42.4) se révèlent utiles 
lors de l'étude de certains phénomènes de diffraction. 

Prenons, par exemple, une ouverture pratiquée dans l'écran 
sous forme d'une fente longue dont la largeur d est petite devant la 
longueur d'onde ; le principe de Huygens-Kirchhoff y est à priori inap- 
plicable. Comparons des éléments de fente (fig. 42.3, a) avec ceux de 
bande complémentaire de l'écran (fig. 42.3, b) parcourue par un 


7 


AL 


Fig. 42.3 


courant transversal. On constate sans peine que le champ électrique 
de la fente (ES dans le problème 1) a le même aspect que celui du 
champ magnétique sur l’une des faces de la bande conductrice (HS 
dans le problème 2). C'est ce qui nous permet d'appliquer le prin- 
cipe de dualité. 

Soit d<& Al< À; en prenant l'élément de bande pour élément 
électrique rayonnant, nous utiliserons les formules du $ 35. Expri- 
mons d’après (35.3) le champ produit par l'élément de bande dans 
la zone lointaine: 


1 rCXt " 
7 ___ ,ikln Al sin 6 


—ikr 


: rCxt : 


4n 
(42.5) 
(problème 2), de plus on a d’après (2.3) 


pts Susan 


L. 
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(fig. 42.3, b) où L est le contour passant par la surface de la bande 
{le courant de déplacement est null). On en tire pour A + 0 


It 2 Ï HS, dl. (42.6) 
A 
En effectuant dans (42.5) les changements e + — pu, > —e 
et HS, — ES (à l’aide de (42.6)), passons respectivement de Hms et 


E, Hs à En et Hi. Ainsi, le champ de rayonnement de l'élément de 
fente dans la zone lointaine s'exprime par les formules 


É_ = mes ne eir et Ai = 
= D iorceÜ ml sin si ts e=ikr (42.7) 
{probléme 1), où 
B 
Un = | ES, dl. (42.8) 
A 


La dernière grandeur peut être interprétée comme une tension agis- 
sant entre les bords de 1la fente. 

L'analyse du rayonnement d’une fente sur la base du principe 
de dualité remonte aux travaux de A. A. Pistolkors ?). 
.. La comparaison des formules (42.7) et (36.11) montre que l’élé- 
ment de fente est assimilable à un élément magnétique rayonnant et 
que 


Mm = i2Ü AU. (42.9) 


Etant donné la relation (36.5), cela signifie que cet élément pro- 
duit dans le demi-espace B le même rayonnement que celui d’un 
a de courant magnétique 7" = — 2U placé dans l’espace 
libre. 

Bien qu'ils ne donnent pas une solution complète au problème 
de diffraction par une fente dans l’écran, les résultats obtenus jouent 
un rôle important en théorie des antennes. D'ailleurs, quelques con- 
sidérations bien simples permettent de juger de l'intensité d’ex- 
citation de la fente par l’onde incidente. La figure 42.4, a montre 
le champ magnétique qui prend naissance lorsque l'onde tombe sur 
un écran sans fente ; le courant de conduction est dirigé orthogonale- 
ment à H. La fente pratiquée dans l'écran provoque une perturbation 


À) ]Tucmosbxopc À. À, — 5KTD, 1944, tr. 14, c. 681, 693. 
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de ce champ, dont le degré dépend de l'orientation de la fente. Dans 
la position / (fig. 42.4, b), la fente coupe à angle droit les lignes de 
courant, si bien qu’elle devient le sièse d’un courant de déplace- 
ment transversal, c'est-à-dire qu’il y a apparition d’un champ électri- 
que représenté sur la figure 42.4, c. Lorsque la fente est parallèle au 
courant (position ?, fig. 42.4, b), elle ne déforme presque pas la ré- 
partition du courant dans l'écran ; le champ conserve pratiquement 
la structure d’une onde stationnaire, de sorte que le rayonnement est 
négligeable. On peut donc prévoir que pour une orientation inter- 
médiaire de la fente (position 3), l’intensité relative de rayonnement 


%b 
7 7 
E (3 
| n E 
AN 
H (2) 
(1) 
a) b) | t) 


Fig. 42.4 


sera déterminée par cos y dont la valeur est proportionnelle à la 
projection de la fente sur la direction de H. 

Notons en conclusion que dans les raisonnements qui précèdent 
nous avons utilisi le concept de similitude qualitative entre les 
champs ES et HS sur la fente (fig. 42.3, a) et sur la bande (fig. 42.3, b) 
respectivement. Les solutions rigoureuses des problèmes correspon- 
dants (idéalisés) sont indiquées dans la monographie {D. 5], chap. IV. 
Remarquons seulement que les répartitions réelles de ES et H° 
sont fortement non uniformes et s’accroissent brusquement au voi- 
sinage des bords. Pourtant il n’est pas rare qu'au lieu des intégrales 
(42.6) et (42.8) on écrit des relations faisant intervenir des champs 


moyens ESet AS. Alors la valeur de U,, se détermine comme Ed. 


Exemples ‘exercices 


4. Ea partant du principe de Babinet, appliquer les résultats obtenus dans 
les ;ÿ 40 ot 41 au problène de l'incidence normale de l'onde sur un écran rec- 
tangulaire. 

2. Etulier le rayonnement d'une fente étroite de longueur égale à la deai- 


longueur d'onde. Dans ce cas, Un = Ü, cos kz (l'origine des coordonnées coïn- 
cide avez le point médian). [ndication: appliquer le principe de dualité, 
en partant de la formule (35.21). 
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$ 43. Diffraction par un cylindre et par une sphère 


43.1. Enoncé du problème. Diffraction par un cylindre. — Re- 
venons à l'énoncé rigoureux des problèmes de diffraction en tant 
que problèmes aux limites électrodynamiques (n° 39.2). En consi- 
dérant l'incidence d’une onde E°, H° sur tel ou tel corps, nous de- 
vons maintenant chercher les champs de diffraction intérieur et ex- 
térieur £E+, H+ comme des solutions des équations de Maxwell, qui 


l'ig. 43.1; 


satisfont aux conditions aux limites (39.1). Dans certains cas les 
plus simples, de telles solutions peuvent être construites sous forme 
de séries; citons parmi eux la diffraction d’une onde plane homo- 
gène par un cylindre indéfini et par une sphère. Dans ce qui suit 
nous construirons la solution du problème de diffraction par un cy- 
lindre pour deux polarisations de l’onde incidente se propageant 
perpendiculairement à son axe (fig. 43.1, a) et discuterons la solu- 
tion du problème de diffraction par une sphère (fig. 43.1, b). Toutes 
les grandeurs (champs, permittivités, perméabilités, nombres d’on- 
de, etc.) se rapportant aux milieux intérieur et extérieur seront res- 
pectivement affectées des indices à et e. 
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À la polarisation désignée par || (fig. 43.1, a) correspond pour 
l'onde incidente 


À 
We 


En zo4e-ikex ot = —Y e=iñex, (43.1) 

Les conditions aux limites ne peuvent être satisfaites que lorsque 
les champs de diffraction, intérieur et extérieur, sont invariables 
le long de l’axe z du cylindre (cf. n° 27.2), le vecteur E étant parallèle 
à cet axe. Puisque le champ électrique se réduit de cette manière 
à une seule composante spatiale £ = E,, il doit résulter des équa- 
tions de Maxwell une seule équation scalaire par rapport à cette 
composante. Elle est obtenue si l’on prend l'équation homogène de 


Helmholtz qui découle de (20.23) pour jet — 0 si l’on projette les 
vecteurs sur l'axe des z. En l'écrivant pour les milieux intérieur 
et extérieur, on a 


Vi Emi. e+kf, Emi, D — () (Emi Eh, Eme no E', 7). (43.2) 


Les champs étant indépendants de z, on a utilisé le symbole 1 (l’opé- 
rateur V*° dans lequel on n’a gardé que la différentiation par rapport 
aux coordonnées transversales). 

En utilisant dans ce qui suit les coordonnées cylindriques, re- 


marquons d’abord que z = r cos « et par suite £°,=2,4 je "1%, 
En vertu de (A.6.24), ce champ peut être représenté par la série 


E,= mA D (—i} JA(kr)e"e, r>R. (43.3) 


n=- 


En coordonnées cylindriques, les solutions de l’équation (43.2) 


ont été obtenues au n° A.7.3. Désirant représenter E*, et E;, à l’aide 
de séries analogues à (43.3), choisissons leurs termes sous forme de 
produits .# 4 (A.7.17). Ce faisant, tenons compte de ce que les fonc- 
tions .# bornées dans la région intérieure (r << ÆR) s'expriment sui- 
vant (A.6.4) par les fonctions de Bessel (dans (A.7.17) B — 0), 
alors que les fonctions .#, acceptables dans la région extérieure 
(r > R), s'expriment suivant (A.6.9) par des fonctions de Hankel 
de deuxième espèce (dans (A.7.17) P = 0). Dans ces conditions, le 
champ de diffraction extérieur satisfait à la condition de rayonne- 
ment. En prenant les mêmes dépendances azimutales {4 que dans 
(43.3), écrivons sur la base de ces raisonnements les séries suivantes: 


Ét=zA D (—iÿbila(kir)ent, r<R (43.4) 


N=: — © 
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et 


C0 
e 


En=204 À (—iÿcnHR (kr)ene, TR (43.5) 
n=— 0 
(b, et c, sont des coefficients indétermints). 

Puisque les termis des séries (43.3) à (43.5) sont des solutions 
des équations de Maxwell, on peut construire, pour chacun d'eux, 
des champs magnétiques correspondants. Par suite, en appliquant 
à chaque terme des séries d'opération 


7 _ l l 1 En, c OË mi. e 
si D Canberra eus rot Emi, TT (+ ga — DES-"ONE 
(compte tenu de ce que Ë, —_ 2ŒE m), on obtient 

° LA . j , | 
= D (ro Ja (er) — autel n (Ker) | etre, 
ne — 00 


r>R, (43.6) 


X [ro Ja (kr) — Gokid à (kr) | eina, r<R (43.7) 


et 
. LÀ _ 
Momie 2 e(—i) X 


X [ro Ha (ker)— ke" (Her) | eine, r>R. (43.8) 


I] reste à imposer les conditions aux limites (39.1) qui prennent, dans 
ce cas, la forme 


E,+En=Ehn et Huo+Hma=Hhe r—=R (43.9) 


È _. e 0 4. , : 
(condition de continuité de Æ,, et HA sur la surface de séparation 
entre les milieux). Les conditions (43.9) sont satisfaites membre à 
membre si les coefficients b, et c, sont des solutions des équations 


bafh(kiR)— HP (kR)—=J,(kR), 


kr [A _ ke (2)’ . Ke ’ : (43.10) 
b, re Jh (kR)—c ne HE (KR) — Te Ja (4 R), 
c’est-à-dire, comme il résulte de (43.10), 
nu — Jn (KeR) HF" (keR)— Jn (keR) HP (keR) | (43.443) 


a)? W ‘’ a 
Ja (k:R) Hf) (keR) — W, Jh (k:R) Hh? (keR) 
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— Ja A) Th GoR) HT JA (IR) J n (koR) 
D ET CPR pren (43.11b) 
Jn GiR)H 


Ainsi, nous avons obtenu la solution du problème de diffraction pour 
la polarisation d’un type (symbole || sur la figure 48.1, a). 
Soit maintenant une onde incidente donnée sous la forme 


E!, = y AW .e-ikez et H D zoAe-ikez, (43.12) 


qui correspond à une polarisation d’un autre type (fig. 43.1, a). 
On peut résoudre ce problème selon la méthode déjà employée, mais 
le plus simple est d'appliquer le principe de dualité à la solution 
déjà trouvée. Le fait est que dans les deux problèmes de diffraction, 
les champs électrique et magnétique changent, pour ainsi dire, de 
places. Ceci devient évident si on compare les ondes incidentes (43.1) 
et (43.12) et si on tient compte du fait que les conditions aux limi- 
tes (39.1) sont identiques dans les première et deuxième lignes. 

En effectuant dans les formules (43.4), (43.5), (43.7) et (43.8) 
le changement e;, ., — 3, ., on obtient les champs magnétiques 
à partir des champs électriques et réciproquement. On a 


x [ro J, (ir) = aid Gr) | ein, r<R, (43.13) 


x [ro HE (kr) — coke H 2" (ker) | eina, r>R, (43.14) 


Hi=nÂ © b(—i)"Ji(r)ene, r<R (4315) 
et 


Hn=zA Y cn(—i} HP (kr)eine, r>R, (43.16) 


où les expressions des coefficients b, et c, obtenues à partir de (43.11) 
revêtent, si on effectue les mêmes changements de permittivité et 
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de perméabilité, les formes suivantes 


b, =. Jn (Ke) 4)" Ge) — Ta (keR) HP) (kKeR) : (43.17a) 
Ja (iR) HR) GR) Th (kiR) HP (keR) 
— Ja (kiR) Ter) + W. n (AiR) Jn (KeR) 

Cn (43.17b) 


Jn (iR) HE (kel) — _/n (k1R) HR (keR) 
C’est la solution du problème de is pour la polarisation de 
l'onde incidente, désignée par le symbole L sur la figure 43.1, a. 

43.2. Cas d’un cylindre parfaitement conducteur. Discussion de 
résultats. — Il n’est pas besoin de résoudre séparément le problème 
de diffraction par un cylindre parfaitement conducteur: on peut 
(cf. n° 28.2) passer à la limite pour €; + — ico dans les formules ob- 
tenues plus haut. 

En considérant le champ de diffraction pour une polarisation 
du premier type, on déduit des expressions (43.11a), (43.11b): 

37 n (KeR 
b,=0 et c,— — (43.18) 

Le champ de diffraction intérieur est, comme il fallait s’y attendre, 
nul. La surface du cylindre porte un courant réparti avec une densi- 
té n donnée par la formule (39.2). On a donc 


m — 20 (Hu + Hna), r= RAR. (43.19) 


. En introduisant dans (43.5) et (43.8) la valeur des coefficients c, 
tirée de (43.18), nous pouvons écrire les formules exprimant le champ 
de diffraction E-, H-. Pour déterminer ce champ dans la zone loin- 
taine, utilisons la représentation asymptotique (A.6.8) des fonc- 
tions de Hankel; remarquons aussi que la composante radiale du 
vecteur H- devient négligeable. On a CEE 


i(ur- À) JnlkeR) 
Én = —zÀ W — e S tell eins (43.20) 


n= — © 


et 


El 2. (sr +) Ju Jn(keR)_ in ; 
Ha = Go eV ter > HP Gen ee ED) 


N= — © 


Ces formules traduisent une onde cylindrique qui satisfait aux rela- 
tions (31.10), c'est-à-dire qui peut être considérée localement comme 
une onde plane ordinaire. 


La figure 43.2 représente des courbes qui représentent en coordon- 
nées polaires l'intensité de champ de diffusion V'ii- pour diffé- 


$ 43] DIFFRACTION PAR UN CYLINDRE 273 


rents diamètres du cylindre [D.4] à partir de la sommation des séries 
(43.20), (43.21) ; signalons que lorsque l'argument k,R augmente, la 
convergence de ces séries diminue rapidement et on les utilise dans 
les calculs lorsque 4,R << 10. La courbe en pointillé correspond à la 
limite de l’optique géométrique (v. $ 39, exemple 2). Les dimensions 
du cylindre sont telles que cette courbe ne reflète aucunement le 
caractère du phénomène dans le demi-espace avant où, au lieu 
d’une « ombre », on constate un maximum de rayonnement. Néan- 
moins, du côté « éclairé » les courbes se rapprochent de plus en plus 


120° 30° 60° 30° 


f/ÀA=024 
R/A=064 
R/A=128 


2409  270° 300 J30° 
Fig. 43.2 


de la courbe limite lorsque k.R augmente tandis que dans le demi- 
espace avant il y a alors apparition d’oscillations spatiales. 
Terminons cette analyse des résultats par une remarque liée 
au fait que le problème considéré est à deux dimensions (indépendance 
vis-à-vis de la coordonnée longitudinale z). Pour de tels problèmes 
idéalisés la condition de rayonnement s'écrit sous la forme suivante: 


lim Vr( LATE kË rm) =0 (43.22) 


+6 or 


(cf. (A.5.24) et (34.11)). On s’assure sans peine que le champ de dif- 
fusion (43.20), (43.21) satisfait à la condition (43.22). Quant au 
critère de détermination physique de la solution du problème exté- 
rieur qui a été introduit au n° 22.3, il faut aussi y changer r en Vr. 
La raison en est évidente : dans le cas d’un problème bidimensionnel, 
au lieu d’une surface sphérique on prend une surface cylindrique 
dont l’aire croît proportionnellement à r et non pas à r° comme pré- 
cédemment. 

43.3. Diffraction par une sphère. — Le problème de diffraction 
d'une onde plane par une sphère peut être résolu d’après le schéma 
précédent. Dans ce cas, les champs de diffraction intérieur et exté- 
18—01469 
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rieur sont développés en séries à coefficients indéterminés qu’on cal- 
cule en imposant des conditions aux limites. Au lieu des harmoni- 
ques cylindriques .Z,4#(A.7.17), on utilise alors les harmoniques sphé- 
riques (A.7.35). Pourtant, le processus s'avère ici plus compliqué 
parce qu’on doit construire d’abord, à partir des solutions scalaires 
(A.7.35) de l'équation de Helmholtz (A.7.31), des solutions vecto- 
rielles correspondantes des équations de Maxwell; de ce fait, les 
analogues des développements (43.3) à (43.8) seront eux aussi vecto- 
riels. Nous nous contenterons d'indiquer la solution du problème; 
les détails du calcul ne sont généralement considérés que dans des 
monographies spéciales (v. par exemple [A.2]). 

En se donnant l’onde incidente sous la forme 


É,=zoAe-ite, H,— 40 (43.23) 


on a: 
champ de diffraction intérieur (r << RÀ) 


Ên= À D (ET CR Min + ibn Ni), 
næi 

| — (43.24) 

Hn= —-5— Fr 2 Pr Un Mn — ibn Nôn); 


champ de diffraction extérieur (r > À) 


TE 
Én= À Y (—i) 5 (Mn + ich Non), 


(43.25) 
2n +1 : = 

m= y } CN (CR Mon — ich Non). 

Dans ces formules 

M, VV + Tr Jn+iy: (Far) X 


PA? (cos Ÿ)sin & — &o 


X | Æ sin Ÿ 5 


Mi, =V 5 (re EE a, (ur) PP (cos Den @ + 


(43.26) 
+00 Air Jaaiye Grr)l 2 PAP (cos d)èu œ + 


+ Œo —. A Jay kr)] Pp® (cos D )sin &, 


$ 43] DIFFRACTION PAR UN CYLINDRE 275 


où P() sont des fonctions’associées de Legendre (n°s A.6.8. et A.7.4); 
l'indice o (e) désigne le choix de la variante supérieure (inférieure) 
de la fonction trigonométrique et du signe. Les fonctions Mo LL 


No, sont obtenues à partir de M5, et No. par changement de k, en 


ke et de Je en Ht172; les coefficients cMN et bM-N ont pour 
expressions : 


= {—H + ke Jui (k1R)IV eR Jay, (KeR)T + 
+ Jus ER) IV TR Jar, ER} LEE V7 Te Jus, ER) X 


XIV AR Ha, (keR) — Hay, (keR) (VRR Jau, iR)\ \ 
(43.27a) 


= {—Jasae (ER TV ER Juge CRT + LU À Juan, (HR) X 
X IV HR Jatiys ns {He (ReR)VRR Jus iR)) — 
EU aus GR) VER HE RM) 


et 
A TT Rte AL 
ñn ke J'n+i/e (k:R) 9 2 
ee 7 dar etre en) CE 
n Le k: Tu (HR) : 


La figure 43.3 montre quelques résultats du calcul du champ de 
diffraction [D.5] pour une sphère parfaitement conductrice (dans les 
formules précédentes £; —> — ico) placée dans le vide: k, = k — 
— 21/1. Les variations en fonction des angles | À, (8 let | Au (8) |, 
représentées graphiquement, correspondent à l’expression suivante 
du champ dans la zone lointaine: 


Pen 


nt (È) cos a — A, (Ÿ) sin a], 


_. (43.28) 
H = ii | 


_ [0,4 1 (Ÿ) sin &æ + æAy (Ÿ) cos a]. 


Les aspects de la répartition angulaire de l'intensité représentés sur 
les figures 43.2 et 43.3 sont similaires. Lorsque le rayon relatif de 
l'objet augmente, on constate, de même que dans le cas d’un cylin- 
dre parfaitement conducteur, que le maximum de rayonnement dif- 
fusé devient plus aigu dans la région d'ombre géométrique. 
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Exemples et exercices 


{. A la limite quasi stationnaire (R/À — 0), des formules (43.4) et (43.7) 
résultent les formules suivantes: 


Ét= En, et Hi, "be ji, (43.29) 


ce qui signifie que l'onde passe à l’intérieur du cylindre sans déformation du 
champ électrique et que le champ magnétique intérieur est le même que dans 
le problème magnétostatique analogue (exemple 1 du $ 15). | | 

Pour obtenir les formules (43.29), il faut passer à la limite pour R/7. —+ 0 
dans (43.11a), en tenant compte de (A.6.11) et (A.6.12). Cela donne b, = 1 et 
b = bu = 2 (kylke + W.{Wi;)-!. En introduisant ces coefficients dans (43.4) 
et (43.7), on ne prend en compte, à la limite, que le terme nr — 0 dans (43.4) et 
les termes n — 1 et n — —1 dans (43.7). Effectuer les opérations indiquées. 

2. De façon analogue, montrer qu’à la limite quasi stationnaire les formu- 
les (43.13) et (43.15) prennent la forme 


Er =—%e je « Hi HS 3.3 
m = m m= Him. (43.30) 


€; Lee 


Comparer l'expression (43.30) avec la formule (13.26). 

3. Obtenir à partir de (43.13) à (43.17) les formules exprimant les champs 
de diffraction dans le cas d'un cylindre parfaitement conducteur. 

4. S'assurer que chaque paire de termes des développements (43.24) (ou 
(43.25)) est une solution des équations de Maxwell. 


$ 44. Résumé du chapitre 4 


44.1. Rayonnement et diffraction. — Après avoir traité toute 
une série de problèmes de rayonnement et de diffraction des ondes 
électromagnétiques, remarquons maintenant que ces deux phéno- 
mènes présentent une similitude : dans les deux cas on étudie l’exci- 
tation de champ par des facteurs donnés. Dans les problèmes de rayon- 
nement typiques on donne des courants extérieurs et on demande de 
déterminer le champ électromagnétique; d’ailleurs, le principe de 
Huygens élargit les possibilités qu'on a pour l’énoncé des problèmes 
de rayonnement. Dans les problèmes de diffraction que nous avons 
traités on donnait une onde plane homogène incidente, on deman- 
dait de déterminer le champ de diffraction « secondaire » qui était 
excité par ce champ « primaire », alors que l'application du prin- 
cipe de Huygens ramenait ce problème au problème de rayonnement 
des sources données. Quelle que soit la méthode adoptée pour la 
résolution d’un problème de diffraction, on peut affirmer qu'on re- 
cherche le rayonnement produit par des courants de conduction ou 
par d’autres sources qui apparaissent, dans la région du corps con- 
sidéré, sous l’action de l’onde incidente. 

Voyons un autre aspect de la question. Etudions, par exemple, 
le rayonnement d’un courant de conduction donné (il peut s’agir en 
particulier d’un élément électrique rayonnant) en présence d’une 
sphère. C’est un problème de rayonnement typique, mais sa solution 
n'est plus trouvée par une simple intégration de la fonction connue 
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comme cela se faisait aux $$ 34, 35. On peut alors rechercher d’abord 
le champ de rayonnement dans l’espace libre (ceci exige qu'on effec- 
tue seulement l'intégration, $ 34) et considérer ensuite la diffrac- 
tion du champ donné par la sphère. 

Ainsi, dans certains cas, la différence entre les problèmes de 
rayonnement et les problèmes de diffraction ne présente qu’un ca- 
ractère relatif. 

&4.2. Importance des problèmes d’excitation de champs électro- 
magnétiques en radiotechnique. — Dans la théorie des antennes, 
le rayonnement de courants données est généralement considéré com- 
me le prototype général d’une antenne d'émission. L'étude et le 
calcul technique des antennes de nombreux types sont basés sur la 
conception de système de radiateurs dont le rôle est souvent joué par 
les éléments rayonnants que nous avons étudiés. C'est ainsi que les 
antennes filaires sont simulées à l’aide de répartitions linéaires d’élé- 
ments électriques rayonnants, alors que dans le cas des antennes de 
surface ($ 40, exemple 4) on utilise la notion d'élément de Huygens. 

Le problème de diffraction d’une onde plane par un certain corps 
est, du point de vue de la théorie des antennes, un moyen de simu- 
lation mathématique de l'antenne de réception. 

La théorie de la diffraction joue un rôle important dans l’étude 
de la propagation des ondes radio-électriques dans la nature. Cette 
question sera étudiée aux $$ 67, 68. 

Enfin, tant le rayonnement que la diffraction de divers phéno- 
mènes ondulatoires peuvent se produire non seulement dans l’es- 
pace libre mais aussi à l’intérieur de systèmes énergétiquement iso- 
lés. Dans le chapitre qui suit, nous étudierons quelques-uns de ces 
systèmes, qui revêtent une grande importance pour la technique des 
hyperfréquences; plus loin ($$ 58, 59) une grande attention sera 
attachée au traitement des problèmes d’excitation de champs élec- 
tromagnétiques. 


CHAPITRE 5 


SYSTÈMES DE GUIDAGE DES ONDES 
ET RÉSONATEURS 


1. THÉORIE GÉNÉRALE DES ONDES PLANES GUIDÉES 


$S 45. Ondes planes inhomogènes 
dans des systèmes de guidage 


45.1. Champs libres dans des systèmes longitudinalement homo- 
gènes. — Nous savons que les ondes planes homogènes ($ 25) repré- 
sentent le type le plus simple de phénomène électromagnétique on- 
dulatoire. Or, même en présence de surfaces frontières planes il y a 
apparition d'ondes inhomogènes ($ 28); les systèmes physiques idéa- 
lisés capables de guider de telles ondes ont été examinés au $ 29. 
Nous abordons maintenant l'étude des phénomènes ondulatoires 
dans des systèmes de guidage réels que l’on appelle aussi guides d'ondes 
ou lignes de transmission. Certaines lignes de transmission répandues 
sont représentées schématiquement sur la figure 45.1. Ce sont: une 
ligne ordinaire à deux conducteurs (a), une ligne coaxiale (b), des 
lignes à ruban (c et d); des guides d’ondes creux: rectangulaire (e) 
et circulaire (f), un guide diélectrique circulaire (g) et un guide de 
Goubau (k). 

Tous les systèmes indiqués sur la figure 45.1 sont longitudinale- 
ment homogènes, c’est-à-dire qu'ils ont des propriétés physiques qui 
ne varient pas dans une direction rectiligne que nous désignerons 
par z. Quels doivent être les champs électromagnétiques libres dans 
les systèmes longitudinalement homogènes? Pour répondre à cette 


/ / / 
/ '/ HP 0 DRE. OP ARS. RS 
/ / / ’ / s 
s / A / 
/ / (@ ’ A 
LA 
6 6 ©) TES 
a) b) c) 
PA / ’ / 


280 SYSTÊMES DE GUIDAGE DES ONDES ET RÉSONATEURS [CH. V 


question, reportons-nous aux équations homogènes de Helmholtz 
qui s’obtiennent à partir de (20.22) et (20.23) (la permittivité et la 
perméabilité sont constantes dans la région considérée) 


V’E,+k2E, = 0 et V2H + 2H =0 (45.1) 


(k? = (w/c)? eu). En projetant les vecteurs intervenant dans (45.1) 
sur l’un des axes des coordonnées cartésiennes E (Ë — x, y, z), nous 
obtenons les équations de Helmholtz scalaires dont la forme d'’écri- 
ture ne diffère pas de celle de (45.1) 


VF +RkEF = 0, (45.2) 
où F — En - ou F — Mie En appliquant la méthode de séparation 
des variables (Annexe 7), posons dans (45.2) F = # (x, y) f (2); cette 
substitution donne 

dd, 2\ jen æ d? 
F5 tue EPS SE 0, 
ou encore 
HAVE F HR) + LÉ 20, (45.3) 


où Vi est l'opérateur laplacien bidimensionnel pour le plan trans- 
versal z — constante. Comme les deux termes de (45.3) sont des 
fonctions de différentes coordonnées, nous devons les égaler à des 
constantes égales en valeur absolue mais de signes contraires (cf. n° 
A.7.1), dont l’une sera désignée par l°; on a 


VIF +H(kA—T2).F=0 et f"+rf—-0. (45.4) 
A présent, c’est la deuxième des égalités (45.4) qui nous importe. 


C'est une équation différentielle ordinaire, bien connue, dont la 
solution peut être représentée sous l’une des deux formes suivantes: 


Ae-iT:+ Beïlz 
Î— À Pcoslz+QsinTz. 


Puisqu'il s’agit de facteurs des amplitudes complexes, la première 
ligne correspond à une superposition d'ondes progressives (n° 24.2) 
et la deuxième à celle d'ondes stationnaires. 

Nous en arrivons à conclure que les champs électromagnétiques 
libres dans des systèmes longitudinalement homogènes (auxquels 
appartiennent, en particulier, les systèmes montrés sur la figure 45.1) 
ont le caractère des ondes planes, en général, irkomogènes. Si, pour 
fixer les idées, on prend f (z) (45.5) pour B = O0 (la première ligne), 


les composantes des amplitudes complexes En et Hn seront de la 
forme # (x, y)e”il, c’est-à-dire 


Enm=E (x, verts et Hn=é(z,yje (45.6) 


(49.5) 
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La répartition des amplitudes complexes des vecteurs Æ et H dans 
le plan transversal z —constante se conserve tout au long du sys- 
tème, et la dépendance longitudinale choisie e-il: exprime, lors- 
que l'est réelle, une onde continue (non amortie) qui se propage dans 
la direction de l’axe des z. Dans le cas général, la quantité appelée 
nombre d'onde longitudinal ou encore constante de propagation est 
complexe. On a alors pareillement à (24.12), (24.14) 


= J'— il" et l’ — 27/A = o/vh; (45.7) 


où À est la longueur d'onde, v,n sa vitesse de phase et l” le coeffi- 
cient d’affaiblissement. 

Signalons maintenant que, quel que soit le type de solution choi- 
sie f (z) (45.5) !), la première des équations (45.4) garde sa forme 


pour des grandeurs vectorielles € et < si bien que nous pouvons 
écrire 


9e [1 


Vrns sg = TT. (45.8) 
Vic + “CA = 0, 

Le paramètre %° introduit porte le nom de nombre d'onde transversal. 
En examinant les champs dans des milieux hétérogènes (à l’intérieur 
et à l’extérieur d'un barreau diélectrique, par exemple, fig. 45.1, g) 
la valeur de T reste constante : dans le cas contraire, les conditions 
aux limites ne seraient pas satisfaites (cf. n° 27.2). C'est pourquoi 
le nombre d'onde transversal dépend des propriétés du milieu. 

45.2. Représentation des composantes transversales du champ 
moyennant les composantes longitudinales. — Dans la théorie des 
ondes planes inhomogènes et surtout dans l'étude des systèmes de 
guidage concrets, un rôle important est tenu par les relations que 
nous allons obtenir. 

Commençons par mettre les équations homogènes de Maxwell 
par rapport aux amplitudes complexes en projection sur les axes de 
coordonnées : 


0Ëm: Emy | ; 0H m: my : 
a OH mx) Ta — 55 = IEEE mx 
74 
IN (45.9) 
0Ëmx  0Ëm- | ° 0Ëmx 0m . ° 
9  d 0 LOJUETUN s ÉPE — a " IVe E Emmy 
0Emy  0Ëmx J OHmy  6Ë : 
E du iohouHm;:. LE x. 10E082Emz. 


1) Cela est vrai bien qu'aux différentes composantes du champ puissent 
correspondre des formes différentes de f (z) (dans une onde stationnaire .ertianes 
composantes sont sinusoïdales et les autres sont cosinusoïdales). 
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Nous allons considérer les quatre premières équations deux à deux, 
comme le montrent les flèches, en dérivant l'une des équations du 
groupe par rapport à z, tout en tenant compte du fait que la dériva- 
tion double 6?/6z° est équivalente à la multiplication par —T*(parce 
que toutes les composantes sont soumises à la dépendance longitudi- 
nale f (z) (45.5)). Apparaïissent alors quatre paires de relations ; écri- 
vons l’une ss 


2 _ me — ; 0Hmy Om: Hmy _.  * 
[°E | HAE = Oo —— , EP — 5; = 00€ E mx. 


On voit qu’en éliminant 8H my/02, on peut en déduire une expres- 
sion de la composante transversale £E,,+ par les dérivées des compo- 
santes longitudinales £,,, et H,.. On exprime de manière analogue 


les autres composantes transversales des vecteurs E,, et H,,. En 
définitive, on trouve sans peine 


É.— 1 Pme _ i0bh  0Ëme 
MX y? Oz 0x X? dy 
= 02m.) opt 0Pme 
a w ôs ? (45.10) 
F > io£,e PE 1 GHz 
Hmz = x ++ 0z0z * 
Tr D ilWE,)E dEËm: Le 8H mz 
Hmy= x2 ôz ge X? dy ôz 
ou encore, sous forme vectorielle, 
w 9Ë io : 
Ent = _ se Vi DE = LE rot: Hz 
D (45.11) 
. iO8,E s 
Hni= 3 roti Énst + Vi + 


où Em . En- + et Hh . 4 + H: alors que le symbole 
_L signifie, comme précédemment, que les opérations s'effectuent sur 
les coordonnées transversales. Les expressions (45.11) ne dépendent 
plus du choix concret des coordonnées; elles gardent leur significa- 
tion pour tout système de coordonnées cylindriques généralisées 
(1 92 2) où on sous-entend que le choix de coordonnées orthogonales 
dE pi 1, 92 quelles qu'elles soient se fait dans un plan trans- 
versal. 

&5.3. Classification des ondes planes. — En vertu du principe 
de superposition, le champ transversal exprimé par les formules 
445.10) (ou (45.11)) peut être interprété comme la superposition de 
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deux champs transversaux dont l’un est solution des équations de 
Maxwell (45.9) avec une composante longitudinale £. et l’autre so- 
lution de ces équations avec une composante H.. Il existe donc deux 
classes particulières d'ondes guidées dont l’une comprend des ondes 
dites ondes E et l’autre ondes H. 

Les ondes E (« ondes électriques ») n’ont pas de composante magné- 
tique longitudinale (H, = 0); on les appelle aussi ondes TM (« ondes 
transversales magnétiques »). En partant de (45.11), il n'est pas 
difficile d'obtenir les expressions des amplitudes complexes des vec- 
teurs champs des ondes E : 


me 
Es = En: ++ NE — ) (45 12) 


s iOE NE ue 
H}h = E rot, En: — [V1 £ m2) Zo]- 


Les ondes H (« ondes magnétiques . que l’on appelle aussi ondes 
TE («ondes transversales électriques ») n’ont pas de composante 
électrique longitudinale (axiale). Pour cette classe de champs on 
déduit de (45.11) les expressions suivantes: 


Eh = — <È rot: H: = [Zo: V1 H m2 9 
(45.13) 


0H m2 


H = Hm:+ + Vi d= 


L'onde plane homogène que nous connaissons ($ 25) n'appartient 
à aucune de ces deux classes. De telles ondes purement transversales 
(E, = 0 et Æ, = 0) forment une troisième classe particulière d'ondes 
planes et s'appellent ondes TEM (« ondes transversales électromagné- 
tiques »). Comme le montrent les relations (45.10) (ou (45.11)), l’exis- 
tence des ondes TEM pour %* = 0 est impossible : toutes les compo- 
santes du champ sont dans ce cas identiquement nulles. Si 4 = 0 
(c'est-à-dire L = k), les expressions des composantes du champ pren- 
nent la forme d’indéterminations de type 0/0, c'est-à-dire qu'il est 
concevable qu'elles soient différentes de zéro. Donc, si dans un cas 
concret quelconque il y a une onde TE M qui se propage, son nombre 
d'onde axial l coïncide nécessairement avec le nombre d'onde k 
d’une onde homogène se propageant dans le même milieu. Les champs 
de cette classe peuvent être déterminés comme des fonctions limites 
au moyen des formules (45.12) ou (45.13) pour E, — 0, x —+ 0 ou 
H,— 0, x;— 0, en levant les indéterminations correspondantes. 
Dans la pratique cela se fait, comme nous le verrons au $ 46, d’une 
façon beaucoup plus simple. 

Il faut avoir en vue que les ondes £E, H et TEM sont loin de re- 
présenter toutes les variétés possibles d'ondes planes. D’autres 
champs existant dans des systèmes longitudinalement homogènes 


284 SYST£MES DE GUIDAGE DES ONDES ET RESONATEURS [CH. V 


et possédant les deux composantes axiales (£, 0 et H, == 0) sont 
appelés ondes EH ou ondes HE ?). 

En conclusion, notons que de toutes les ondes planes seule l'onde 
TEM que nous avons étudiée au $ 25 est homogène. Comme il s’en- 
suit de (45.10), les ondes ayant des composantes longitudinales ne 
peuvent pas être homogènes: en l'absence de dépendance transver- 
sale, toutes les composantes transversales des champs deviennetn 
nulles. 

L'inhomogénéité des ondes dans des systèmes de guidage est 
naturelle. En considérant, par exemple, les structures représentées 
sur la figure 45.1, on comprend sans difficulté qu'un champ qui ne 
dépend pas des coordonnées transversales ne peut en aucun cas sa- 
tisfaire aux conditions aux limites. 


Exemples ct exercices 


1. Revenons aux exemples d’ondes planes inhomogènes traitées dans les 
&s 28, 29. Afin de comparer les formules qui y ont été obtenues avec les rela- 
tions générales que nous avons maintenant établies, il faut les ramener à un 
système de coordonnées correspondant dans lequel la direction longitudinale 
coïncide avec l'axe des z. 

En effectuant le changement de coordonnées y —+ z, z —+ x et x —+ y, s’assu- 
rer que les formules (28.9), (28.11), (28.14) et (28.15) expriment des champs qui 
satisfont aux relations générales (45.12) et (45.13). Ecrire ces formules sous la 
forme nouvelle. 

2. Ecrire les formules (45.12) et (45.13) pour des ondes progressives, en 
effectuant les substitutions Em, = €,e T° et H,, = ge.e it, 

3. Concrétiser de manière analogue ces formules pour des ondes stationna- 
ires, en prenant par exemple E,,, = ‘%, cos l'z et Hm, = €, sin lz. 

4. À l’aide des formules (A.1.7) et (A.1.8), écrire les relations (45.12) et 
(45.13) en coordonnées cylindriques généralisées (g,, g., z) et en coordonnées 
cylindriques ordinaires (r, «a, z). Répêéter ces opérations en utilisant les formu- 
les (A.1.21) et (A.1.22). 


$ 46. Propriétés générales des ondes guidées 


46.1. Particularités de la propagation des ondes dans des systèms 
à milieu homogène. — Si les éléments métalliques constitutifs des 
systèmes de guidage sont supposés parfaitement conducteurs (6 —> ), 
alors en vertu de l'effet pelliculaire idéal (n°5 25.4, 30.2), le champ 
doit être considéré comme étant confiné dans le milieu diélectrique, 
ce qui est assez proche de la réalité. Par ailleurs, dans nombre de 
cas, le diélectrique est homogène. De tels systèmes de’ guidage sont 
représentés par les divers guides d'ondes creux, les lignes bifilaires, 
les lignes coaxiales, etc. Quelles sont les lois qui régissent la pro- 
pagation des ondes dans ces systèmes? Pour répondre à cette ques- 


1) De telles ondes seront examinées aux $$ 51, 52 où on rrécisera aussi Ja 
différence d'emploi des symboles £ H et HE. 
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tion, il faut discuter l’expression générale obtenue pour la constante 
de propagation à partir de (45.8) 


TVA. (46.1) 


Ce sont les ondes TEM qui ont le caractère de propagation le 
plus simple. Comme nous l'avons déjà indiqué au n° 45.3, le nombre 
d’onde transversal # est dans ce cas nécessairement nul, si bien que 
la vitesse de phase v,n (45.7) de toute onde TEM dans le milieu 
donné a une même valeur: v,, = v = w/k”; nous savons ($ 25) que 
dans un milieu non dissipatif v = c/ Vÿ eu. Signalons tout de suite 
que les ondes TE M ne sont concevables que dans des systèmes à milieu 
homogène où existent des champs stationnaires. Car pour % = 0 les 
équations de Helmholtz (45.8) se ramènent aux équations de La- 


place. En effet, la fonction € par exemple obéit dans ces conditions 
à une équation coïncidant avec (11.4) (sous forme bidimensionnelle) 


et satisfait à la condition aux limites €, = 0 sur la surface du con- 
ducteur, elle ne diffère donc pas, à un facteur constant près, de l'in- 
tensité d’un certain champ électrostatique. En particulier, un tel 
champ peut exister dans une ligne bifilaire et une ligne coaxiale 
(dans le dernier cas, c’est le champ du condensateur coaxial consi- 
déré dans l'exemple 8 du $ 13). Mais puisque le champ électrostati- 
que est impossible à réaliser à l’intérieur de la cavité d'un conducteur, 
les ondes TE M n'existent pas dans les guides d'ondes creux. 

. Plus loin (au n° 46.2), il sera montré que pour des systèmes blin- 
dés à milieu homogène 4° > 0, et 4° > 0 si on exclut le cas des ondes 
TEM. En nous reportant à l'expression (46.1) et en considérant des 
milieux sans pertes, nous voyons que l'<< k (si seulement c'est une 
grandeur réelle) et par suite u,n > v, c'est-à-dire que les vitesses 
de phase des ondes sont supérieures à la vitesse de propagation des 
ondes TE M dans le même milieu. Les ondes £ et les ondes A pos- 
sèdent cette propriété dans les guides d'ondes creux, dans la ligne 
coaxiale et dans des systèmes analogues !); elles s'appellent ondes 
rapides. 

Pour étudier de telles ondes, récrivons (46.1) sous la forme 


D=k V1 = V1 (el =k V1 (When) (46.2) 


Ici jf — u/2n est la fréquence, À = 2x/k la longueur d'onde de l’on- 
de TEM dans le milieu donné et on a introduit les paramètres 


for xc/(2n Veu) et Acr=211/7, (46.3) 


fer est la fréquence critique et À. la longueur d'onde critique. Comme 
le montre (46.2), lorsque la fréquence diminue, la constante de pro- 


1) Ici et par la suite, on suppose que dans le métal & —+ co. 
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pagation l° passe par la valeur zéro pour f = 4. (À = Àcr) et devient 
une quantité imaginaire pure. Les propriétés du phénomène ondu- 
latoire changent dans ce cas brusquement. 

Tant que la fréquence est supérieure à la valeur critique (f > f4), 
il existe une onde rapide qui se propage sans affaiblissement (T° = O, 
FT = [”). En partant de (46.2) et (45.7), on exprime sa vitesse de 
De Vpn et Sa longueur d'onde A (période spatiale suivant l’axe 
es 2): 


U U 
VU = hop — |}, 
V 1—(er/h)? V1 Rer) 
A À s - À jé > fer: (46.4) 


VTC VI Wa ? 


où v — w/k est la vitesse de l’onde TEM. Nous verrons plus loin 
que le nombre d’onde transversal y qui détermine les paramètres cri- 
tiques (46.3) est indépendant de la fréquence. Nous sommes ainsi 
arrivés à la Loi de dispersion des ondes E et des ondes X rapides dans 
les systèmes considérés (n° 26.1). A partir de (46.2) il est également 
facile de trouver l’expression de la vitesse de groupe (n° 26.2) de 
ces ondes : 


Ver = dw/dT = v V1— (fer/f)° = v V1— (her), f>fer. (46.5) 
Il s'ensuit de (46.4) et (46.5): 
UphVgr = LV = C°/ep. (46.6) 


Les fonctions v,n (f) et v,. (f) sont représentées graphiquement sur 
la figure 46.1, a. Au fur et à mesure que la fréquence s'approche de 
sa valeur critique la vitesse de phase croît indéfiniment alors que 
la vitesse de groupe s’annule. Lorsque la fréquence augmente, ces 
deux grandeurs se rapprochent de plus en plus de la vitesse v qui ca- 
ractérise la propagation des ondes TEM. 

Proposons-nous maintenant d'interpréter physiquement le pas- 
sage de l dans le domaine de valeurs imaginaires ([” = 0, T — 
— —il") aux fréquences inférieures à la fréquence critique (f << fer). 
En calculant l par la formule (46.2), choisissons après l'extraction 
de la racine de —1, le signe pour lequel F" >> 0: 


F= —il"= — ik V(fer/f}—1, f < fer (46.7) 
Après l'examen des amplitudes complexes (45.6) on constate que 
e”il: — e-il”:, C'est pourquoi par exemple 
E,=Re (&e-ilzeiut) = Emse”l'2cos(wt+p), 


où œ est une certaine phase initiale. Ainsi, dans le domaine des fré- 
quences inférieures à la fréquence critique, le phénomène s'amortit 
et se met en phase le long de l’axe des z; nous verrons plus loin que 


$ 46] PROPRIÊTES GÉNÉRALES DES ONDES GUIDÉES 287 


le transport d'énergie ne se produit alors plus. Le champ perd en fait 
son caractère ondulatoire. On dit que l'onde subit une « coupure ». 

La variation de la constante de propagation en fonction de la 
fréquence peut être caractérisée dans son ensemble, d’après (46.2) et 
(46.7), par les courbes indiquées sur la figure 46.1, b. Les valeurs 


B/U, te JU 


pm 


———— 
/ £ ff: 
a) 


r'Ak, TK 


Fig. 46.1 


relatives de l’/X et de l”/k s’annulent pour f =f,.; lorsque la îré- 
quence augmente, l'’/k tend vers l'unité alors que T”/k croît indé- 
finiment lorsque f — 0 car l” a tendance à prendre sa valeur maxi- 
male quand l'hax = %. 

Rappelons pour conclure qu’au n° 29.2 nous avons examiné un 
cas particulier de système de guidage réalisé sous forme de plans paral- 
lèles parfaitement conducteurs et nous y avons rencontré les lois 
qui se sont présentées maintenant sous leur forme générale. 

46.2. Détermination des champs. — Vu les relations (45.10) à 
(45.13), le champ de toute onde guidée est entièrement défini par les 
composantes longitudinales ; il est vrai que les ondes TE M n'ayant 
pas de composantes longitudinales sont donc un cas limite, de sorte 
qu'il est plus simple de les considérer séparément. 
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En continuant l'étude des systèmes de guidage à milieu homogène, 
reportons-nous à la figure 46.2 qui représente les sections droites 
de certains systèmes. 

Pour la détermination des champs de la classe E (des ondes E), 
projetons sur l'axe des z les vecteurs intervenant dans la première 


des tons (45.8), en tenant compte du fait que (V 2 &). = V re 


Fig. 46.2 


L'équation scalaire ainsi obtenue, jointe à la condition que la com- 
posante longitudinale (tangentielle!) du vecteur E s’annule sur la 
frontière d’un conducteur parfait, nous donne 


VAË,+y£.—=0 dans S,, £,=0 sur L,. (46.8) 


C'est l'énoncé d’un problème aux limites bidimensionnel où S. 
est la section droite du diélectrique du système de guidage et L, le 
contour de la frontière entre les milieux (L, = L,; +L dt: 

s’il y a plusieurs frontières, fig. 46.2). Par la suite s 48 à 50), nous 
chercherons les solutions de tels problèmes en étudiant des guides 


d'ondes concrets. La détermination de €. permet alors de calculer 
le champ total à l'aids des formules (45.12). 


Pour énoncer un problème aux limites analogue concernant <#, 
et dont la solution sert de base pour détermination des champs de la 
classe A, il faut d’abord obtenir la condition aux limites pour la com- 
posante ‘longitudinale du vecteur H. À cet effet, introduisons des 
coordonnées cartésiennes locales t, v (fig. 46.2, a) en un point quel- 
conque de la frontière entre les milieux ; en récrivant en ces coordon- 
nées la première ligne de la colonne de droite des équations (45.9), 
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nous obtenons 
0H,./0v— 0H mv/02 = IWEEE me. 


ôH mz/0Y% = 0 puisque sur la surface d’un conducteur parfait £, = 0 
et H, = 0 (le milieu est homogène et isotrope). La deuxième des 
équations (45.8) engendre de ce fait le problème aux limites suivant: 


VIH, HAL, — 0 dans S:; 
dl 9x = 0 sur Li. 


Les solutions de ces problèmes, de même que celles des problèmes 
du type (46.8), seront utilisées par la suite ($$ 48 à 50) pour détermi- 
ner les champs dans des guides d'ondes concrets. 

Ainsi, pour définir les champs des classes £ et H, il faut d’abord 
rechercher les solutions des premier et deuxième problèmes aux limites 
pour l'équation de Helmholtz (46.8) et (46.9). Ce sont les formes bi- 
dimensionnelles des problèmes (A.5.27) et (A.5.28). Pour divers 
systèmes blindés (fig. 46.2, a, b, c, etc.), ces problèmes de valeurs 


propres engendrent des suites infinies de solutions (£n}et (Ain) aux- 
quelles correspondent des suites de nombres d’onde transversaux 
{xn}. Des exemples de résolution de tels problèmes sont traités à 
l'Annexe 7. Appliquons la formule (A.5.31), on a 


(46.9) 


\ 1,8: l°ds \ RAC [2 ds 
S S 
= DO et = >0. (46.10) 
Ü 18 1° ds | 1,12 ds 
SL S, 
(Ondes E) (Ondes A) 


Ainsi les carrés des nombres d'onde transversaux sont non négatifs 
et, dans le cas limite des ondes TEM, y = 0. 

En terminant l'étude générale des ondes £ et H rapides, reve- 
nons aux formules (45.12) et (45.13). Si on les concrétise pour des 


ondes se propageant le long de l’axe des z, en posant Em = &e-iTz 
et H  — L's e”ilz, on trouve 
Emi = WE {He 20) et Hmt=(WE F) 70, Em (46.11) 
(cf. (25.18)), où WE-# = WE ou WE:4 = WÆ selon qu'on a une 
onde Æ ou une onde H et en outre 
WE — T/(oe,e) et WE = opu/T. (46.12) 
Ce sont les impédances d'onde. En l'absence d'absorption, les impé- 


dances d’onde sont réelles tant que f > f.. et deviennent purement 
imaginaires après la « coupure » (f<< fc-)- La composante longitu- 


19—01469 
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dinale du vecteur moyen de Poynting IL (n° 21.1) s’annule alors dans 
le domaine de f< fer. 

Passons à l'examen des ondes TE M. On a déjà observé que les 
équations de Helmholtz (45.8) se transforment dans ce cas en équa- 
tions de Laplace: 


Vi£=0 et vi —=0. (46.13) 


Les fonctions vectorielles £ et SE étant irrotationnelles (cf. $ 11 et 


n° 15.2), nous pouvons écrire: = y .® et K = —V, 1. Les 
potentiels p et 15 vérifiant les équations scalaires de Laplace, on énon- 
ce facilement pour eux les problèmes aux limites. C’est ainsi que 
(n° 13.1) ne peut prendre, sur les frontières des conducteurs, que des 
valeurs constantes, de sorte que le problème aux limites correspon- 
dant s'écrit sous la forme 


Vip=0 dans S,, çg=C;,sur L.:, (46.14) 


où C; sont des constantes (cf. (A.5.9)). Dans le cas du potentiel + 


nous avons 
V.Ÿ = 0 dans S,, dp/ôv — 0 sur L (46.15) 


(cf. (A.5.10)). L'origine de la condition aux limites est compréhen- 
sible : eu égard à l'égalité #, — —41/0v, elle signifie l'annulation 
de la composante normale du vecteur H sur la surface d’un conducteur 
parfait. 

L'étude des problèmes (46.14) et (46.15) montre que dans un 
système blindé simplement connexe (fig. 46.2, a) les ondes TEM 
n'existent pas (cf. plus haut le n° 46.1), alors que dans tous les sys- 
tèmes À fois connexes !) peuvent exister V — 1 ondes TEM dif- 
férentes, c’est-à-dire une onde dans le cas des figures 46.2, b et d 
et deux ondes dans le cas des figures 46.2, cet e. 

Pour les ondes TE M, l’impédance d'onde peut être calculée à 
l’aide de la formule (46.12), en y posant l — #. Elle coïncide avec 
la grandeur W — V pou/e,e définie au $ 25. 

46.3. Particularités de la propagation des ondes guidées dans des 
systèmes à milieux hétérogènes. — En s'appuyant sur des considé- 
rations simples, on peut conclure que les ondes TE M n'existent 
dans aucun système de guidage à milieux hétérogènes. En effet, dans 
chaque milieu hétérogène devrait être vérifiée la relation L = #; 
où l'est, en vertu des conditions aux limites, la même, alors que les 
grandeurs #; — (w/c) V e;u, sont différentes. Cette exigence est évi- 
demment irréalisable. Une des conséquences qui en découlent es, 
qu’en toute rigueur les ondes TEM ne peuvent exister dans det 
systèmes réels parce que les champs, à l’intérieur des conducteurss 


1) Pour la définition de la notion de connexité v. n° A.5.2. 
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ne sont pas strictement nuls. On peut noter aussi que les champs 
assimilés aux ondes TE M sont liés à des courants longitudinaux qui 
doivent, dans des conducteurs réels, engendrer des champs électri- 
ques longitudinaux. En réalité, la différence entre les ondes quasi 
TEM réelles et leurs images idéalisées est très faible si le milieu 
diélectrique est homogène. 

Puis, en présence de milieux hétérogènes, les problèmes aux 


limites indépendantes pour €, et - ne peuvent être éroncés que 
dans des cas très rares. De ce fait, dans de tels systèmes de guidage 
n'existent le plus souvent que des ondes EH (ondes HE)(n° 45.3). 

En examinant des systèmes plans simples (n°5 28.3 et 29.3), on 
peut comprendre certaines particularités importantes des ondes gui- 
dées dans les systèmes à milieux hétéro- 
gènes. 

Rappelons que d’après la relation (28.18) 
les ondes se propageant le long de la surface 
plane de séparation entre deux milieux hé- 
térogènes sont rapides par rapport au milieu 
optiquement plus dense et lentes par rapport 
aux ondes TEAM dans le milieu moins dense 
où de plus le champ est réparti essentielle- 
ment le long de la surface. 

On peut se demander quelles propriétés Fig. 46.3 
doit posséder la surface d’un système de 
guidage ouvert pour ne pas propager l'onde lente? Signalons 
d'abord un fait simple qui découle de la relation (46.1): 
dans le cas d'une onde lente qui se propage sans amortissement dans 
le sens des z (van << v, F > k), on a ra << 0, le nombre d’onde trans- 
versal est donc une quantité imaginaire pure (4 = + if, B > 0). 

Pour répondre à la question posée, ne serait-ce que sous une for- 
me particulière, considérons un certain système de guidage (fig. 46. 3) 
dans l'hypothèse où le phénomène a le caractère d’une onde E; à 
cet effet, choisissons, en un point quelconque de la surface de sé- 
paration $, un système de coordonnées cartésiennes locales (x, v, 2). 
Si l’on peut négliger la variation du champ le long de la direction 
tangente +, alors on déduit de (45.8) 


PH IN — RH, = 0 (46.16) 
(le champ est étudié dans le domaine ouvert (+ << 0) où l’onde est 
lente: y* — — f*). Dans la solution générale’ de cette équation 
Hx = AerPY + Belv il faut poser À — 0, sinon la solution sera non 


bornée. Ainsi, 7e — Bel*, l’onde considérée est donc une onde de 
surface. En posant dans (45.9) x = x, on tire de la dernière ligne de 


la colonne de droite: —BHme = 10E EE mz. De l'équation analogue 
19e 
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figurant dans la colonne de gauche il résulte Em — (0. Par suite 
E,.- et H mz Sont des projections des vecteurs E, et H. sur la surface 
de séparation S. En désignant les vecteurs correspondants: Em: = 
= ES et Hmr = HS, écrivons la relation qui les relie 

ES =SS (HS, vol, (46.17) 


où le paramètre 3$ = if/we,e est l’impédance de surface qui se com- 
porte, on peut le dire, comme une inductance (B/we,e > 0). L'onde 
de surface lente que nous venons de considérer peut exister si la sur- 
face S possède une telle impédance en raison des conditions physi- 
ques déterminées réalisées dans la région intérieure (v => 0). De telles 
conditions se trouvent réalisées, en particulier, lorsqu'une onde à po- 
larisation parallèle subit une réflexion totale sur la frontière d’une 
couche diélectrique ($ 29). Plus loin ($$ 51, 52, 55) nous verrons 
d’autres exemples de frontières d’impédance. 


Exemples et exercices 


1. Comparer les formules des n°5 46.1 et 29.2. 

2. Quelle est la différence la plus essentielle entre un guide d'ondes creux 
plan et les autres guides d’ondes creux ? 

3. Obtenir les formules des impédances d'onde pour un guide d'ondes plan 
creux faisant intervenir, parmi les paramètres, la distance entre les plans. Dans 
quel cas l’impédance d’onde est-elle indépendante de cette grandeur? 

4. En se servant des résultats de l'Annexe 7, examiner concrètement la 
solution des problèmes (46.8) et (46.9). 

5. Obtenir la formule (A.5.31). Quel rôle jouent les conditions aux limites 
dans la déduction de cette formule ? 

6. S'assurer que les potentiels correspondant aux problèmes d'un conden- 
sateur coaxial et d'une ligne coaxiale à courant continu sont respectivement solu- 
tions des problèmes aux limites (46.14) et (46.15). 

7. Concrétiser la forme de l’impédance X® (46.17) pour le cas de l’inciden- 
ce d’une onde à polarisation parallèle sur la surface de séparation plane entre 
deux milieux ($ 28). 

8. Quelle sera l'expression de l’impédance de surface ZS pour une onde # 


lente ? 
9. Concrétiser la forme de l’impédance de surface donnée dans l'exemple 8 


our le cas de l’incidence d'une onde à polarisation perpendiculaire sur la sur- 
ace plane de séparation entre deux milieux ($ 28). 


$ 47. Transport d'énergie et prise en compte 
de l’absorption dans les systèmes de guidage 


47.1. Transport d'énergie. — En calculant le flux du vecteur 
moyen de Poynting à travers. la section droite d’un système de gui- 
dage, on trouve 


P=5Re |[E,. H]ds= Re | LËme Hiil ds (47.1) 
Si Si 
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(dans le cas d’un système ouvert, la région S, est infinie). On en 
déduit pour des systèmes à milieu homogène : 
P=ReWE # | Hisds= Re" | Eïsds, (47.2) 
2 2 WE. H)® 
SL S | 
où WE. H) sont W, WE ou W#{ (suivant le type d'onde); en l’ab- 
sence d'absorption la grandeur WE: #) est soit purement réelle et 
alors le symbole Re devient superflu, soit purement imaginaire aux 
fréquences inférieures à la fréquence critique, de sorte que P = 0. 
Introduisons une grandeur définie par 


J Il ds _ 
D — (47.3) 
\ wds W" 
Si 


où W” est l'énergie moyenne rapportée à l'unité de longueur du sys- 
tème de guidage. En vertu de (9.7) la grandeur v. doit être considé- 
rée comme la vitesse de mouvement de l’énergie priseen valeurmoyen- 
ne dans le temps et sur la section droite du système de guidage. C’est 
la vitesse de transport de l'énergie par l’ensemble du système. 

Calculons, à titre d'exemple, la vitesse v, pour des ondes E rapides 
en l’absence d'absorption, en utilisant à cet effet les formules (45.12), 
(46.12) et (47.2), (47.3): 


WE | r° . 


€ 


or EU IV, 61° ds 
S, : 
Ve — 808 ° ,, T° re u.u { W“eSE* PRE 
4 LIL 1+ IV81°| ds + 4 J 44 IV, 6:1° ds 
S, Si 
‘ 
x e - , 1> cr. 
\ 16-l° ds 
r LU 2 (TS 
ge À ne 2 +1 | + ou 
ni j 5 \ IV, ds . [° 
S, 


Puis, en tenant compte de (46.10), on obtient 
= le/weu =cvT/k= 0 V1 (faif} = ver. (47.4) 


relation qui montre que v, coïncide avec la vitesse de groupe 
(46.5). La même coïncidence a lieu pour les ondes H. 

47.2. Détermination directe de l’affaiblissement des ondes en 
présence d'absorption. — La constante de propagation F de l'onde 
progressive dans un système sans absorption est une quantité réelle ; 
après la coupure (f > f.r) l devient, dans le cas d'un système à mi- 
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lieu homogène, une quantité purement imaginaire. Pour un milieu 
absorbant, [est toujours une quantité complexe : PT =["— ir", 
et le coefficient d’affaiblissement l” (45. 7) joue bien entendu le 
même rôle que k” dans le n° 25.3 (v. aussi n° 25.4). La connaissance 
de |? expression analytique de l permet ainsi, en calculant L” — — 

— [Im l', de juger de l’affaiblissement des ondes dans des milieux 
AS bEbans. 

Rappelons que dans le cas des ondes TE M on a F = k et par 
conséquent l” — k”. Le coefficient d’affaiblissement de toute onde 
TEM idéale se calcule donc par les formules (25.21), (25.23), etc. 
Les ondes quasi TE M réelles se propageant dans des systèmes com- 
portant des éléments métalliques (et non des éléments parfaitement 
conducteurs) subissent un affaiblissement complémentaire par suite 
de l’absorption dans les conducteurs (v. plus loin, n° 47.3). 

En examinant les ondes Æ et les ondes Æ dans des systèmes uti- 
lisant des diélectriques homogènes et des conducteurs de guidage 
parfaits (n° 46.1), nous ne tiendrons compte que des pertes électri- 
ques (cf. n° 25.4). La formule (46.1) donne alors 


T=VIt(e)— ik (e")tg À, (47.5) 


où k(£’) = (w/c) Ve’u et Te’) = VA?(e’) — 4] En séparant 
F” et l” (cf. n° 25.4), on obtient 


[ =k(e) ARE [VTT (e’)/kt(e') + tg* ALT? (e")/k°(e")]. 
(41 0) 
ke) + IV CNE EE À — (0) (a). 


Dans le cas typique où | L° (e’) | > kX* (e’) tg À, il n’est pas dif- 
ficile, en simplifiant les formules (47.6) ou en développant le second 
membre de (47.5) en série binomiale, d'obtenir les expressions sui- 
vantes 


k= (e”) 


F D [ (e” }= TPS or (e’ ) tg À, Î> fer (e”) (47.6a) 


et 
F & kf(e)tg AIT (e&)1|—i1T(E) |, f< fer (8°), (47.6b) 
Où fer (e°) = yc/ (2nV'e'u) (cf. (46.3). Pour f = fe (T (e’) = 0) 
T—({—i)k(e’) V' tg A. (47.6c) 


Les courbes de la figure 47.1, a construites d'après la formule 
(47. 6) pour des valeurs concrètes "des paramètres traduisent la va- 
riation de Ten fonction de la fréquence dans un milieu absorbant. 
A la différence d’un système sans absorption (tg À = 0), la cons- 
tante de propagation ne passe pas par zéro et est complexe à toutes 
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les fréquences. Ainsi, le transport de l'énergie se produit aussi pour 
f< fer (&’); pourtant dans ce domaine de fréquences l’affaiblisse- 
ment s'accroît brusquement. La figure 47.1, b représente, pour le 
même système, la courbe de variation de la vitesse de phase qui, 
comme on le voit, reste bornée. Nous recommandons au lecteur de 
comparer les figures 47.1, a et b aux figures 46.1, a et 0. 

47.3. Interprétation énergétique de l’affaiblissement. — Il n'est 
pas rare que l'expression analytique de la constante de propagation FT 


Fr, l'fk 


Fig. 47.1 


dans un milieu absorbant soit inconnue ; c’est typique, par exemple, 
des guides d'ondes creux lorsqu'on tient compte des propriétés d'un 
conducteur réel. 

Quelle que soit la cause d'absorption, il en résulte que la cons- 
tante de propagation devient complexe et la puissance transmise P 


varie donc, en vertu de (47.1), le long de l’axe des z suivant la 


P(:)=P(0)e-2[":, (47.7) 
Par suite, la décroissance de l'énergie de l'onde sur un petit parcours 
Az du système de guidage a pour expression 
dP 


AP= — d:= 


Az+...—2["PAzt... (47.8) 


(on néglige les termes d'ordre de petitesse supérieur). Exprimons de 
manière analogue la puissance de pertes dans le système sur le tron- 
con Àz: 
—  dPh à 
APp=—5— Az+... (47.9) 
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Lorsque Az —+ O0, les deux égalités (47.8) et (47.9) deviennent rigou- 
reuses et en vertu du principe de conservation de l’énergie AP — 
— AP,. Il en résulte 

"_ 1 dPp 


For dt 


— (47.10) 
Nous avons obtenu une expression qui traduit l'interprétation énergé- 
tique de l'affaiblissement. 

La formule (47.10) se concrétise facilement. Le dénominateur 
se calcule à partir de l'expression (47.1). Pour déterminer le nomi- 
nateur, utilisons l'égalité (21.13), en considérant la région V = S, Az, 
où S., est la section droite du système de guidage. En divisant par 
Az les deux membres de (21.13) et en passant à la limite pour Az— 0, 
on obtient 


w \ (e02"EmE*, nd Lol" HmH%,) ds 


pr = °1 _— (47.11) 
2Re (| [Em, H%]ds 


Si 


Ici, e” et u” sont des fonctions des coordonnées qui prennent des 
valeurs différentes au moins dans les régions correspondant au di- 
électrique et au conducteur. 

Notons maintenant que les pertes d'énergie dans un système 
de guidage peuvent être représentées par une somme dont les termes 
correspondent à des facteurs physiques différents. En en tenant comp- 
te dans (47.10), on obtient 


FT EL, (47.12) 


où [} = (dP,/dz) 2P, TV, = (dP,./dz)/2P, etc. En particulier, il 
s'avère commode de considérer séparément l'absorption dans le 
diélectrique et dans le conducteur. La formule (47.11), par exemple, 
ne peut être utilisée que pour calculer un coefficient d'’affaiblisse- 
ment « partiel » [7 = là qui tienne compte des pertes dans le diélec- 
trique : | 


WE) \ c"EmE*, ds 


Pi = — à (p"—0) (47.13) 
2Re | [Em, Hh] ds 
S, 


(S :4 est la section droite du diélectrique du système). 

Quant à l'influence due au conducteur, on en tient générale- 
ment compte en partant de la condition aux limites de Leontovitch. 
En découpant une ceinture AS de largeur Az (fig. 47.2) sur les élé- 
ments conducteurs du système de guidage et en appliquant la for- 
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mule (30.14), écrivons 


dPe 
dz 


= nee 
 a:e0 4% 204 . 
Ainsi le coefficient [, — ['° qui tient compte de l’imperfection du 
conducteur a pour expression 
[ Hm dl 
L d L Lrd 
Le = — |, (47.15) 
20A0Re | [Em, H%] ds 
SL 
et selon (47.12): L” = li + Ti où les termes se calculent à l’aide 
des formules (47.13) et (47.15). 
Bien que les résultats obtenus soient exacts, on n'effectue géné- 
ralement à partir d'eux que des calculs approchés. Ceci est lié au 


pe 
(2 
CP 
h 
Lis L£ Lie Lit Lis 
Fig. 47.2 


fait qu'en cas d'absorption il n'existe pas d'expressions rigoureuses 
pour les amplitudes complexes E,, et H,, ; elles sont remplacées sous 


le signe somme par 0 et H, valables pour un système sans absorp- 
tion. On ne devra pas oublier qu'une telle substitution n'est justi- 


fiée que lorsque f > fer. Si f << fer, nous avons P = 0 pour un sys- 
tème sans absorption et ce procédé ne peut plus être utilisé pour 
déterminer le dénominateur des expressions (47.11), (47.13), (47.15), 
etc. 


Exemples et exercices 


1. Vérifier la validité des égalités 7e pour des ondes X. 

2. Etudier la forme particulière des égalités (47.6) lors du passage aux 
ondes TE M. 

7. Montrer que lorsque f —+ 0, la vitesse de phase d’une onde rapide E ou 
H dans un système utilisant un diélectrique absorbant et des conducteurs de 
guidage parfaits tend vers la limite suivante 


; 20% y= 
ES 1.16 
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& 4. Peut-on obtenir la formule (47.15) à partir de l'expression générale 
1.11): 

5. Illustrons l’application de la formule (47.13) avec un calcul approché 
du dénominateur à partir de QAR ce faisant, ne tenons pas compte de la com- 
plexité des impédances d'onde. 

A l'aide de (47.2), récrivons (47.13) sous la forme 


E®?. ds 
wE e"W(E: H) J Nes #5 > 
= 5 —— Î ——_— (47.17) 
ji \ Eu ds 
Si 


Dans le cas des ondes F, on a E, = 0; par suite 


: wee"WA (e') 1 k?(e’)tgA = 
PR ae ce pe (> fer). (47.18) 
re cas des ondes E, en appliquant (45.6), (45.12) et (46.10), on tire de 
1.17 
._ wee"WEË(e) k(e) 1 Kk?(e’)tgA : 
Fa D 1 D pee, (e’) TD Mél) (e) (> fer). (47.19) 


Les deux derniers résultats donnent la valeur de l” qui découle aussi de (47.6a). 


II. SYSTÈMES DE GUIDAGE 
LONGITUDINALEMENT HOMOGEÈENES 


$ 48. Guide d’ondes rectangulaire 


48.1. Enoncé du problème. Ondes E. — On appelle guide d'ondes 
rectangulaire un système de guidage réalisé sous forme d’un tube 
métallique de section droite rectangulaire 
(fig. 48.1). Pour construire un modèle 
mathématique du guide d'ondes, suppo- 
sons d’abord que son enveloppe soit par- 
faitement conductrice. Au $ 46 il a été 
établi que dans de tels systèmes les 
champs électromagnétiques libres ne peu- 
vent avoir le caractère des ondes TE et 
se ramènent à un ensemble d'ondes£E et H. 

Fig. 48.1 D'après ce qui a été dit au n° 46.2, 

l'étude des ondes £ se propageant dans 

un guide d'ondes creux comportant une enveloppe parfaitement 

conductrice commence par l'énoncé d’un problème aux limites du 
type (46.8). Dans le cas considéré c’est le problème 


7 ; : O<zr<a, 
076: CE 2€ _ — 
dx? + ôy® +Y € - 0, Fr 
(48.1) 
: _0 z=0, r=a, 
a O À y20, y. 
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En se reportant à l'Annexe 7, on voit que les énoncés (48.1) et (A.7.10) 
sont tout à fait identiques. Nous avons donc une solution du pro- 


blème qui a été obtenue par la méthode de séparation des variables. 
Suivant (A.7.11), on a 


.…., 
=: 2:52: 


et à ces fonctions propres du problème (48.1) correspondent les valeurs 
propres 


(48.2) 


PA 0 s ee MAT . ni 
E.= €" = Egsin ——sin — 


#° = Xnn == (ma/a) + (na/b}?. (48.3) 
Chaque solution gmn (48.2) du problème (48.1), définie à un coef- 
ficient complexe ÆE, près, donne la répartition de la composante 


F 


Ë, 4 £y [æj J2 


us Ag 


Fig. 48.2 


U 
} 


4 


longitudinale du vecteur Æ dans la section droite du guide d'ondes; 
la solution correspondante des équations de Maxwell est appelée onde 
du type ou du mode En (champ du mode Em). La figure 48.2 montre 
de telles répartitions pour les ondes E1,, E,,, En et E4; les lignes 
en trait interrompu représentent les « lignes de nœuds » sur lesquelles 
E. = 0. Le champ total d’une onde progressive !) du mode £», est 
déterminé à l’aide des formules (45.12) en effectuant la substitution 


En: = 2o67"e-iT:. On obtient en amplitudes complexes 


Eh» =E, E Sin Y<T Sin Yyÿ— ir ToHx COS Yxx SIN {yÿ + 


+ YoXy Sin Xxr COS Xuÿ) | er 


A | (48.4) 
H}h = WE iE, PE (To{y SIN {xt COS Xyÿ — 
— Y0Z.x COS LxT sin Xuÿ) e- iTz, 
où 
X=mna, Xy=nub, LH, (48.5) 


L= VAE = V'(w/c)? eu — (ma/a)® —(na/b)} 


1) Les ondes stationnaires dans les systèmes de guidage seront examinées 
séparément aux $$ 53 et 54. Trucs 
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(en soulignant le mode de champ, nous écrirons au besoin #, = #7, 
Xy = Lys X = YXmns LT = Tl'mn,s etc.) ainsi que 


WE _T =Py/re-( (+), (48.6) 


WEpE 


où W = 120 n Vu/e (25.7). 

La structure des divers champs du mode £,,, se propageant dans 
un guide d'ondes rectangulaire est représentée sur la figure 48.3 
sous forme de configurations des lignes vectorielles. Elles montrent 


ÉRE (x=a/2) 


EE 


: DE T=a/4 

br RAR 

… CPNLON\LON, 
A 


0011» 00 Eos 


2 (x =a/4) 
COHOONLC 
ee 


A 
Fig. 48.3 


le champ à un certain instant fixe (« photographie instantanée » 
du phénomène); avec le temps, toute la structure se déplace le long 
de l’axe des z: l'onde se propage avec sa vitesse de phase v,, = o/T 
(on suppose que l'absorption est nulle et que jf => f.-). La composante 
magnétique longitudinale étant nulle (H, — 0), les lignes de force 
du vecteur H (en trait interrompu) se situent dans le plan de la sec- 
tion droite. La période de la structure le long de l’axe des z est la 
longueur d'onde A. On trouve également sans peine la corrélation 
entre la structure des champs £E,,, et les valeurs des indices m, nr; ces 
indices indiquent le nombre de demi-périodes de la structure sui- 
vant les axes des x et des y sur les segments (0, a) et (0, b). Le mode 
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le plus simple est le mode £Æ,,; sa structure contient une seule fa- 
mille, de lignes de force fermées du vecteur H, situées symétrique- 
ment par rapport au point milieu de la section droite où se trouve 
le maximum de Æ.. Des structures plus complexes se composent en 
quelque sorte de telles « cellules élémentaires ». 

48.2. Ondes H. — Pour étudier les champs de cette classe, on 
pose au lieu de (48.1) un problème aux limites du type (46.9), à 
savoir 


Tr | PTE, 0. 0<zr<a, 
ta + Ne 0. Fan 


05€. T=0, 55%, Lo y=0, 
Ôx L 7 y = b. 


(48.7) 


T= A; oy 


Puisque ce n’est rien d'autre que le problème (A.7.12) dont la solu- 
tion est examinée à l'Annexe 7, utilisons ce résultat tout prêt (A.7.13): 


m = (0), 1, 2, #3 


ee 4 : mir nr 
H.= A2" = Hycos —— cos —, | 
| n=(0), 1, 2, 


: | (48.8) 


Aux fonctions propres un (48.8) correspondent des valeurs propres 
déterminées à l’aide de la formule (48.3). A la différence des ondes E, 


Sa On Eqg y 
DIENENE< 


Fig. 48.4 


les indices rm» et n peuvent dans ce cas prendre (séparément) des 
valeurs nulles. 


Chaque solution #7" (48.8) du problème (48.7) fournit, pour 
l’onde du mode H mn, une répartition de la composante longitudinale 
du vecteur H dans la section droite du guide d'ondes. Quelques- 
unes de ces répartitions sont représentées sur la figure 48.4. Le 
champ total de l’onde progressive du mode H,,, est déterminé par 


la formule (45.13) en y effectuant la substitution H Sr — ze —irz, 
En définitive, nous trouvons pour les amplitudes complexes les 
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expressions suivantes : 


E, _'' Ho — (ToyCOS XxZSiN XyY —[YoAx Sin XxT COS Xyÿ) el, 
(48.9) 
H.. =H, E COS {+27 COS + ir Tr (ToUx SIN {er COS {y + 
+ YoXy COS X,T SIN Xu9) | en 
où on a utilisé les notations de (48.5), ainsi que 
WE =opu/T = Wk/VÆ(mx/a)-(nn/b). (48.10) 


La figure 48.5 représente les configurations des lignes vectorielles 
des divers champs pouvant se propager dans un guide d’ondes à mode 
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Hmn- Les plus simples sont les structures des champs H,, et Ho. 
Les lignes de force du vecteur E sont dans le premier cas parallèles 
à l'axe des y, alors que les lignes de force magnétique forment des 
contours fermés dans le plan y — constante. Sim#0etr#0, 
la structure de H,, se répète périodiquement dans, celle des champs 
plus complexes. Grosso modo, les configurations "des lignes repré- 
sentées sur les figures 48.3 et 48.5 sont similaires. Dans les éléments 
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intérieurs des structures plus complexes des champs ÆE et H, les 
rôles des champs magnétiques et électriques sont, pour ainsi dire, 
échangés; pourtant une telle transposition n’a pas lieu pour les 
conditions aux limites, ce qui explique pourquoi les « anneaux » 
transversaux des lignes de force électrique (du champ H) sont coupés 
sur la frontière à la différence des structures magnétiques analogues 
(du champ E). 

48.3. Propriétés générales des phénomènes ondulatoires. — Pour 
mettre en évidence les traits essentiels des phénomènes ondulatoires 
dans un guide d'ondes rectangulaire, il convient d'examiner un 
système idéalisé sans absorption. Pour ce faire, il est commode d'uti- 
liser les notions introduites au n° 46.1. En concrétisant les formules 
(46.3), nous avons 


mn c m \=. n \= mn À 
Îcr 9 Ven /{ ] ( æ ] et ker VCD ESCUE ; 
(48.11) 
L'introduction de ces paramètres f.. et À. dans (46.2) nous donne 
la forme voulue de la représentation de la constante de propagation, 
déjà étudiée au n° 46.1. Nous pouvons de même appliquer les formu- 
les (46.4) à (46.7) à l’étude du guide d'ondes rectangulaire. 

Quel que soit le champ du mode £,, ou du mode H,, il ne 
peut avoir le caractère d’une onde progressive si f << fer" (À > 4%") 
car la constante de propagation est dans ce cas une quantité imagi- 
naire pure. Le transport de l'énergie est impossible lorsque l'inéga- 
lité f-< fé est vérifiée pour tous les types de champ. Lorsque la 
fréquence f augmente, cette inégalité ne sera pas vérifiée d’abord pour 
un seul mode (f > min far) et c'est alors que seront créées les con- 


ditions nécessaires à \ la propagation de ce mode qui est appelé mode 
fondamentall ou dominant. On s'assure aisément que pour a > b 
c’est le mode }H,, qui est fondamental et que 


min fe = f— © et maxAg = À!—2a. (48.12) 
nn 2a a Ven m,n 
Ce mode sera étudié en détail au n° 48.4. Mais, quelle que soit la 
fréquence f, le nombre d'ondes pouvant se propager reste toujours 
fini parce que ft" croît indéfiniment en même temps que les indices 
m et 7. 

Plus la fréquence se rapproche de la fréquence critique, plus la 
longueur d'onde A (46.4) croîtra indéfiniment et par conséquent les 
configurations des champs représentées sur les figures 48.3 et 48.5 
s’étireront indéfiniment en longueur. Dans ces conditions, les ondes A 
perdent leurs composantes magnétiques transversales et les ondes £ 
leurs composantes électriques transversales. Lorsque la fréquence 
augmente, les composantes longitudinales diminuent (par rapport 
aux composantes transversales) pour tout champ Æ£ ou champ 
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caractérisé par Un Y — Ymn fixe ; les champs acquièrent la structure 
de l’onde quasi TE'M. Tout ce qui vient d’être dit découle des for- 
mules (48.4) et (48.9). 

Remarquons que les nombres d'onde transversaux %M\ étant, 
pour les mêmes m et n, égaux pour les ondes £ et les ondes Æ, les 
constantes de propagation correspondantes (c'est-à-dire les vitesses 
de phase et les longueurs d'onde) sont aussi égales. En général, les 
ondes qui different par la structure mais ont les mêmes constantes 
de propagation s'appellent ondes dégénérées 1). D'autres cas d'évanes- 
cence sont également possibles. Par exemple pour a — b (guide 
d'ondes de section droite carrée) et m et n donnés non nuls, quatre 
ondes sont dégénérées: E mn» Enm: Hmn €t Ham. Pour a # b, les 
ondes non évanescentes ont un de leurs indices nul. 

En supposant toujours l’enveloppe du guide d'ondes parfaite- 
ment conductrice, nous constatons que sa surface intérieure porte 
un courant et une charge répartis avec des densités n — [v,, H$]et 
E — e,eE° qui se déterminent par les valeurs de surface des inten- 
sités ES — E, et HS = H,.. 

Quelles sont les corrections à apporter à ces raisonnements pour 
pouvoir passer du guide rectangulaire idéalisé à un objet réel réalisé 
en métal? Comme il a été dit plus haut (n° 47.3), l’affaiblissement 
supplémentaire des ondes dans un système de guidage, dû à l’absorp- 
tion dans les éléments métalliques peut être calculé de façon appro- 
chée à l’aide de la formule (47.15), en y introduisant les expressions 
des amplitudes complexes obtenues par la résolution du problème 
où le métal est remplacé par un conducteur parfait. Une telle opé- 
ration n'est pourtant admissible sans réserve que dans le cas des 
ondes non dégénérées pour f > f.r. Les ondes qui sont dégénérées dans 
un guide idéalisé peuvent déjà ne plus être indépendantes lorsque 
la conductivité de l'enveloppe a une valeur finie. C'est ainsi, par 
exemple, qu'au lieu des ondes E;, et H,, peuvent apparaître deux 
combinaisons linéaires appelées EXH,, et HE,;, (elles ne sont plus dé- 
générées) ; la substitution des amplitudes complexes correspondantes 
dans la formule (47.15) est possible si les coefficients de ces combi- 
naisons linéaires sont connus. Ce phénomène peut être considéré 
comme une conséquence de la liaison énergétique qui se manifeste, 
dans le conducteur, entre les ondes. 

En ce qui concerne l'influence de l’absorptior (dans le diélectrique 
ou dans le conducteur) sur la coupure des ondes, on peut en avoir 
‘une idée générale en comparant les courbes tracées sur la figure 47.1 
en trait plein et en trait interrompu. 


1) Pour la dégénérescence v. n° A.5.4 ; dans le cas considéré, il faut avoir 
en vue que tous les champs (ondes E et ondes H) dans le guide d'ondes peuvent 
être déterminés en résolvant un seul problème aux limites vectoriel (par rap- 


port à $ ou &). 
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48.4. Mode fondamental. — Dans le cas où le mode fondamental 
est H,,, on a selon (48.9) 


N ax 
Em = ÿoEo sin —— e-tfior, 


z i 
mn — 27 (ro sin 20 + cos =) e-irros 
wh 10 


(Éo= — if WE =), (48.13) 


À \2 W 
lo=k/1-(À)" WH — ER (48.14) 


si l'absorption est nulle. Les grandeurs F, Vpn Ugr €t À sont inchan- 
gées quelle que soit b parce que la longueur d’onde critique À — 2a 
est indépendante de b. 

En partant de (47.2) et (48.13), on a 


. a b . 
D Lol À À sin? 2 gray = El 48.15 
P : [us a dx y 4w# (> fcr)- ( : ) 


Ainsi, la puissance transmise par le mode fondamental F,, est liée 


à la quantité PA | qui est égale à l'amplitude de l'intensité de 
champ électrique dans le « ventre » (x = a/2). Pour une puissance 
fixée, lorsque la fréquence se rapproche de la fréquence critique, 


| E, | croît indéfiniment. Bien entendu, si l’on tient compte de l’ab- 
sorption, le champ reste borné. 

La figure 48.6 montre la modification de la structure du champ 
lorsque f —+ fe. On voit qu’à l’instant où f = fc,, le champ magnéti- 
que devient purement longitudinal, le phénomène prend le caractère 
d’une onde stationnaire transversale (direction des x). 

La figure 48.7 représente les répartitions de courant et de charge 
sur l’enveloppe du guide d'ondes pour le mode fondamental. Les 
lignes de force du vecteur densité de courant de conduction n sont 
orthogonales aux lignes de force magnétique (cf. fig. 48.5 et 48.6). 
C’est pourquoi les parois latérales du guide d'ondes (x = 0, a), par 
exemple, ne sont parcourues que par des courants transversaux. 
Une charge de densité £ se répartit seulement sur les parois horizon- 
tales (y — 0, b) puisqu'on ya ES —E, #0. 

Calculons enfin l’affaiblissement de l'onde Æ,, par suite de l’ab- 
sorption dans l'enveloppe. En introduisant dans le nominateur de 
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la formule (47.15) l'expression de H,, tirée de (48.13), on obtient 


b a 
| Hdl=2 | H2,:|x=0 dy + 2 \ (HE: + Hx)|y=0 dt = 
Li 0 0 


= 2 El [(2-)"o++1. 


Quant à l'intégrale figurant au dénominateur, elle a déjà été calculée 
lors de la détermination de la puissance transmise (48.15). Ainsi, 
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on a finalement 


2b : à \2 

_as[1+ (2) | (25= +) 
Wb V 1—(N/2a) TS 4 
La variation de l' en fonction de f est représentée, pour des va- 


leurs concrètes des paramètres intervenant dans (48.16), sur la fi- 
gure 48.8. On a déjà fait observer au n° 47.3 que lorsque f —+ fer, la 


(48.16) 


[10 ?m ! 


4 2. 


OT 


N3 


l 2 SJ 4  SF/E-2a/à 


Fig. 48.8 


formule exprimant l'° perd son sens et qu’en réalité la valeur de F6 
reste limitée. D’après (46.16), T£ présente un minimum; la faible 
croissance ultérieure de lé est liée à la diminution de la profondeur 
de pénétration A° = V2/(wu,u0). Signalons que le coefficient d'af- 
faiblissement I est à peu près inversement proportionnel à la di- 
mension b de la section droite du guide d'ondes. 


Exemples et exercices 


1. Montrer que dans un guide d'ondes à chaque système de lignes de force 
magnétique fermées correspond un courant de déplacement dont le maximum 
coïncide avec le centre du système bien que le maximum de champ électrique, 
par exemple (v. la configuration des ame pour l’onde H,,), puisse être déplacé. 

2. Le courant total passant par la paroi horizontale d’un guide d’ondes 
dans le sens longitudinal est égal à 1 A. Calculer la puissance transmise (onde 
Ho, a = 2b = 2,5 cm, f = 10 GH, ; le milieu intérieur est l'air). 

3. Soit un guide d'ondes de section droite carrée dans lequel se propagent 
deux ondes H,, et Ho, de même amplitude déphasées de x/2. Ecrire les expres- 
sions pou les composantes du champ. Comparer le champ dans le guide d'ondes 
avec l’onde à polarisation circulaire dans l’espace libre. Montrer que dans la 
section droite du guide d'ondes il existe un flux d'énergie cyclique. 

4. Montrer que le champ H,, (ainsi que le champ X,,,) dans un guide d'on- 
des rectangulaire peut être considéré comme le résultat de l'incidence d’une onde 
plane à polarisation PÉFRSRSIEUSAIEE sur la frontière x = 0 (x = a). Comparer 
les ondes se propageant dans le guide d’ondes rectangulaire avec les ondes exis- 
tant dans le guide plan examiné au $ 29. Quelles sont les ondes du guide plan 
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ui ne peuvent se propager dans le guide rectangulaire? Les champ correspon- 
ant aux ondes £,,, et Han (m # 0, nr 0) dans un guide rectangulaire peuvent- 

ils exister dans un guide plan? 
5. Obtenir une expression de I de type (48.16) pour les ondes #0 et Hon. 


$ 49. Guide d’ondes circulaire et autres guides creux 


49.1. Enoncé du problème. Ondes E. — On appelle guide d'ondes 
circulaire un système de guidage creux réalisé sous la forme d’un 
cylindre circulaire (tube métallique rond) représenté sur la figure 
49.1. Pour étudier ce guide nous allons procéder de même que pour 
le guide d'ondes rectangulaire (v. $ 48). 

En considérant les ondes Æ dans un système à enveloppe parfaite- 
res conductrice, énonçons un problème aux limites de la forme 
(46.8) : 


” ne . 0OSr<R, 
= (r Te }+ _ FT HAE: = 0, on 
ê. —0, r=R, (49.1) 
ce qui coïncide avec (A.7.18). Par suite, d'après (A.7.19) on a 
: : n—=0, 1,..., 
Er = €: = Jn({nmr) À (no), m=1, 2, ..., (49.2) 


où À (na) = C cos na + D sin na — Qerirs + Te-ina (C, D et Q, 
T sont des constantes complexes). A ces fonctions propres corres- 
pondent les valeurs propres 

X° = Xnm = (Bam/R}°, (49.3) 
Où Bym sont les racines de l'équation J, (x) — 
— 0 rassemblées dans le tableau au n° A.6.6. 


Chacune des fonctions propres €7”" (49.2) 
définit dans le guide d'ondes circulaire un 
champ du mode Æ,, dont les composantes 
Fig. 49.1 se déterminent en effectuant la substitution 

Em: = Zo€2"e "il: dans (45.12) et en utili- 

sant les opérations de l’analyse vectorielle en coordonnées cylin- 
driques. Les amplitudes complexes du champ total du mode E,,, 


ont pour expression 
En = {207 » (ur) À (na) —i — [rox7% (yr) À (na) + 

+as + JA (x) A'(na) ]}e-tr, 
H. =" Lro J'h (ur) A’ (na) — 


M wE x 
2,XJ n (Xr) À (na) | gite 


(49.4) 
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où Jh (xr) est la dérivée de J, (xr) par rapport à yr, A’ (na) est la 
dérivée de À (na) (v. (49.2)) par rapport à na; 


we = y/e_(En) 


WE V)E 


La présence de deux coefficients indéterminés dans l'expression 
de la dépendance azimutale du champ À (na) (dans les deux varian- 
tes de l’écriture) signifie, comme il est aisé de s’en assurer, la liberté 
d'orientation par rapport à l'axe des z. En effet, À (na) = 
— Cocos na + D sin na = E, cos (na — +), où E, = VC? + D'et 
v = arctg (D/C) si D et C sont réels. Dans ce cas 14 est un angle ar- 
bitraire de rotation de la répartition cosinusoïdale par rapport à 
l’origine choisie des «&. Il est évident que les cas D = 0 (C & 0) et 
C—0(D-0) correspondent à deux orientations orthogonales 
d’un seul et même champ; quel que soit le choix de Cet D (Q et T) 
réels ou complexes, on peut considérer ce champ comme la superpo- 
sition des champs orthogonaux décrits qui ont les amplitudes et les 
phases possibles, en posant par exemple C = E, et D = +i£E,, 
soit (ce qui revient au même) Q = E,, T = 0 ou T — E,, Q = 0, 
Les champs présentant une telle répartition azimutale possèdent une 
structure tournant autour de l’axe du guide d'ondes z et présentent 
une analogie avec une onde homogène à polarisation circulaire dans 
l’espace libre. 

La figure 49.2 (cf. fig. 48.2) montre les répartitions de Æ: pour 
les modes Eoy, Ep2s Eyrs E sus ÆEo et E32 pour D = 0, alors que la 
figure 49.3 représente quelques configurations des lignes vectorielles 
(cf. fig. 48.3). Les champs avec n — 0, pour lesquels À (na) est 
une constante, ne dépendent pas de «, c'est-à-dire sont uniformes 
dans le sens azimutal. Certains champs des guides d'ondes rectangu- 
laire et circulaire sont similaires. C’est ainsi, par exemple, qu’au 
champ E,, du guide rectangulaire correspond le champ £,, du guide 
circulaire ; au champ E;, du guide rectangulaire correspond le champ 
E;, du guide circulaire, etc. Mais les champs £,,, du guide circulaire 
n’ont pas, pour m 5 1, d'analogues dans le guide rectangulaire, 

49.2. Ondes H. — Le problème aux limites de la forme (46.9) 
s’énonce pour le guide d'ondes circulaire sous la forme 


1 de. a 0 OSr<R, 
FT Na 


0O£La<2xr ; 
(49.6) 
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Fig. 49.3 
C'est le problème (A.7.24). Ainsi, on a 


H,= HI" =T, (xr) A (na), 


= 0, 1,..., 
1 


1 = 
2, (49.7) 


— 
« 


ou 
‘eu = Xnm sn (Anm/R}°, (49.8) 


Anm Sont des racines de l'équation J/, (x) — 0 indiquées au n°A.6.6. 
Les amplitudes complexes du champ total du mode H,,, sont 


déterminées en effectuant la substitution H,, — zç6#.e-il: dans 
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(45.13). Il —. 
En=W— 


ro J (er) A’ (na) — aux (ur) À (na) ] etre, 
(49.9) 
Em = {207 n (xr) A (na) — à + | roxJa (ur) À (na) + 
+æ JT, (xr) À’ (ra) |} e-irz, 
où 
X == Xnm: T = VE — X2 == h (w/c}en—(A:mn/R}, 
WE = ouuT=WAVRE (A, n/R). 


La structure des champs est montrée sur la figure 49.4 (réparti- 
tion de 77.) et sur la figure 49.5 (configurations des lignes vectorielles); 


lle Ds A 


Fig. 49.4 


(49.10) 


pour ces figures on a pris À (na) = C cos na (D = 0). Certains 
champs du type Æ sont similaires dans les guides d'ondes circulaire 
et rectangulaire; tels sont les champs Æ,, du guide rectangulaire 
et H,, du guide circulaire (cf. fig. 48.5 et 49.5). Mais, dans le guide 
circulaire il n’y a pas d’analogue par exemple aux champs Hmh 
du guide rectangulaire pour des m et n pairs. A la différence du guide 
rectangulaire, un guide circulaire peut propager des champs ayant 
sur l'enveloppe un champ magnétique purement longitudinal; ce 
sont des champs H azimutalement uniformes présentant la structure 
la plus simple. 

49.3. Propriétés générales des phénomènes ondulatoires dans un 
guide d’ondes circulaire. — En considérant un guide sans absorp- 
tion, concrétisons les formules (46.3): 


= Pan, eme SEE (Ondes E): 
ee ax 
cr —= Ve À cr — (Ondes Æ). 


Les valeurs numériques du paramètre ur sont données dans le 
tableau 49.1 (v. aussi n° A.6.6). 
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Fig. 49.5 


Le rôle des paramètres f.. et Àcr a déjà été discuté en détail aux 
2 46.1; et 48.3. Dans le cas d’un guide circulaire on a (v. tableau 

9.1) 
max AU" = S413R, minfer=fit#). (49.12) 


Tableau 49.1 


m 
| u 3 4 
n 

Ondes £ 
0 2,612 1,138 0,726 0,5328 
| 1,64 0,8955 0,6176 0,4716 
2 1,223 0,7464 0, 5407 0,4246 
3 0,9847 0,6436 0.4827 0,3873 

Ondes /7 
u 1,64 0,8955 0,6176 0,4716 
l 3,413 14,178 0,736 0,5367 
2 2,057 0,9369 0,6302 0,477 
3 1,495 0,7839 0,5538 
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Le mode fondamental est donc le mode X,, dont la structure du 
champ est, comme nous l’avons vu, analogue à celle de l’onde H, 
du guide rectangulaire. Puis les ondes critiques se situent dans l’ordre 
suivant: A1) > A AE? > AZUN D AOIUD = AU D AUD >, 
Ceci signifie qu "avec "élévation de la fréquence le mode fondamental 
sera suivi par l’onde E,,, puis H,,, etc. Remarquons qu'en vertu de 
l'égalité B;m — Aom (pour tous les m), les ondes de modes £E;» 
et Him: dans un guide d'ondes idéalisé, sont deux à deux dégénérées. 
De plus, chaque onde dans le guide circulaire doit être considérée 
comme étant doublement dégénérée parce que ses deux orientations 
orthogonales sont indépendantes; la figure 49.3 montre deux de 
ces orientations prises par l'onde E,.. 

Dans un guide métallique réel, les ondes ne restent des ondes H 
et £ qu’en cas d’uniformité azimutale (n — 0). Sinon il y a appari- 
tion de deux composantes longitudinales (£, et H.); pourtant, si 
le guide réel est de forme rigoureusement cylindrique, de telles 
ondes EH et HE (v. n° 52.3) ne diffèrent que peu des ondes dans un 
guide idéalisé. Or, même de petites déformations de l'enveloppe 
peuvent avoir une influence considérable sur le phénomène ondula- 
toire. Elles provoquent, par exemple, l’apparition de couplages entre 
les ondes dégénérées. 

49.4. Modes inférieurs dans un guide d’ondes circulaire. — Le 
champ du mode fondamental peut s’écrire sans peine en posant dans 
(49.9) nr = 1, % — X1(H)= A11/R (A,, = 1,841, v. Annexe 6). 
À l'aide des formules du n° 46.1 on peut, en y introduisant Tor (Ner) 
correspondant, déterminer différentes caractéristiques du phénomène 
ondulatoire. 

En calculant la puissance transmise par le mode fondamental F;,, 
nous avons 

R 2x 


P — pe | (Hhnr + Ho) rjdr da = 


Le y TT 4e: (4r)| A (@)1]° + RO OI ; ar da. 
0 0 


2 4 ) do à 
(49.13) 
En posant Aa = C cos «, nous obtenons 
5 _ WÉ … he fi @ 
FC LL (x) + 2 — HZ |z dx = 
wËr: a 
=C nr —(4i,—1)Ji(4u), (49.14) 


où on a utilisé, lors de l'intégration, la formule (A.6.21) et tenu 
compte de ce que J; (4:11) = 0. Ce résultat peut aussi se mettre sous 
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la forme 


= Fe e R? 
pp 2 TT É Ji (Au) ©0758, (49.142) 
où E, — CTWÆ/2y est l'amplitude du vecteur E au centre de la 
section droite du guide d'ondes (pour s’en assurer, il suffit de calculer 
Enr pour r — 0 et « — 90 °, en tenant compte du fait que d’après 
{A.6.10)7,(0)/0 = 1/2). Il n est pas difficile de se convaincre que pour 
une onde tournante },, (A (&) = Qe-it ou À (x) = Teit), il faut intro- 
duire le coefficient 2 dans le second membre de la formule (49.14a). 

En calculant le coefficient d’affaiblissement T© pour le mode 


fondamental H,,, prenons l'intégrale de contour au nominateur de 
la formule (47.15): 


| Hn di= ei) 2 (XR) sin? a + J°?(xR) cos? a | R da = 
L 
= CnJ(4s)[1+(—2—)"] 2. 


Pour obtenir le résultat final, il faut maintenant utiliser la for- 
mule (49.14). Il vient 


Cu RG) (+) 


Sala ta 


Ÿ 
A V'i- (sr) (sx) 


La structure des ondes £,, et H,, est plus simple que celle du 
mode fondamental Æ,,. Le champ £E,, n’a que les composantes E,, 
E, et H,, et le champ H,, n’a que les composantes H,, H,et E, 

En posant À (na) — C, nous obtenons l'expression de la puis- 
sance ee par l'onde E,;: 


(As=1/6A). (49.15) 


Bo1 
MN C°= F° | a 
p=7 | Hiar dr du = SE \ J° (x) x dr — 
__ nC?T2RIJS (Bo) 


(on a utilisé la formule (A.6.20)). L'application de la formule (47.15) 
donne dans ce cas: 


hs AS sl 
PES — =— |. 9.17 
S OWER WRV1—(N2,612R): (8 | REA 
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Pour l’onde FH, on a 


— WEST ncWEr: “À 
P = —— | [Air dr da = — | J° (x) x dr = 
0 0 0 
__ aCWT2R4J2 (4,;) 
et 
__ se _ __ As(A,64R) 1 
ee WÉI2R  WRV1—(N/1,64R)2 (#5 CA )- Ce) 


La comparaison des formules (49.15), (49.17) et (48.16) montre 
que la variation du coefficient d’affaiblissement T° en fonction de 
la fréquence est, dans tous ces cas, sensiblement la même (v. fig. 48.8 
et 49.6, a et b). Tout autre est l’allure de la fonction Ti (f) pour 


4E "0m de 


Fig. 49.6 


une onde H,1 (fig. 49.6, c): l’affaiblissement disparaît lorsque la 
fréquence augmente. Ce phénomène s'explique ainsi : lorsque f — oo, 
les ondes À perdent leur composante longitudinale (cf. n° 48.3); 
or l'onde F,, n’a sur l'enveloppe du guide qu'une composante magné- 
tique longitudinale. Aïnsi, lorsque f —— œ, le champ magnétique et 
le courant s’annulent sur la surface du métal. Pourtant un guide 
d'ondes circulaire à très faible affaiblissement est assez difficile 
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à réaliser. Une des causes en est l'excitation simultanée des ondes 
Hu et En; le couplage entre ces ondes n’est nul que si la symétrie 
du guide d'ondes est parfaite. 

La figure 49.7 représente les aspects des courants dans l'enveloppe 
du guide d'ondes pour les ondes H;,,, En et Ho. Dans ces deux der- 
niers cas, les courants sont respectivement purement longitudinaux 
et transversaux. La comparaison des figures 49.7, a et 48.7 montre 


Fig. 49.7 


que le mode fondamental engendre dans les guides rectangulaire et 
circulaire des répartitions de courants presque identiques. 

49.5. Autres guides d’ondes creux. — Bien que les guides d'ondes 
rectangulaire et circulaire soient les plus importants parmi les syste- 
mes de guidage de ce genre, ils n'épuisent pas toute la classe des 
guides creux. La figure 49.8 montre quelques types de section droite 
des guides d'ondes creux pour lesquels la solution des problèmes 
(46.8) et (46.9) peut être obtenue comme précédemment, sous forme 
finie, par la méthode de séparation des variables. Pour des régions 
‘sectorielles (fig. 49.8, a et b) ces problèmes sont résolus au n° A.7.3. 
Tant que la section droite reste convexe, la structure des champs et le 
transport de l'énergie conservent leur caractère général. 

Les guides d'ondes de section concave, par exemple, les guides 
en moulures, à section en U ou en H (fig. 49.9, a) trouvent eux aussi 
des applications industrielles ; ils peuvent avoir des fréquences cri- 
tiques assez basses, ce qui permet une diminution des dimensions trans- 
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Fig. 49.9 


versales pour une fréquence donnée. La structure du mode fonda- 
mental est telle que son champ électrique est concentré dans une 
rainure étroite ; l’onde se propageant dans un tel guide est voisine 
du type TE M. La figure 49.9, b montre qualitativement la variation 
de À.- en fonction des dimensions de tels guides d'ondes. 

Notons à titre de conclusion que le mode fondamental d’un guide 
creux doit être nécessairement une onde H. Plus précisément, on 
peut démontrer que min #;, < min ÿ£ (à cet effet, il faudrait avoir 
recours au Calcul variationnel !)). 


Exemples et exercices 


1. Montrer que dans un guide d'ondes circulaire pour À (na) — eFi® toute 
la structure d’une onde E ou d’une onde H tourne autour de l’axe des z avec une 
vitesse angulaire w. Comment la phase est-elle répartie pour z — constante? 

2. Obtenir pour l'onde £,, une formule qui relie la puissance transmise et 
le courant total passant par l'enveloppe du guide d'ondes. 

3. Etablir les formules (49.17) et (49.19). 

4. Montrer que lorsque la fréquence augmente, les ondes dans un guide cir- 
culaire (de même que dans un guide rectangulaire) acquièrent la structure des 
ondes quasi TEM. 

5. En partant des solutions (A.7.22), (A.7.29) et (A.7.23), (A.7.30), obtenir 
les expressions complètes des amplitudes complexes des champs £ et H dans des 
guides sectoriaux représentés sur les figures 49.8, a et b. 


1) La démonstration peut être fondée sur le principe dit minimax de Cou- 
rant (v. [1.2], p. 223 et [1.3], p. 304). 
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$ 50. Systèmes de guidage multiplement connexes 


50.1. Théorie générale des ondes TEM dans des systèmes multi- 
plement connexes. — Nous allons considérer un système de guidage 
à milieu homogène et utilisant deux conducteurs À et B de section 
droite quelconque (fig. 50.1). Dans chaque plan transversal z — 
— constante du système, le champ électrique de l’onde TE M est 
analogue à un champ électrostatique (n° 46.1, 46.2). Il est donc 
irrotationnel et l'intégrale 


U= | E dl, (50.1) 


prise dans le plan z — constante sur un parcours arbitraire reliant 
les conducteurs est indépendante du chemin d'intégration (cf. n° 41.3) 


Fig. 50.1 


et exprime la différence de potentiel ou la tension entre les conduc- 
teurs. Il est évident que U est fonction de la coordonnée longitudinale 
U = U (7). 

Pour calculer U, traçons les chemins d'intégration dans deux 
clans transversaux z et z + Az (fig. 50.1, a). Il en résulte deux va- 
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leurs de la tension : 
N P 


U (2) = Edl et U(z+Az)=— | Ed. (50.2) 
M Q 
D'autre part 
N P 
E dl= — E di+ | Ed, 
NMQP M Q 


parce que sur les conducteurs eux-mêmes (les tronçons WP et QM 
du chemin) on a E, — 0. Par suite, 


À Edt=—U(:)+U(z+A5) = Az+... (50.3) 
NMQP 


Introduisons dans l'équation de Maxwell (2.4) l’expression ainsi 
obtenue de l'intégrale de contour (50.3). Nous obtenons l'égalité 


dU d d 
Ait + | Bds= —+ A, 
S 


où S est la surface limitée par le contour VMQP et AO le flux magné- 
tique qui la traverse. A la limite, lorsque Az — 0, on a 
dU d d® £ 
on PTT 204 
Puisque la répartition transversale du champ magnétique ne 
diffère pas de celle d’un champ stationnaire, il est tout indiqué 
d'introduire une inductance rapportée à l’unité de longueur de la 
ligne (Z’) en la définissant par la formule d®/dz — £'I. L'induc- 
tance Z” peut être identifiée !) avec la grandeur analogue définie 
dans le cas du courant continu. Ainsi la relation (50.4) prend la forme 


SRE ALL (50.5) 


Reportons-nous maintenant à la figure 50.1, b. Construisons un 
cylindre en prenant pour bases les plans z et z + Az. En appliquant 
à ses bases S (z) et S (z + Az). la première équation de Maxwell 
(2.3), nous obtenons les égalités 


$ Hdl=I(:) et $ Hdl=1(z+A2), (50.6) 
L(:) L(z+42) 


où Z (z) et Z (: + Az) sont des courants de conduction passant par 
S (z)et S (z + Az),et L (z)et L (z + Az) les contours correspondants. 
1) A vrai dire, il y a une certaine difference du fait que dans le cas du cou- 


rant continu le champ existe à l’intérieur du conducteur. tandis qu'ici, on sup- 
pose que l'effet pelliculaire soit parfait. 
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Les seconds membres des relations (50.6) ne font intervenir aucun 
courant de déplacement parce que le vecteur D est orienté parallè- 
lement aux bases du cylindre (l’onde TE M n’a pas de composantes 
longitudinales). En même temps 


bHa— & Ha=$Ha, 
L(:) L(2+A:) L 
où L est le contour de la surface latérale du cylindre S. Par suite, 


D Hdl=I(2)—1(2+A7=—<%Az+... . (50.7 
L 


En appliquant à la surface S l'équation de Maxwell (2.3) et 
en tenant compte de (3.3), nous obtenons par (50.7) 


dI d d 
—TAst...=<+ | Das = 7 AU 


ë 
où Ag est la charge du conducteur sur le tronçon Az (on a tenu compte 
du fait que le courant de conduction ne passe pas par $). En passant 
à la limite lorsque Az-+>0, nous obtenons 


dl _ d dg (50.8) 


Soit C” la capacité par unité de longueur du système ; cette grandeur 
est déterminée en résolvant un problème statique. Alors dg/dz — C'U 
et par conséquent - 

d , dU 

= C PTE (50.9) 

Les relations (50.5) et (50.9) ainsi obtenues coïncident avec les 
« équations des télégraphistes » connues qui sont étudiées dans la 
théorie des lignes de transmission. Les équations des télégraphistes 
sont ici déduites des équations de Maxwell. 

Dans le cas des ondes TE M harmoniques, les champs et par suite 
les courants et les tensions varient suivant la loi cos (wt — kz). 
En passant aux amplitudes complexes, ramenons les équations (50.5) 
et (50.9) à la forme 


kÜ.-o£'1n, klh—=oC'Ü,. (50.10) 
On en tire l'expression suivante pour le nombre d'onde: 
k= © V £'C". (50.11) 


La comparaison des formules (50.11) et (25.4) conduit à l’expression 
suivante pour la vitesse de phase de l’onde TE M dans le système 
considéré 


v=1/V £'C'. (50.12) 
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A partir de (50.10) on peut aussi calculer le rapport des amplitudes 
complexes de la tension et du courant qui est considéré dans la théo- 
rie des lignes de transmission comme impédance d'onde: 


Wi=Unln=V£TC. (50.13) 


Il est évident que l'expression générale de W’, peut aussi s’écrire 
sous la forme 
(B) . 
W= | Ea&/f Ha, (50.14) 
(A) L 


» 


où le nominateur est déterminé à partir de (50.1) et l'intégrale de 
contour au dénominateur est prise suivant une ligne située sur la 
surface de l’un des conducteurs. 

De (50.12) et (50.13), il résulte 


£' = Wilvet C’ = 1/Wy. (50.15) 


Ainsi les paramètres £’ et C’ peuvent être déterminés lorsqu’en plus 
de la vitesse de phase v on connaît l’impédance d'onde W.. 

Les systèmes à deux conducteurs ouverts et fermés que nous avons 
étudiés plus haut comme étant identiques, diffèrent tout de même 
car dans les premiers le problème électrostatique admet une solution 
même lorsque les potentiels des conducteurs sont égaux. Aussi, peut- 
on concevoir une onde TE M correspondante appelée onde en phase. 
Elle est analogue à l’onde sur ligne unifilaire que nous allons étudier 
un peu plus loin (au n° 50.2); les deux conducteurs sont dans ce cas 
parcourus par un courant de même sens. Les courants des ondes 
TEM, déjà étudiées et appelées ondes en opposition de phase, circu- 
lent dans les conducteurs en sens opposé. 

De ce qui précède on déduit qu'une onde en opposition de phase 
dans un système à deux conducteurs est entièrement définie par la 


grandeur Um — Unie = @m1 — Pme Où interviennent les amplitudes 
complexes des potentiel sauxquels sont portés les conducteurs. 
Dans un système à trois conducteurs, on peut composer deux diffé- 


rences de potentiel indépendantes: Unis = @mi — Pme et Umes = 


= Pme — Pms3- Deux ondes TE M indépendantes sont donc possibles, 
sans compter l’onde en phase (dans un système ouvert). En général, 
le nombre total d'ondes TE M indépendantes pouvant exister dans 
un système multiplement connexe est d’une unité inférieur à l’ordre 
de connexité de ce système (A.5.2). 

90.2. Ligne unifilaire et ligne coaxiale. — Considérons, à titre 
d'exemple de systèmes doublement connexes, une ligne unifilaire 
et une ligne coaxiale dont les sections droites sont représentées sur 
les figures 50.2, a et b. Les conducteurs seront d'abord supposés 
parfaits 


21—01169 
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Dans les deux systèmes de guidage, l'onde TEAM doit avoir la 
même structure. Les répartitions transversales des champs sont aisées 
à déterminer en partant de la solution connue du problème électro- 
statique (12.15), soit de l'expression donnant le champ magnétique 
du courant continu (16.16). Utilisons la dernière des formules indi- 


quées et tenons compte du fait que En = W (Hs Zo]. On obtient 
: I …. à ImW . 
H,=% ne eik, E,=r ET e-thi, (50.16) 


Dans le cas d’une ligne unifilaire un tel champ doit exister dans 
l’espace infini. En déterminant la puissance transmise, nous trouvons 
oo 21 


P=Re /W | (4 ère HP nr + co (1150), (50.17) 


2: 
R 0 


c’est-à-dire que la puissance moyenne prend une valeur infinie quelle 
que soit la valeur finie du courant. Quant à la puissance finie, elle 


Fig. 50.2 


correspond à une valeur du courant infinitésimal et par suite à un 
champ local. Pour cette raison, l’onde qui vient d’être considérée 
est physiquement inconcevable et ne peut figurer que comme une 
certaine image idéalisée ; de ce point de vue, elle peut être comparée 
à l'onde TE M homogène ($ 25) qui est aussi physiquement irréalisable. 
Plus loin ($ 52), il sera montré qu'en tenant compte de la conducti- 
vité réelle de la ligne, on devra modifier cette conclusion. 

Passons maintenant à l’étude d’une ligne coaxiale. En calculant 
la puissance de l'onde TE M, nous avons 

Ro 27% 


Pare | [LSLReWw int. (50.18) 
êa 0 
Par (50.1) on a 
À: WC ImW ,_ R 
Ün= | Émadr= me | Peine (50.19 
Ra 7 M . 
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et 


(50.20) 
Si le diélectrique intérieur est l’air, alors en portant dans (50.20) 
W = 120 x, on obtient W, — 60 1n (R,/R,). Remarquons aussi 
qu’en tenant compte de (50.20), on peut écrire la formule (50.18) 
sous la forme suivante: P — (75,/2) Re W.. 
Déterminonsl'affaiblissement de l’onde TE M par suite de l’absorp- 
tion dans le métal. Au nominateur de la formule (47.15) on a 


2n 
à " 1; | 1 
Q Hs d= (Him Rat HilrenRo) do = 5 (+). 
Par conséquent, compte tenu de (50.18), on obtient 
RÀRS(R;+R:) nu =n 9. 
le 2WR,R21n(R2/R)) (= GAY ]- (50.21) 


Par l'intermédiaire de #, le coefficient d’affaiblissement Ti dé- 
pend de la fréquence; la figure 50.3 donne un exemple d’une telle 


Le “10 ên Fe 


PO VE, 6-0 
R,=1,35cm 
R2= 3,65cm 


/ 


0 CZ 04 C6 03 1 12 14 (6 18 2 FI0°HZ 
Fig. 50.3 


dépendance. La formule initiale (47.15) n'étant valable que dans 
le domaine de l'effet pelliculaire fort (A° < R,), les résultats du 
calcul perdent leur sens aux basses fréquences. 

Pour l'étude des modes supérieurs dans une ligne coaxiale il 
convient, de même que dans le cas des guides d’ondes creux, de partir 
des solutions des problèmes (46.8) et (46.9); ces dernières sont obte- 
nues au n° À.7.3. Les composantes €. (ondes Æ) ont la forme (A.7.20} 
et les composantes 7. (ondes H) la forme (A.7.27). Les nombres 
d’onde transversaux 4 sont alors respectivement les racines des équa- 
21e 
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tions (A.7.21) et (A.7.28) ; elles sont données par les tables, par exem- 
ple dans l’aide-mémoire [K.3]. 

Quant aux expressions complètes des champs, il n’est pas dif- 
ficile de les écrire en utilisant les formules (45.12) et (45.13). La 
structure de certains champs les plus simples est montrée sur la 
figure 50.4. Le mode inférieur Æ,, ressemble à l'onde analogue 


Fig. 50.4 


dans un guide d'ondes circulaire. Si les dimensions R, et R, sont 
relativement voisines, la fréquence ou la longueur d'onde critiques 
peuvent être déterminées de façon approchée en considérant le 
« développé » de la section droite de la ligne coaxiale sous la forme 
d’un rectangle de côtés a = 22Rmoy = 7% (R1 + R.)et b = R: — Ri. 
L’onde FX, de la ligne coaxiale est dans ce cas assimilée à l'onde 
H;0 du guide rectangulaire dont la longueur d'onde critique est égale 
à a; ainsi AËu & 7 (R;1 + Re). 


Exemples et exercices 


1. En se servant des formules (50.15) et (50.20), montrer que pour une ligne 
coaxiale 


r — ___2HE0E ro Moi Re 
C — In (Re/R) et L = In R, * (50.22) 
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2. Montrer que l'expression du coefficient d'’affaiblissement (50.21) peut 
être interprétée comme le résultat de la substitution dans (47.10) de la grandeur 


dPh 
d= 


où #4, et H. sont les parties réelles des impédances définies par la formule 
(30.18) pour les deux conducteurs. 

3. Obtenir une formule de la forme (50.21) pour le cas où les conducteurs 
intérieur et extérieur d’une ligne coaxiale sont en métaux différents. 

4. En partant des formules (A.7.20) et (A.7.27) et en utilisant les expres- 
sions générales (45.12) et (45.13), écrire les expressions complètes des champs 
de classes E et H d’une ligne coaxiale. 

5. Reprendre l'établissement des équations de la forme (50.5) et (50.9) 
pour un système de guidage à n conducteurs. 

6. Quelle interprétation faut-il donner aux expressions (50.22) lorsque la 
permittivité et la perméabilité sont complexes? 


LEA VU 7,4 
a Matra 


$ 51. Systèmes à milieu hétérogène 


51.1. Système cylindrique ouvert. Solution générale. — Nous 
allons considérer une région sous la forme d’un cylindre circulaire 
homogène indéfini placé dans un milieu homogène de paramètres 
différents de ceux du cylindre (fig. 51.1). Suivant la nature des 
deux milieux ce système peut représenter un guide d'ondes diélec- 


Fig. 51.1 


trique (le milieu intérieur est un diélectrique plus dense), un gui- 
de d’ondes creux (le milieu extérieur est un métal) ou enfin une li- 
gne unifilaire (le milieu intérieur est un métal). Dans son ensemble 
le système est hétérogène dans le sens transversal. 

Afin d'étudier les ondes guidées par un tel système, cherchons 
les solutions des équations de Maxwell sous la forme la plus générale 
comportant les deux composantes longitudinales, électrique et ma- 
gnétique. Dans ces deux milieux, les fonctions €. et %. sont des 
solutions des équations de Helmholtz qui figurent dans les problé- 
mes (49.1) et (49.6); pourtant le choix du type de solutions et le 
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caractère des conditions aux limites auxquelles elles doivent satis- 
faire seront différents. La forme générale de la solution (A.7.17) 
est concrétisée respectivement pour r < R et r > R suivant les 
formules (A.6.4) et (A.6.9). Ainsi nous pouvons écrire 


€: = Cl n (xr) cos na, 
; X+T'=R pour r<R  (51.1a) 
A y= Cal , (yar) cos (na — v), 


et 
e = C,H!® (4er) cos na. 
= CHE (er) cos (na — y), 


L'orientation azimutale du champ est supposée fixée (ce qui corres- 
pond au choix de D — 0 dans À (na), v. (49.2)), mais l'angle 
est encore inconnu. 


La condition que €, et &#, soient continues sur la surface de 
séparation entre les milieux conduit aux rapports suivants des coef- 
ficients indéterminés : 


CilCi = Cale = Ja (x RH (xR) (51.2) 


(cette condition ne pourrait être remplie si la dépendance azimutale 
des champs n'était pas supposée identique dans les deux milieux). 

Puisque le champ examiné a le caractère de (45.6), ses composantes 
transversales se déterminent, en introduisant dans (45.11) les fonc- 
tions (51.1) multipliées par e-il:. Il vient 


Mi+riek pour r>R. (51.1b) 


Bb; =—— [CE Vin (xar) cos na + 
+ COL roti Zo/ n (x47) cos (na — 1)] e-il3, 


. (51.3a) 

H;,= = [CiwE0€: rot1 ZoJ à (4ar) cos na — 
vi 
— CV in (xar) cos (na — ÿ)]e-ift (r LA) 

et 

: _ — i]h (1R) CIPA 
Et — AP CR) [C1 TV. HÀ ({or) cos na + 

+ Coobobe rot 2oHn (427) cos (na — ÿ)] e-iTz, (51.3b) 


s J R 2 
H 1 = RSS [Ciweoe: rot, zH RE (Xer) COS na —- 


— CTVLHP (ur) cos (na—vlle-ilr (r>R). 
La condition de continuité des composantes tangentielles du 
champ Ehe et Hma pour r = R (obtenues en projetant E,,: et Hm»: 
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sur @o) ep d'écrire les deux égalités suivantes: 


4 
R) (+) 
Te 
— œuçC Cos (na — ob Je CAR) ++ FE He (x2R) |, 


(51.4) 


wEoC 


n (Xi 


Jn (X1RÀ) (2)° = 
La HF ii bus 
Â 
(+ À 


Comme on le voit, elles ne peuvent être vérifiées pour x 0 que 
lorsque vw — +90. Puis, l’élimination des constantes C;, et C, 
nous conduit à l'équation transcendante suivante par rapport à %: 
et %2: 
o T°kS ki _y\°_[ HW. Jn CR) | HE (x2R) | 

( à 1) B: ke Jn (18) KR HR (X2R) F 


Ei JaGaR) HD (42) 
te Xh Jn GR) XLR HF (28) |: SL 


que l’on considère conjointement avec la relation 
É—x = —K, (51.6) 


qui découle directement des (51.1a) et (51.1b). 

De (51.3) il résulte que dans le cas général les champs régnant 
dans le système ne peuvent être rangés ni dans la classe E, ni dans 
la classe Æ. Ces champs constituent une sorte de combinaisons linéai- 
res stables des ondes E et des ondes A dont les coefficients C, et C: 
sont liés par les relations (51.4) et peuvent être calculés sans peine, 
à un facteur commun indéterminé près. Ceci permet de concrétiser 
les formules (51.1) et (51.3). 

Toutefois pour nr — 0, les champs appartiennent aux classes 
E et H. En effet, dans ce cas, le premier membre de l'équation trans- 
cendante (51.5) devient nul. L'un des crochets au second membre 
doit donc être nul. Mais en vertu de (51.4) il s'ensuit que C, = 0 ou 
Ca = 0 (par exemple, si le deuxième facteur du second membre 
de (51.5) n’est pas nul, alors de la deuxième égalité (51.4) il résulte 
que C;, = 0). Suivant (51.1) l'onde est de classe H pour C; = 0 
et de classe E pour C; — 0. Ainsi, pour des champs azimutalement 
uniformes (nr = 0), l'équation (51.5) se sépare en deux équations 
plus simples dont l'une correspond aux ondes E et l’autre aux on- 
des H. Compte tenu de (A.6.17) ces équations prennent après quelques 
transformations bien simples la forme suivante 


LR Jo GR) _ H6° (x2R) = 
X1R Te X°R HS (LR) (Ondes E£) (51.7) 
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et 


Ho , Jo(taR) _., HS ({2R) = 
nr X1R FATAA ES XR HE GR) (AR) (Ondes H). (51.8) 

Soulignons que les résultats obtenus sont valables pour des 
systèmes de guidage assez differents. 

51.2. Guide d’ondes diélectrique. — Supposons que les milieux 
extérieur et intérieur soient des diélectriques et que la densité optique 
du milieu intérieur soit plus élevée. C’est le cas d’un guide d'ondes 
diélectrique réalisé sous la forme d’une tige cylindrique ; nous avons 
déjà considéré au n° 29.3 un guide diélectrique plan et nous pouvons 
maintenant établir quelques comparaisons. 

Nous allons restreindre notre analyse à des ondes Æ homogènes 
dans le sens azimutal (r — 0) en l'absence d'absorption. Il est aisé 


Premier 
membre By 
1 


-& 
N 


By3 Ba 


#K © ee D CD CD CD CD CR GE 
NE nes 


0 1 217 3 | 6 8 19 10 12 IS X,R 
B9s Bp2 Bp5 Bg4 


Fig. 51.2 


de s’assurer que l'équation (51.7) possède des racines pour %, réel 
et x2 imaginaire lorsque ses deux membres sont réels ?). Ainsi 4? > 0 
et x; <0; de (51.1) nous déduisons par suite 


R>T>k (> O0), (51.9) 


c'est-à-dire que les ondes sont rapides par rapport au milieu intérieur 
et lentes par rapport au milieu extérieur. Comme 7, est imaginaire 
(plus exactement du fait que 4, — —iB, B = 0), les fonctions de 
Hankel de deuxième espèce figurant dans (51.1) et (51.3) traduisent 
le caractère superficiel du champ. Rappelons que des ondes de même 
type apparaissent en présence d’une surface plane de séparation 
de deux diélectriques (n° 28.3) et que la relation (28.18) obtenue 
précédemment coïncide avec (51.9). 

La figure 51.2 montre qualitativement la variation du module 
du premier membre de l'équation (51.7) en fonction de x,AR. La 


1) La réalité du premier membre est évidente. Quant au second membre, on 
peut le vérifier facilement pour les grandes valeurs de | 4:R |. En effet, d'a- 
près (A.6.8) on a 4112 (x)/H(® (x) —» — à pour | z | + co. 


& 51] SYSTÈMES À MILIEU HÉTÉROGENE 329 


courbe représentative comporte plusieurs branches qui ont leur 
origine sur l’axe des abscisses en des points correspondant à l’annula- 
tion du nominateur J, (x1R) et sont asymptotiquement tangentes 
à des droites verticales correspondant à l'annulation du dénominateur 
J1 (X1R). En d’autres termes, les branches se situent dans le domaine 
des valeurs de l'argument 


Bom <'UR <Bimlm=1,2,...). (51.10) 


Ce sont précisément les domaines des racines de l'équation (51.7) 
qui nous intéressent. C’est ainsi que la première racine est comprise 


Premi gr 
membre 


Second 
membre 


sr 
—? 
ne 4 
Il / 2 y 3 &? PA 
Racine 
Fig. 51.3 


dans les limites de B,, < 418 <<B,, où B,1= 2,405 et B,, = 3,832 
(v. n° A.6.6). Un exemple de détermination graphique de cette racine 
est montré sur la figure 51.3. 

La grandeur %, — —if détermine la vitesse de décroissance 
du champ à l’extérieur de la tige: plus petit est le nombre B > 0, 
plus faible est la décroissance. La fréquence critique est celle pour 
laquelle +, = 0: 

Xe (@er) = 0. (51.11) 


À cette fréquence, la tige ne concentre plus l’énergie dans l’espace. 
En posant x, — 0 dans (51.1) et (51.7), nous obtenons 
FT = k, et J, (XR) = 0 pour wo = w.. (51.12) 


si bien que vpn (@er) = clV eue. Ce qui signifie qu’une onde TEM 
se propage dans l’espace extérieur le long de la direction de la tige; 
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à l'intérieur de la tige n’est transmise qu'une partie infinitésimale 
de l'énergie. 

De (51.12) il s'ensuit que pour chaque onde Æ (de numéro m) 
azimutalement homogène, on a pour la fréquence critique x,R = 
= Bom- En introduisant dans (51.6) y: — 0 et 1 — Bom/R, nous 
obtenons pour la fréquence critique de ces ondes l'expression suivante: 


Bom c 
De ————— |, 51.13 
“ R V'eihi —Ecu: 
Les formules (51.13) et (29.16) présentent une similitude évidente 
qu’on explique par le caractère général du phénomène ondulatoire 
qui reste le même dans le guide diélectrique qu'il soit cylindrique 
ou plan. 

Il n’est pas difficile de se convaincre que lors de la propagation 
des ondes que nous venons de considérer la surface frontière de la 
tige diélectrique se comporte comme une surface d'impédance de 
caractère inductif (n° 46.3). En effet, à partir de (51.1) et (51.3) 
on peut écrire 

Ê(R)=Ss[HntR), —r), Ss=—i—% ou) (54.14) 

’ . WEot1 J1(X1A) 
(cf. (46.17)), où &s = iTs, L's > 0; le fait est que les fonctions 
Jo (AR) et J, (41) ont dans les domaines de l'argument (51.10) 
des signes opposés (cf. fig. A.6.1). 

Tous les raisonnements qui précèdent peuvent être repris avec 
des ondes À symétriques, en analysant à cet effet l'équation (51.8) 
au lieu de (51.7). Les ondes azimutalement inhomogènes (n = Ü) 
sont plus difficiles à analyser. C’est l'onde HE;,, dont la fréquence 
critique est nulle qui présente le plus grand intérêt pratique. À cette 
onde correspond la racine la plus basse (m — 1) de l'équation (51.5) 
pour nr — 1. Les fréquences critiques des autres ondes sont diffé- 
rentes de zéro. 

Les guides diélectriques trouvent différentes applications, en 
particulier, ils sont utilisés dans la bande optique; ils sont alors 
filiformes et portent le nom de « fibres optiques ». De ce qui précède, 
on conclut qu’un guide diélectrique de diamètre suffisamment petit 
ne peut propager que le mode fondamental HE:,. A cet effet, il est 
nécessaire que les fréquences critiques correspondant aux autres 
ondes soient supérieures à la fréquence de travail. Envisageons, par 
exemple, les ondes E,m. Suivant l'égalité (51.13) les fréquences 
critiques sont d'autant plus élevées que la dimension transversale 
(rayon À) du guide diélectrique est plus petite et que les densités 
optiques des milieux intérieur et extérieur sont plus proches. En 
effet, on a sous le radical du dénominateur la différence E;Uy — Eolo 
(on peut parler de la différence de nombres d'onde ou d'indices de 
réfraction). Etant donné que dans le cas des fibres optiques la réduc- 
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tion de À se heurte bien vite à des problèmes technologiques diffici- 
les à résoudre, on est contraint, pour obtenir un régime monomode 
(condition de propagation du seul mode fondamental), d'utiliser 
des fibres dont la densité optique est voisine de celle du milieu exté- 
rieur. On crée artificiellement ce milieu environnant en recouvrant 
le guide diélectrique d’une gaine diélectri- 
que suffisamment massive (fig. 51.4). En 
réalité, le système de guidage ainsi obtenu 
est plus complexe que celui de la figure 
51.1 parce qu'il comprend trois couches. 
Mais si la gaine diélectrique est suffisam- 
ment épaisse, aucune analyse supplémen- 
taire ne s'impose, car le champ à l’inté- 
rieur de cette gaine, qui décroît dans le 
sens radial, est négligeable sur la frontière extérieure R — À (cf. 
le raisonnement développé au n° 30.2). 

51.3. Ligne unifilaire à gaine diélectrique. — Une certaine mo- 
dification apportée dans l'énoncé du problème permet de passer 
à l'étude d'une ligne unifilaire à gaine diélectrique (fig. 51.5, a), 


À Es=f 
® Ass! 


© 


E2P2 


AA 
ZT ERRIRRAE 
FLN 


L 
7 

CE RDA DL 
ART NTI 


64 &. 


a) b) 
Fig. 51.5 


appelée aussi ligne de Goubau. A cet effet, il suffit de remplacer les 
représentations (51.1a) par les suivantes: 


É= Ci] Ja (x) — | 
— UN, (xar) | cos na, R,<r<R: 
n 1“*1 
.. .. (51.15) 
= Ce Ja (ur) — GÉ+TI=H). 
2 Ja (AR 


) 
OR) Mn ur) | cos (na — 4), 
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Il est facile d'établir que sur la surface de la tige métallique, supposée 
parfaitement conductrice, les fonctions écrites satisfont aux condi- 
tions imposées #, — 0 et 4%./ôr — O (cf. (A.7.23) et (A.7.30)). 
Les opérations suivantes doivent tout simplement répéter les 
opérations déjà effectuées plus haut (au n° 51.1). Finalement nous 
obtenons au lieu de (51.5) l’équation transcendante suivante 


212 2 2 
ns (#—1) _ 


XIXS \ k£ 
Æ J' _ 
_ Ê LR, Jh RD ES Nn(R2) on: aie GR) . 
Ho J: GR) Nn GuR:) mn (X2R2) ; 
". Jn CR) Nn (1R:2) n (te) # 


(51.16) 
Pour z — 0 (ondes homogènes dans le sens azimutal), l'équation 


(51.16) se sépare en deux équations dont l’une correspond aux on- 
des E et l’autre aux ondes H. La première est de la forme 


Jo (X1R:) 


LI R Jo (X1R 2) — No (CU R:) No (X1R 2) =; Hi° (X2R 2) (51.17) 
a ANS JS GuR:)— Jo (X1R:) V (LR # ? H{2 (X2R2) 
1 (X1R:2) MGR) : 1 (X1R2) 


(cf. (51.7)). La racine la plus basse de cette équation correspond 
à une onde dite onde £,, qui se propage sans subir de coupure (w., = 
— 0) et peut être considérée comme l’onde TEM fondamentale 
d’une ligne unifilaire ordinaire perturbée par la couche diélectrique 
(n° 50.2). Cette onde présente un intérêt pratique: à la différence 
de l'onde TE M indiquée, elle est physiquement réalisable et trouve 
des applications industrielles. Sa structure est montrée sur la figu- 
re 91.5, b. 

51.4. Autres systèmes de guidage à milieu hétérogène. — Il est 
facile d'analyser un guide d'ondes circulaire à gaine parfaitement 
conductrice contenant un cylindre diélectrique coaxial (fig. 51.6, a). 
A cet effet, il faut encore appliquer la méthode décrite au n° 51.1 


en exprimant £. et &, dans le deuxième domaine, au lieu de (51.1b), 
sous la forme 


ps as J 0 R; 
Ea= Ci [Ja (ar) — ET Na (tar) | cos no, 


Ja 62R 
G à = Ca | Ja (tar) — EE Na (or) | cos (na — 4), 


R,<r<R:. 


(51.18) 


$ 51] SYSTÈMES À MILIEU HÉTÉROGÈNE 333 


La détermination du champ et l'établissement de l'équation 
transcendante de type (51.5) se font exactement de la même manière 
que précédemment. De même que dans les cas précédents, les ondes 
de ce système n’appartiennent aux classes Æ et Æ que pour r = 0. 
À la limite, lorsque &; —+ €, M1 — u, (guide d'ondes à milieu homo- 
gène), les ondes inhomogènes dans le sens azimutal (n 0) devien- 
nent elles aussi des ondes de type Æ£ ou H. Elles s'appellent alors 
suivant le cas ondes EH ou ondes HE. 

Proposons-nous maintenant d'illustrer par un exemple simple 
l'application de la méthode précédente pour un système décrit en 


D 
Ephéf E2t2| Ex, fs 


C) d) €) 
Fig. 51.6 


coordonnées cartésiennes. Etudions les ondes dans un guide d'ondes 
rectangulaire comportant une couche diélectrique (fig. 51.6, b) en 
les supposant invariables le long de l’axe des y. Ce sont des ondes H 


(cf. $ 48) pour lesquelles 
- Cicos ir, 0<z<d; 
5 | Cocosx(a—x), d£r<a 


> 


(51.19) 


(la condition aux limites 0H./0z = 0 est satisfaite pour zx = 0 


et x — a). De la condition de continuité de FH, sur la surface de sépa- 
ration entre les milieux (x = d), on tire 
C, cos #14 = C, cos #2 (a — d). (51.20) 
En calculant le champ total à l’aide des formules (45.13), détermi- 
nons le vecteur En: 
— YoCi EE sin fire ils, 0Sz<d, 


E, = (51.21) 
” poC CÉee sin y (a— se tt, dEr<a, 
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et posons comme condition que la composante tangentielle du champ 
électrique soit continue pour zx = d 


— C, ne sin %,d = C, -—= sin x, (a — d). (51.22) 
1 


De (51.20) et (51.22) il résulte SR transcendante 
(U1/%1) 8 X1d + (Ua'ke) 8 Xa (a — d) = 0, (51.23) 


considérée conjointement avec une relation de la forme de (51.6). 
En procédant de la même façon, on peut aussi étudier des ondes 
plus compliquées dans les systèmes à deux ou plusieurs couches 
(fig. 91.6, b et c). 
La méthode de résolution des problèmes de systèmes de guidage 
à régions hétérogènes que nous venons d'illustrer est loin d'être uni- 


RTE 
c) 


Fig. 51.7 


verselle. Elle est déjà inapplicable par exemple aux systèmes repré- 
sentés sur les figures 51.6, d et e. La donnée des conditions aux limi- 
tes (ou, comme on dit, le « raccordement des champs ») conduit ici 
à un système infini d'équations. Les guides d'ondes de ce genre 
ainsi que certains systèmes de guidage dont les champs ne s’expri- 
ment pas sous une forme finie sont qualifiés de « transversalement 
irréguliers »; en particulier, les guides creux en U et en H (n° 49.5) 
se rangent dans cette catégorie. Les méthodes d'analyse de divers 
systèmes irréguliers seront examinées au chap. 6. 

Dans l’industrie, on utilise de plus en plus largement des lignes 
à bande ou des lignes analogues. La figure 51.7 montre la section 
droite de quelques-unes de ces lignes : une ligne à ruban asymétrique 
(a), une ligne à fente (b), une ligne coplanaire (c), une ligne à facteur 
de qualité élevé (a). Sur la base de ces lignes on réalise des « cir- 
cuits intégrés » miniatures pour hyperfréquences. Les méthodes 
permettant l'analyse des systèmes de guidage de ce type n’ont été 
mises au point que dernièrement. 

La figure 51.8 montre, pour quelques lignes, les valeurs calculées ?} 
de la constante de propagation de l’onde fondamentale l'iona (en 


1) Pour la méthode A, voir Hukozbcknit B. B., Apyxuaux À. B.— Paguo- 
TeXHUKA 1 DAEKTPOHHKA (Radiotechnique et électronique), 1977, t. 23, N° 11, 
c. 2284 ; Ne 7, c. 1331. Pour la méthode B, voir Yamashita E., À tsuki K.— JEEE 
Trans., MTT, 1976, v. 23, Ne 7, p. 541. 
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unités relatives) en fonction de la fréquence en présence de blindage. 
Comme le montre l'examen de cette figure, dans toutes les lignes, 
excepté celle à fente, l'onde du mode fondamental se propage sans 
« coupure » et ne subit pratiquement aucune dispersion aux fréquen- 
ces suffisamment basses. C'est une onde dite onde quasi TEM. Or, 


lfond 
OVE) Po / 
Zn Méthode (d = 10" hm) Ÿ 
Fees (I) 77 
3 


ooooocoff) ; 
une 5 (d=0) VF. 
+9++++#{1)] à 


— 
mu 7 
en œm 


> 


RON CE 6,=2,55 


Fig. 51.8 


plus élevée est la permittivité (e,) du support de ligne, plus basse 
est la fréquence où la dispersion devient considérable. En réalité, 
l'onde quasi TE M a une composante électrique longitudinale et 
une composante magnétique dont le rôle devient plus marqué lorsque 
la fréquence augmente. 


Exemples et exercices 


1. Ecrire les formules (51.3) en projection sur les axes de coordonnées en 
coordonnées cylindriques. 

2. Etablir les relations de type (51.13) et (51.14) pour des ondes Æ homo- 
gènes dans le sens azimutal. 

3. Ecrire l'équation transcendante pour des ondes F# azimutalement homo- 
gènes dans une ligne unifilaire à couche diélectrique. 
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4. Obtenir l'expression de l'impédance de surface pour des ondes £ et des 
ondes H azimutalement homogènes dans une ligne unifilaire à couche diélec- 


trique. 
5. Montrer que dans le cas des ondes E azimutalement homogènes d’un 


guide diélectrique et d’une ligne unifilaire à gaine diélectrique le champ dans 
l'espace environnant a pour amplitudes complexes 


IL . 
Em = £o ET (er) + ro HE (tar) | evil, 
| (51.24) 


DE 


. 1 Lo me 
Hm = &oE) nn [2 ({2r) eire, 


Ecrire les formules analogues dans le cas des ondes H. 

6. En partant des formules (51.18) et (51.1a), achever de résoudre le problè- 
me du guide d'ondes circulaire avec tige diélectrique, en obtenant une équation 
transcendante de type (51.5). 

7. Obtenir graphiquement la racine la plus basse de l’équation (51.23), 
en se donnant les dimensions concrètes du système. 

8. Considérer dans un guide d'ondes rectangulaire à deux couches 
os 51.6, b) les ondes qui dépendent des coordonnées x et y. Sont-elles des on- 

es E et H: 


$ 52. Comportement d’un conducteur réel 


52.1. Effet pelliculaire dans un fil conducteur cylindrique. — A 
partir de l'analyse générale faite au n° 51.1, on peut, comme il 
a déjà été dit, étudier des systèmes de guidage utilisant un conduc- 
teur réel dont l’action sera examinée d’une façon beaucoup plus rigou- 
reuse que précédemment. 

Revenons d’abord à la théorie de l'effet pelliculaire. Soit un fil 
conducteur cylindrique de rayon À parcouru par un courant alternatif 
uniformément réparti suivant l'azimut (9/94 = 0). En vertu de la 
loi d'Ohm, ce courant s'accompagne d’un champ électrique longitu- 
dinal et il y a donc propagation d’une onde Æ (n°S 51.1, 51.2) 
pour laquelle 


Emn:=Cdotxr)e ir: (r SR). (52.1) 


En prenant des fréquences relativement basses où le courant peut 
être considéré comme invariable le long du conducteur (4/0z = O0), 
on a LT — 0; dans ces conditions, selon (51.3), le champ électrique 


est purement longitudinal (E mt — 0), et de (51.1a) on déduit #4, = k:. 
On obtient par suite 


+ Jo (x e 
Évn = 20CJ 0 (Er) = 20Ëme 5 » (52.2) 


où Em: — Em(R) et d'après (25.26) et (30.10) on a 
ki=k=(1—i) Vouuo/2= (1 —i)/A0. (52.3) 


Dans cette formule, le paramètre A°, qui a dans le cas d’une surface 
de séparation plane le sens de la profondeur de pénétration, est utilisé 
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pour faciliter la comparaison des résultats obtenus avec les résultats 
de la théorie de l'effet pelliculaire fort ($ 30). 

La formule (52.2) donne la loi de répartition du champ et de la 
densité de courant dans le fil conducteur: Æ£, (r)/Eyr = jm (7)! Îmre = 


Fig. 52.1 


—|J,(kr)/Jo(kR)|. La figure 52.1, «a montre quelques courbes 
traduisant cette variation pour différents R/A9. On y voit que l'effet 
pelliculaire est assez faible pour R = A. 

Le courant total dans le fil conducteur est calculé en intégrant 


la grandeur Îm = 6En suivant sa section droite: 


R 2x ° R . 
rs \ VE _. 210Em __ 2nROE xd 1 (KR) 
Im = 0 | Er dr da — Ts ER Jo ŒGrrdr= GR KA) 
(52.4) 


(cette relation s'obtient à l'aide de la formule (A.6.18)). En com- 


posant le rapport En.ll m, nous trouvons l'impédance du fil con- 
ducteur rapportée à l'unité de sa longueur 


En k  Jo(KR) 


(52.5) 


Il est facile de vérifier que dans le cas limite de l'effet pellicu- 
laire fort (R/A° —+ oo ou | £R | —+ co), la formule (52.5) se ramène 
à la relation (30.18) obtenue précédemment. En effet, d'après (A.6.5) 
on a dans ce cas J, (kR)/J, (kR) — à et, pour un effet pelliculaire 
assez faible (R/A° 1 ou |kR|<ijon a 

,_. À 1 R3(1— 1) 
& = 1-5 +.) (52.6) 
22— 01469 
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On peut facilement vérifier cette formule en utilisant le dévelop- 
pement (A.6.10). Pour R/A9—+ 0 la formule (52.6) exprime la résis- 
tance en courant continu. 

Reportons-nous maintenant à la figure 52.1, b qui représente 
des courbes traduisant la variation, en fonction de R/A, des parties 
réelle et imaginaire de l’impédance &’ — .;;' + iX" rapportées à la 
résistance en courant continu. L'impédance est inductive: ©” > (0. 
Cette figure montre aussi une courbe de variation de l’inductance 
de l’unité de longueur du fil conducteur £” rapportée à l’« inductance 
interne » £; définie dans le cas du courant continu par la formule 
17.15). 
| 52. Ligne unifilaire. — A la différence du n° 50.2, nous allons 
considérer maintenant une ligne unifilaire constituée par un con- 
ducteur réel. Nous savons (n° 46.1) que les systèmes à milieu hété- 
rogène ne peuvent propager des ondes TE M. Le mode fondamental 
se propageart dans la ligne unifilaire considérée appartient donc 


à la classe d'ondes £ et sa constante de propagation T = Ÿ ki — es 
est calculée en déterminant %. comme racine la plus basse de l’équa- 
tion (51.7) si on élimine %, (à l’aide de la formule (51.6)). 

Comme dans le milieu extérieur l’onde est proche du type TEM, 
onaT = k,et par suite | 4, | € 1. Et puisque, de plus, [A | 5 |, 1 
on a #1 Æ X1. Par suite l'équation (51.7) peut être remplacée par 
l'équation suivante 


Jo(k:R) H$ (LR) = 
WEgEeW1R T. ER) = YX.R HE GA (92. 1) 
ou encore 
; HE (GR 
i0EpEW,R=%R FER , (52.8) 


étant donné que pour un effet pelliculaire fort le rapport des fonc- 
tions de Bessel au premier membre de (52.7) peut être considéré 
comme égal à à (v. plus haut, n° 52.1). 

Vu la petitesse de | x, | lorsque les À ne sont pas très grands, 
les fonctions de Hankel intervenant dans (52.8) peuvent être rempla- 
cées par les fonctions de Neumann multipliées par —ài (les fonctions 
de Bessel dans (A.6.2) sont négligeables); à leur tour, les fonctions 
de Neumann peuvent être représentées au moyen des formules 
(A.6.12). Finalement, on a 


(XLR) In — 


VX2R 
Cette équation a été obtenue par Sommerfeld et discutée à maintes 
MOT dans les ouvrages spécialisés (v. par exemple [A.3], [C.2] 
et [C.4)). 

On trouve ainsi dans ces ouvrages un exemple de résolution de 
l'équation (52.9): à la fréquence de 10° Hz (À,— 30 cm) pour un 


= ioee.W,R. (52.9) 
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fil de cuivre de 2 mm de diamètre placé dans l'air, l = Y k° — y? — 
— (2x/h2) (1,00006 —i 0,000064). C’est une onde proche d'une onde 
TE qui a le caractère de surface : à l'extérieur du fil conducteur 
la variation radiale du champ se décrit par les fonctions de Hankel 
de l'argument complexe. Ainsi le champ décroît plus vite que 1/r, 
et l'intégrale de type (50.17) ne diverge plus. En principe, l’onde 
se révèle lente (T” > k2) ; l’impédance de surface qui lui correspond 
compte une partie inductive (n° 52.1). Dans la direction de propa- 
gation, l’onde s'amortit faiblement par suite de l'absorption dans 
le métal. 

Notons que, qual'tativement, la structure du champ du mode 
fondamental à l'extérieur du fil métallique doït être la même que 
celle de l'onde £,) à l’extérieur d’un cylindre parfaitement conduc- 
teur recouvert d’une gaine diélectrique (n° 51.3). Mais la composante 
électrique longitudinale de l’onde dans le fil métallique est particu- 
lièrement petite devant la composante transversale. Les ondes de 
modes supérieurs dans le fil métallique s’amortissent très vite [A.3] 
parce que leurs champs sont principalement concentrés dans le métal. 

52.3. Guide d’ondes circulaire. — En considérant le guide cir- 
culaire comme un canal pratiqué dans la masse du métal, on peut 
appliquer à son analyse les résultats obtenus au n° 51.1. Dans ce 
cas, on doit rechercher les nombres d'onde transversaux du guide 
d'ondes comme les racines des équations (51.5), (51.7) et (51.8), 
en donnant des valeurs requises aux permittivités et aux perméabi- 
lités des milieux. Il s'ensuit aussitôt que les ondes azimutalement 
inhomogènes (n = 0) du guide doivent avoir leurs deux composantes 
longitudinales, électrique et magnétique; l’une d'elles est petite 
par rapport à l’autre. Les ondes dont la composante E, est prédomi- 
nante s'appellent ondes EH ; à la limite lorsque © —- «, les solu- 
tions correspondantes passent dans la classe d’ondes Æ£. Le terme 
d'ondes ÀE a un sens respectif. Les ondes azimutalement homogènes 
(nr — 0) appartiennent aux classes £ et À. En particulier, l'équation 
(51.7) répondant aux ondes E prend, comme on peut s'en assurer 
facilement, la forme suivante: 


: J R 
— io W,R = y,R ET ô (52.10) 


C'est un analogue de l’équation (52.8). 


Exemples et exercices 


1. L'équation (52.8) peut être établie sans considérer le champ intérieur du 
fil conducteur, mais en appliquant la condition aux limites de Leontovitch pour 


r = R. Elle revêt dans ce cas la forme £,,, (R) = W:Hm: (R). Pour obtenir 
l'équation cherchée, il suffit d'introduire dans cette égalité les amplitudes com- 


plexes | ES (R) et Hmz (R) exprimées moyennant les fonctions de Hankel à 
l’aide des formules (51.1) et (51.3). Effectuer ces opérations. 


22% 
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2. En opérant de manière analogue, établir l'équation (52.10). 
3. Montrer que pour l'onde £,, d'une ligne unifilaire en fil conducteur 


réel, on a 


Emz ne lt 2 
FE Æ i D rh (r > R). (52.11) 
mz 


Evaluer ce rapport pour une ligne citée plus haut (au n° 52.2). 
&. Etablir une équation de type (68.10) pour des ondes H azimutalement 


homogènes dans un guide d'ondes circulaire. 


III. CAVITÉS RÉSONNANTES 


$S 53. Propriétés générales des oscillations libres 


53.1. Systè me de guidage et cavité résonnante. — Si dans un sys- 
tème électrodynamique on crée des conditions assurant un mouve- 
ment cyclique ou vibratoire de l'énergie (fig. 53.1, a et b) cette 
dernière reste confinée dans un certain volume. Dans ces conditions 
le système devient une sorte d’« emmagasineur » d'énergie; on dit 
alors que le phénomène électromagnétique représente les oscillations 
libres (propres) du système. 

Nous avons déjà considéré au n° 29.1 un système constitué 
de deux plans parfaitement conducteurs, qui jouit de telles propriétés : 
pour des fréquences déterminées il est le siège d'ondes stationnaires. 
Un tel résonateur peut évidemment être construit sur la base de 
n'importe quel système de guidage si on « découpe» un volume 
à l’aide de deux plans parfaitement conducteurs. Ce qui est illustré 
à la figure 53.2 par un guide d'ondes diélectrique (a), une ligne 
bifilaire (b), une ligne coaxiale (c), un guide d’ondes rectangulaire 
(d) et un guide d’onde circulaire (e). Dans les trois derniers cas nous 
obtenons un volume complètement blindé. 

Discutons des conditions de formation des ondes stationnaires 
dans ces systèmes. Dans ce cas, en représentant les amplitudes com- 
plexes des vecteurs champs £E et H, nous devons utiliser au lieu des 
formules (45.6), des formules telles que la dépendance exponentielle 
e”iTz soit remplacée, pour les différentes composantes du champ, 
par une dépendance sinusoiïdale ou cosinusoïdale. Considérons, pour 


fixer les idées, la composante électrique transversale E,,, en la 


__ 
a) b) 
Fig. 53.1 
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représentant sous la forme 
Enr = £a, y)sinTz (53.1) 
(P = 0 dans (45.5)) parce que y est satisfaite la condition aux limites 


nécessaire Em, — 0 pour z—0 (plan parfaitement conducteur, à 
gauche sur la figure 53.2). En imposant la même condition pour 
z — L (plan à droite), nous avons 


sin lL = 0, (53.2) 
— pr/L, p = (0), 1, 2, ... (53.3) 


Ainsi les ondes stationnaires ne peuvent exister dans le volume 
découpé que pour des valeurs déterminées du nombre d’onde longi- 
tudinal L' (cf. n° 29.1). Le cas de p = 0 dans (53.3) correspond 


d’où il résulte 


Fig. 53.2 


à l’absence de la composante transversale du vecteur Æ dans tout 
le volume, ce qui ne signifie pas encore l'absence totale de champ. 

Une onde stationnaire est, comme nous le savons, la superposi- 
tion de deux ondes progressives se propageant en sens opposés 1). 
Les ondes, tant progressives que stationnaires, vérifient la relation 


1) L'expression (53.1) correspond aussi au choix de À = 4/2 et B = — i/2 
dans la première ligne de (45.5). 
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k? = y° + [? établie au n° 45.1. En y portant l'expression des 
valeurs admissibles tirée de (53.3), nous avons 


Bt (EE), où 0-2 V'e+(Æ). (634 


C'est la représentation des pulsations w pour lesquelles le champ 
existe, c’est-à-dire la représentation des pulsations propres du systè- 
me. Nous voyons que ce système possède une sé- 
lectivité fréquentielle, c’est une cavité réson- 
nante. 

Considérons d’abord un résonateur dont le 
milieu intérieur est dépourvu d'absorption. 
Comme il s'ensuit de (53.4), les pulsations 

7 propres forment une suite 0 << © < 

L L...<L On L ..., les différentes valeurs 

Fig. 53.3 de ces pulsations étant obtenues en introdui- 

sant dans (53.4) différents nombres p tirés de 

(53.3) et tous les nombres d'onde transversaux possibles + du sys- 
tème de guidage (différents types d'ondes). 

La condition d'existence d'oscillations propres peut être énoncée 
par un autre procédé. En comparant les égalités (53.3) et (45.7) 
nous obtenons 


L=p+, p=(0), 1, 2, (53.5) 


La longueur du volume découpé du système de guidage doit donc 
être un multiple entier de la moitié de la longueur d'onde de tel 
ou tel type dans le système de guidage. 

Lorsque p = 0 et, comme il a été indiqué, le champ électrique 
ne possède pas de composante transversale, il faut un examen distinct. 
En posant p = 0 dans (53.4), nous voyons que la pulsation propre 
du résonateur se trouve égale à la fréquence critique 2xf.- du système 
de guidage (46.3). Ainsi le champ existant dans le résonateur pour 
p = 0 est une certaine onde correspondant à la fréquence critique. 
On conçoit Sans peine que c’est une onde £, car, dans ce cas seule- 
ment, le champ électrique est longitudinal. Etant indépendant de z, 
il peut exister dans le volume découpé, en satisfaisant aux condi- 
tions aux limites pour toute longueur du volume (fig. 53.3). C'est 
‘précisément ce qu’exprime l'égalité (53.5). En effet, puisque pour 
p = 0 (© = wer) la longueur d'onde À est illimitée, on a en vertu 
de (53.5): L = 0-00, c'est-à-dire que la longueur du résonateur est 
indéterminée. 

Il convient de souligner que pour & = «kr, des ondes À ne peuvent 
exister dans le volume découpé: les conditions aux limites sur des 
« cloisons » parfaitement conductrices ne sont pas satisfaites. 


$ 54] PROPRIÊTES GÉNÉRALES DES OSCILLATIONS LIBRES 343 


Dans la plupart des cas le champ dans une cavité résonnante peut 
étre caractérisé comme une onde stationnaire « pure ». Dès lors, le 
champ électrique possède, comme l’admet la représentation (53.1), 
une phase constante dans toute région où sin l'z conserve son signe. 
Supposons qu’alors En — Emne’E. Puisque pg£ est indépendant des 

> e e " 2 . 
coordonnées, on a H}y = rot Em = He %E* "9 (système sans 


— {OH 
absorption), où H» — UE. rot Em. Cela signifie que les vecteurs 
0 
E et H sont déphasés de 1/2: 
Qu = PE + 1/2. (53.6) 


Le vecteur moyen de Povnting est alors partout nul. Remarquons 
encore qu’à certains instants il n'existe dans le résonateur qu'un 


Ne 


a) b) c) 
Fig. 53.4 


champ électrique alors que le champ magnétique est nul ; à d’autres 
instants séparés des premiers d’un quart de période, c’est le champ 
électrique qui est nul. Dans le cas d’une onde stationnaire pure le 
mouvement de l'énergie dans le résonateur présente un caractere 
vibratoire (fig. 53.1, b). 

L'exemple le plus suggestif de résonateur à flux d'énergie cyclique 
(fig. 53.1, a) est un système de guidage fermé en anneau dans lequel 
se propage une onde progressive (par exemple, un guide annulaire de 
section rectangulaire, fig. 53.4, a). Or, le même effet, on peut facile- 
ment l'obtenir, par exemple, dans un résonateur creux réalisé à partir 
d’un guide circulaire (n° 49.1); il faut seulement que les ondes voya- 
geant en sens contraire (qui forment une onde stationnaire dans le 
sens longitudinal) soient tournantes (fig. 53.4, b), c’est-à-dire « che- 
minant suivant l'azimut ». Dans un résonateur de section carrée 
(fig. 53.4, c), le flux d'énergie cyclique apparaît en particulier lors 
de la superposition des ondes stationnaires à structure transversale 
Hmn et Him (Emn et Enm) déphasées de x/2. 

53.2. Résonateurs de forme quelconque. — En prenant exemple 
sur des résonateurs creux montrons comment est énoncé le problème 
d’une cavité résonnante sans liaison aucune avec le système de gui- 
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dage. Le rôle de la cavité résonnante peut être joué par tout système 
complètement blindé, et il n’est pas rare qu'on utilise en technique 
des résonateurs creux de forme compliquée. 

Le problème d'une cavité résonnante de volume Ÿ dont les parois 
sont parfaitement conductrices est un problème aux limites pour 
les équations de Maxwell ou pour les équations du second ordre de 
l’électrodynamique qui découlent des équations de Maxwell. Si le 
milieu est homogène, il est commode d’utiliser les équations de Helm- 
holtz pour lesquelles on peut énoncer les deux problèmes aux limites 
suivants : 


VE, + KÉ.—=0 dans V, V2H,+k2H,—0 dans Y, 
| et 
E,,.=0 sur S (rot H,,).=0 sur %, 


où k° — w*eu/c; les solutions de ces problèmes sont aussi assujet- 
ties aux restrictions suivantes: 


(53.7) 


div£É,=0 et divAH,—0, (53.8) 


ce qui signifie que seules les solutions solénoïdales sont considérées. 
Elles forment des systèmes de fonctions propres auxquelles correspon- 
dent les valeurs propres k*, carrés des nombres d'onde propres. 

On ne perdra pas de vue que les problèmes aux limites (53. 7) 


engendrent encore des fonctions propres irrotationnelles E: = 


= VOm et Hm = Vm (dans ce cas rot Em = 0 et rot Hy = 0). 
Ces dernières sont dépourvues de sens électrodynamique, mais comme 
nous le verrons dans le chap. 6, elles doivent être prises en compte 
lors de la résolution de certains problèmes !). 

Il y a intérêt à comparer les problèmes aux limites tridimension- 
nels (53.7) aux problèmes bidimensionnels (46.8) et (46.9) de la théo- 
rie des guides d’ondes. Comme avec ces derniers, nous pouvons obte- 
nir les expressions intégrales des valeurs propres. À partir de (A.5.32) 
et compte tenu de (53.8), nous obtenons 


{ Irot Eml° dv { Irot Hml? do 
V 


pe = (53.9) 
Ÿ 1Eml® du [ 1Aml® dv 
\4 V 


53.3. Oscillations libres en présence d’absorption. — En conti- 
nuant l’examen des résonateurs creux, remarquons que lorsque la 
gaine est parfaitement conductrice, on a, que la permittivité et la 
perméabilité du milieu intérieur soient réelles ou complexes, l’iné- 


1) Pour rechercher le système complet de fonctions propres, les problèmes 
aux limites de type (53.7) sont énoncés sous la forme (A.5.29) et (A.5.30). 
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galité 
k° > CO. (53.10) 


Cette conclusion découle directement de (53.9), et pour les résona- 
teurs du type de guide d'ondes cela provient aussi de (53.4) puisque 
dans le cas du guide d’ondes creux on a #* > 0. Les nombres d’onde 
propres d’une cavité résonnante dont les parois sont parfaitement 
conductrices sont ainsi toujours réels. 

Si le milieu intérieur est absorbant et donc la permittivité € 
ou la perméabilité complexe, la réalité des nombres £ = w V'eu/c 
implique que les pulsations propres w soient complexes: 


@ = © + iw”. (53.11) 


C'est ainsi par exemple que dans le cas du résonateur à guide d’ondes 
nous avons d’après (53.4) 


es m 


Rappelons que dans le n° 29.4 la notion de pulsation propre complexe 
a été introduite à partir de l'exemple du résonateur plan ; la formule 


Eft) sl 


Fig. 53.5 


obtenue (29.3) découle de la relation plus générale (53.12) pour 
x = 0 (ondes TEM) si on effectue certains changements de nota- 
tions (p—> n, L— d). 

Le sens de la pulsation complexe a été déjà expliqué au n° 22.1: 
la loi de variation temporelle du champ est dans ce cas (à une phase 
constante près) de la forme Re eivt — 8-0 cos w'’t (fig. 53.5). Ce 
sont des oscillations amorties de période T” = 2x/w’ et de constante 
de temps T” = 1/w” (on entend par période le double de la distance 
entre deux zéros consécutifs). 

Passons aux généralisations. Quelle que soit leur origine, les per- 
tes d'énergie dans les systèmes résonnants provoquent un amortis- 
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sement exponentiel des oscillations libres. Aussi la notion de pulsa- 
tion propre complexe est-elle universelle. Elle est parfaitement 
légitime lors de la description des oscillations libres, non seulement 
dans les résonateurs creux (blindés) mais aussi dans les résonateurs 
ouverts; les pertes d'énergie peuvent être dues à l'absorption dans 
les diélectriques et dans les conducteurs ainsi qu’au rayonnement 
du résonateur. Dans tous ces cas, se pose donc le problème du calcul 
des pulsations propres complexes. 

Supposons que w©”< wow’ et donc T7” > T’; c'est le cas typi- 
que des résonateurs industriels. Dans l'intervalle d’une période 
T'(fig. 53.5), le phénomène ne diffère alors pratiquement pas 
des oscillations harmoniques et on peut donc trouver une moyen- 
ne de l'énergie, de la puissance et des autres grandeurs analogues 
comme cela a été fait au n° 21.1. Mais pour t > T’ ces grandeurs, 
quadratiques par rapport au champ, se manifesteront comme des 
fonctions du temps de la forme e-*®”t. Ainsi, pour un résonateur pris 


comme un système isolé on à W (4) = W (0)e-%’t e° en tenant 
compte de (8.3), P = —dWidt = 265'W. Composons u. rapport 


Q = w'W/P = -"'J20". (53.13) 


La quantité Q s'appelle facteur de qualité ou encore facteur de surten- 
sion du système oscillant et constitue l’un des paramètres caracté- 
ristiques les plus fréquemment utilisés. D'après (53.11) il est évi- 
dent que 

@ —= © (1 + i/2Q). (53.14) 


‘ La relation (53.13) permet une interprétation énergétique des 
oscillations libres dans des milieux avec pertes (cf. n° 47.3). 
Remarquons d'abord qu’en calculant le facteur de surtension 


on peut tenir compte séparément de différentes pertes. Soit P — 
= P, + P, + P>: où l’on tient compte de l'absorption dans les 
diélectriques et conducteurs (Pa et P,) ainsi que du rayonnement 
(Ps). En notant Qu = © W/P4, Qc = w'WI/Pe et Qs = w'WI/P», 
nous avons 


1/Q = 1/Qa + 1/0c + 1/0 54 (53.15) 


Nous voyons donc que les inverses des facteurs de surtension sont 
additifs. 

Considérons une cavité résonnante dont le milieu intérieur est 
un diélectrique imparfait et un” = 0. Si le milieu est pratiquement 
dépourvu d'inertie (en parti- lier pour tg À — o/we,e), l'énergie 


movenne se détermine en intécrant la somme des densités wt et wn 
(21.1). Etant donné la petitesse de pertes, on peut admettre, de même 


qu'en l'absence d'absorption, que W = 2We — 2Wm. La puissance 
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moyenne est calculée à l’aide de la formule (21.13). On a 
Qa= 0'W/Pa= 1/tg A. (53.16) 


Pour calculer Q@. nous déterminrerons la puissance moyenne P, 
en utilisant la relation (30.14). En prenant W — 2Wn, nous obtenons 


x mH * dv 


‘W 2Ha y = 
Qe = == EE (53.17) 
Pe A°Um \ HmH}, ds d 
S 


OÙ La et Um Sont respectivement la perméabilité du diélectrique inte- 
rieur et de la paroi métallique (généralement um = 1). 


Exemples et exercices 


1. Vérifier que l'énergie emmagasinée dans une cavité résonnante sans 
pertes est constante et que W = W = 2€ = 2Wm, 

2. Quelles doivent être les conditions aux limites sur les plans z = 0 et 
z — L pour que dans une cavité de type guide d'ondes soient possibles des oscil- 
lations libres correspondant à la coupure (6 = w,-) de l’onde H? 

3. Pourquoi pour un rayon suffisamment grand de la cavité annulaire re- 
présentée sur la figure 53.4, a les relations (53.3) à (53.5) peuvent-elles être con- 
sidérées comme les conditions d'existence du champ dans cette cavité si L est 
la longueur moyenne de la circonférence du guide? Les oscillations libres dont il 
s’agit plus haut (au n° 53.2) sont-elles possibles dans ce cas? 

4. Obtenir les relations intégrales (53.9) on partant directement des énon- 
cés des problèmes (53.7). 

Considérer le résonateur plan (n° 29.1) en remplaçant les plans parfaite- 
ment conducteurs par un métal réel et en appliquant les conditions aux limites 
de Leontovitch. Déterminer les pulsations propres complexes. 

6. Pourquoi le facteur de surtension © (53.13) peut-il être exprimé par le 
rapport! 2:W/AW-+ où AW- est la variation de l'énergie emmagasinée durant 
une période ? 

7. Le facteur de surtension d’un système oscillant peut-il prendre une va- 
leur négative? 

8. Etablir un analogue de la formule (53.16) pour e” -£ 0 et u° 0. 


$ 54. Etude de quelques cavités résonnantes 


54.1. Cavité prismatique. — Considérons une cavité réalisée sous 
la forme d’un parallélépipède et appelée cavité prismatique (fig. 54.1, a). 
En utilisant la formule (53.4) dans laquelle on introduit la repré- 
sentation de % (58.3), on obtient 


Le procédé le plus simple permettant de déterminer les champs 
correspondant à ces pulsations propres consiste à calculer tout d’abord 


dd EL 
7 °mnp— veu 
a 
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(comme dans le cas des guides d’ondes) les composantes longitudina- 
les et ensuite à appliquer les formules (45.12) et (45.13). 
Dans le cas des champs E, on a 


Êm: = EP = ET" cos FE = E sin sin + cos FE, (54.2) 


où la fonction £”" est déterminée par la formule (48.2) et le facteur 
priz 


cos —— correspond à l'existence de la composante normale du vecteur 
E pour z—0 et z — L. 

En introduisant l'expression de EE», (54.2) dans (45.12), nous 
obtenons une représentation complète des oscillations propres sous 


d) z 
Fig. 54.1 


forme d’amplitudes complexes des vecteurs champs: 


E. = Ë, E sin %,T Sin Xyy COS l'z — 


r : | : 
— 7 (Goks 008 422 sin Xyy + Voky Sin X+7 cos Xyy) sin Lz |, 
(54.3) 


… EE 


H: — 
di WE 7 


7 (Loy SiN LxT COS Au — YoKx COS Xxr Sin X,ÿ) COS lz, 


OÙ {x %7 et x ont le même sens que dans (48.5); l — pr/L; WE — 
— [lose et © — mnp (54.1). Dans (54.2) et (54. 3)m = 1, 2. 

net, 2,...; p = 0, 1,2,... en vertu de (48.2) et (53.3). 
Dans le cas des champs Æ,on a 


An HP = GT" sin PE = Ho cos FE sin EE, (54.4) 
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où L'us correspond à l’expression (48.8) et le facteur sin Ê annule 
la composante normale du vecteur H pour z = 0 et z = L. 


De même que plus haut, en introduisant l’expression de He: 
(54.4) dans (45.13), on obtient la représentation des oscillations pro- 
pres sous la forme d’amplitudes complexes des vecteurs champs. 
Il vient 


Er F ; 
En= —iH)W® za (— Toy COS Xx7 Sin Xyy + 
+ YoXx SIN Y,T COS X,y) sin l'z, 


: e (54.5) 
H,,=H, [ z0 COS xt COS X,y Sin lz— 


E 7 (ToXx Sin XxT COS {yY + YoXy COS XxT SN {yÿ) COS re] à 


où WE = opu/T; m = (0), 1,2, ...; n = (0), 1, 2, ...; p — 
= 1, 2,... (m et nr ne peuvent être simultanément nuls). Les 
autres symboles ont le même sens que précédemment. 

L'examen des représentations ainsi obtenues montre que toute 
combinaison de trois nombres m, n et p, qu'ils soient tous entiers 
ou qu'ils contiennent un zéro, détermine dans une cavité prisma- 
tique un certain champ libre ou bien plusieurs champs à la fois aux- 
quels correspond une seule et même pulsation propre &m: (54.1). 
Nous dirons que les champs décrits par les formules (54.3) et (54.5) 
correspondent aux oscillations propres des modes Emin et Hp. 

Notons que dans le cas de la cavité prismatique le choix de 
l'axe longitudinal z peut se faire par trois procédés différents 
(fig. 54.1, b, c et d) et qu'à chacun d'eux correspondra sa propre 
classification de champs: une seule et même cavité est considérée 
comme un volume découpé dans trois guides d'ondes différents 
à axes longitudinaux orthogonaux. Des oscillations propres ayant 
des structures de champs différentes mais les mêmes pulsations pro- 
pres sont dites dégénérées. Il est évident que toute superposition de 
champs propres de ce genre est un champ propre de la cavité. 

Le mode d’oscillations auquel correspond le plus petit nombre 
d'onde propre kmnp = @mnp V eu/c est, suivant une terminologie 
usuelle, le mode fondamental. Pour calculer sa pulsation propre il 
faut évidemment prendre dans la formule (54.1) l’un des nombres 
m, net p égal à zéro (selon la longueur a, b ou L la plus petite) 
. les deux autres égaux à l'unité. Si par exemple L <a et L < b, 
alors 


min Émnp = Æuo = 1 V 1/a2 + 1/6, (54.6) 


c'est-à-dire que le mode fondamental est le mode E,,,. Mais en chan- 
geant la désignation des axes, on peut qualifier le même champ de 
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mode Æo11 Où Ho. La figure 54.2 représente la structure du champ 
du mode fondamental et explicite son identification en différents 
systèmes de coordonnées. Quelle est la différence entre l’onde sta- 
tionnaire H.,0, et l’onde progressive F,, d’un guide d'ondes rectan- 
gulaire? La comparaison de la figure 54.2, c avec la « photographie 


instantanée » de l’onde F,, donnée sur la figure 48.5 montre que, 
par rapport à cette dernière, les champs électrique et magnétique 
de la cavité sont déplacés d’une distance A/4 suivant l'axe des z; 
on peut dire que ce déplacement est provoqué par l’introduction 


Fig. 54.3 


des « cloisons » transversales sur lesquelles doivent être satisfaites 
les conditions aux limites. La figure 54.3 montre les configurations 
des lignes de force de quelques champs de modes supérieurs. 
Proposons-nous de calculer le facteur de surtension Q. du mode 
fondamental que nous identifions comme H,,, (fig. 54.2, c). A cet 
effet, introduisons dans la formule (53.17) l'expression H?, — 


__ pre o HT . à NZ ai . o NZ 2 TZ eu . _ 
= H3 (cos 7 Sn T T ja Sin g= cost) (m=1,r=0,p=— 


= 4; l = n/L) tirée de (54.5); on suppose que le champ dans la 
cavité a la même structure que celle lorsque l’enveloppe est parfaite- 
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ment conductrice. On a 


a b L 
[4 | (PE dx dy di = HÈ 


G+#): 


« 


2 (1+5)+ 


et finalement, 
_ 1 Ha abL (L°®+ a), - 
ere ab a) +20 (La) * (54.7) 
Dans les cas particuliers des cavités cubique (a = b = L) et plate 
(b Ka, b € L) nous trouvons 
1 Ha a _Ha 
Q. A Le 3 (cub.) et EEE Be b (plat.). (54.8) 
Remarquons que lorsque toutes les dimensions de la cavité sont 
diminuées de m fois, la pulsation propre augmen'e de m fois, ce qui 
a pour résultat une augmentation de Vm fois de la quantité 1/A°. 
Par contre, le facteur de 1/A° figurant dans la formule (54.7) dimi- 
nue de m fois, de sorte que finalement le facteur de surtension Q: 
décroît comme Vm. 
94.2. Cavité cylindrique. — En concrétisant la formule (53.4) 


pour les champs Æ d’une cavité cylindrique à bases circulaires 
(fig. 54.4), nous obtenons 


me VTT Go 


En effectuant la substitution 


Éns = ENTP = ET" cos 
nous déduisons de (45.12) 
E.. == ZoJ nil 


LT, (xr) À (na) cos” =, (54.10) 


? 


2e [ronds (er) À (na) + es JT, (ur) A' (na) ]sin-ÆE., 
: 54.11 
Hn=i— LS r0— Jn (xr) 4° (na) — 


WE % 
— a0X7x (47) À (na) | 
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où LT = pr/L; p — 0, Â, 2, ...; À (na) est définie de la même 
façon que dans (49.2); dans l'impédance d'onde WE = F/we,e 
la pulsation wo est of, (549); % = B;m/R. 

Pour les champs Æ, on a 


Do (2) (54.12) 


et 


H me = HATP = GE" sin = — J, (xr) À (na) sin —-. (54.13) 


Introduisons (54.13) dans (45.13), on obtient 


Em = WE (ro JA (7) A’ (na) + aoxfn (ur) A(na) ]sin ÊE, 


L 
H=20/ n (xr) À (na) sin + (54.14) 
+ [rox/n Gr) À (na) + a + JA (ur) A (na) | cos A 
(p=1, 2,...3 WF = oEmplou/l ; X= Anm/R). 


Quelques structures des champs propres de la cavité cylindrique 
sont montrées sur la figure 54.4 pour À (na) = cos n«. Remarquons 
que pour »r = 0 toutes les oscillations propres sont doublement dégé- 
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nérées car dans chaque cas il existe deux structures orientées orthogo- 
nalement (4 (na) = cos na et À (na) — sin na). De plus, les oscil- 
lations E,mp et Homp (cf. n° 49.3) sont elles aussi dégénérées. D'autres 
cas de dégénérescence sont également possibles. C’est ainsi par exem- 
ple que les oscillations propres À ,,, et Æ:19 seront dégénérées comme 
le montrent les formules (54.9), (54.12) lorsque l'égalité (B,,/R}°? = 
= (4,,/R}° + (a/L)* est vérifiée. Cela signifie une triple dégéné- 
rescence du mode fondamental (il existe deux structures H,,, orthogo- 
nales) parce que toutes les autres pulsations propres se trouvent 
être plus élevées. Il n’est pas difficile de montrer que cette dégéné- 
rescence du mode fondamental a lieu lorsque L/R = n/V B?, — Aî, = 
2,03. Si ce rapport n’est pas vérifié, alors 


| kËio pour L/R << 2,03 ..…, 
iD Xmnp 


54.15 
ki pour LIR > 2,03 ..… Sa 


c'est-à-dire que le mode fondamental sera /7,;,, pour une cavité 
«effilée » et ÆEo10 pour une cavité « aplatie ». 

Calculons le facteur de surtension Qc pour un mode quelconque 
Himp en Supposant que la dépendance azimutale soit de la forme 
À (na) = cos na. Les intégrales de (53.17) se calculent en introduisant 
les expressions qui découlent de (54.14) : 


R 24 L 
Jarre | | | E2r dr da dz = 
0 0 0 


a | ES ae) +J8(2 ]sdr= 


k° e a e 
= Ô EU AL (Anim — 1°) JA (Anm); 


où Ô = 1 pour rz = 0 et Ô = 1/2 pour rz 0 (on a utilisé la formule 
A.6.21)). Puis, 
R 2x 27 


| Ha ds=2 | | Häl:eor dr da +R H2,|,=r da dz= 
S 0 0 0 


Anm 
{ia ( 5) TRE + ve çTee à 
0 


— Es Rr)}= 
Em?) + LR (14) ]J5 (4). 


= ÔT 


23—01469 
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Portons les résultats obtenus dans (53.17) ; il vient, toutes réductions 
effectuées : 
__ 1 Wa RL , 
Q— A he (2R—L)(T/k)°+ LAim/(Añim — n°) EE 
(n 0 et nr = 0). 
En procédant exactement de la même manière, on peut obtenir 
l'expression du facteur de surtension pour les oscillations du mode 


; 


E1mp, Mais nous nous contenterons d'indiquer un résultat partiel. 
Dans le cas des oscillations £,,9 on a 


___ 1 Ha RL > 
Qc on A0 le RHL e (94.17) 

54.3. Cavité coaxiale. — En considérant une cavité (fig. 54.5) 
réalisée à partir d'une ligne coaxiale (n° 50.2), nous allons restrein- 


dre notre analyse aux champs TEM. Dans ce cas y = 0 si bien que 
de (53.4) il résulte 


| pa 
— md 54.1 
re) 7 D (54.18) 
(p=1, 2, ...); remarquons que dans (53.5) on a ici À = À, c'est-à- 


dire que la longueur de la cavité est un multiple entier de la moitié 
de la longueur d'onde dans l’espace libre ou plus exactement dans un 
milieu infini ayant la même permittivité et la même perméabilité 
que celles du milieu intérieur de la cavité. 

Ecrivons les amplitudes complexes de l’onde stationnaire obtenue 
par suite de la superposition de deux ondes progressives décrites 
par les formules du type (50.16): 


:  iW  . ps : sn | 2 > 
En=—roA4—sin +, Hn=@A — cos +. (54.19) 


Ici, À = 1/27 où I, est l’amplitude complexe au ventre du courant 
parcourant la tige intérieure; qualifions ces oscillations de TEA, 


1 cos? 27: 


En introduisant H°, — Are cos° dans le nominateur et dans 


le dénominateur de la formule (53.17), on détermine aisément le 
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facteur de surtension pour les oscillations du mode T'E/,. L'expres- 
sion de Q. est de la forme 


_ 1 a 2Ln(RyRy) ; 
Ce 4in (ReiR;)+L (WR;+A1/R:) (54.20) 


54.4. Cavités résonnantes voisines des systèmes quasi stationnai- 
res. — On sait qu’un système résonnant quasi stationnaire typique 
est représenté par un « circuit oscillant »; on peut admettre avec 
une précision suffisante que dans ce cas les champs électrique et 
magnétique sont spatialement séparés (n° 19.2). Certaines cavités 


Fig. 54.6 


résonnantes utilisées principalement dans l'électronique des hyper- 
fréquences jouissent de propriétés voisines. Tels sont par exemple les 
résonateurs des klystrons, des magnétrons et des triodes émettrices 
hyperfréquences qui sont représentés schématiquement sur les figu- 
res 54.6, a, b et c. Leur champ électrique est concentré essentielle- 
ment dans des intervalles étroits quasi stationnaires (d << À) à l’inté- 
rieur ou au voisinage desquels se produit l'interaction du courant 
électronique et du champ. De ce fait, un tel intervalle peut être 
considéré de façon approchée comme un condensateur plan, le rôle 
de l’inductance pure étant attribue au volume adjacent du réso- 
nateur. 


23* 
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C'est ainsi que dans le cas d’un résonateur toroïdal (fig. 54.6, a 
et d) la capacité de l'intervalle est approximativement égale à C = 
& £€0S/d = een R?/d et l’inductance est déterminée dans l'hypo- 
thèse où À — JZ/2xr de même que dans le cas d’un solénoïde toroïdal 
(cf. n° 16.3). Ici, Z est le courant total du résonateur (les lignes de 
n se situent dans des sections radiales du système). Il en résulte 

D Ho _ Ha ( ds 
Mr oder z Î Has= 2n (+. 
S', Si 
Il est évident que cette formule est satisfaisante si l’on peut négliger 
le courant de déplacement à l'extérieur de l'intervalle. Finalement, 
on a 


ox }/2nd(h5 | Æ)T (5421) 
De 


C'est l'expression de la pulsation propre du mode fondamental des 
oscillations dans le résonateur. Lorsque les dimensions extérieures 


du résonateur sont fixes, la pulsation propre varie comme Wd, 
ce qui signifie que le système, dans son ensemble, peut devenir haute- 
ment quasi stationnaire si la valeur de l'intervalle est suffisamment 
petite. 

L'approche que nous venons de décrire peut être appliquée 
pour une évaluation grossière de la pulsation propre d’une cellule 
de magnétron (fig. 54.6, e). La capacité de l'intervalle est C Æ 
% £eoah/d; en considérant la cavité adjacente comme un tronçon 
de solénoïde infini, nous avons À = I/h (ceci résulte de la formule 
(16.16)); ainsi nous avons pour expression de l’inductance 


L =O/I & pWS 1/1 =purR°/k, 


et l'expression de la pulsation propre du mode fondamental des 
oscillations prend la forme 


L 1 d 
OZ V &C FF FR 4 TEu/c) ra : (54.22) 


Un résonateur coaxial à intervalle (fig. 54.6, c) peut être consi- 
déré du point de vue de la théorie des circuits comme un tronçon 
de ligne dont l’une des extrémités est mise en court-circuit et l’autre 
est chargée par une capacité. 


Exemples et exercices 


1. Ecrire les composantes du champ du mode fondamental pour une cavité 
prismatique en l'identifiant dans trois systèmes de coordonnées différents com- 
me Eyj09 Hour ©t H101 respectivement. 

2. Considérer le Champ qui apparaît dans une cavité de section droite car- 
rée (a = b) par suite de la superposition des oscillations des modes H,41 et Hois 
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ayant les mêmes amplitudes et déphasées de +x/2. Montrer qu'un flux d'énergie 
cyclique prend naissance dans la cavité et que le vecteur moyen de Poynting a 
pour expression 


> ? 
= + PER (— 2, Sin 4x cos 4y + Yo COS 4x sin Yy) sin? _. (54.23) 
(l'absorption est supposée nulle). 

3. S'assurer par une vérification directe que les champs exprimés par les 
Saere (54.3), (54.5), (54.11) et (54.14) sont les fonctions propres des problè- 
mes (53.7). 

4. Obtenir les formules (54.3) et (54.5) en résolvant le problème (53.7) par 


rapport à E,, ou H}, par la méthode de séparation des variables (n°4.7.2). 

5. Par un procédé analogue, établir les formules (54.11) et (54.14) (n° A.7.3). 

6. Montrer que le champ du mode E;,, d'une cavité prismatique peut être 
considéré comme la superposition de deux champs identifiés comme A ,,, dans des 
systèmes de coordonnées obtenus à partir du système initial par les changements 
ZH2,y—+z, 2 — y et respectivement y—>2, 2x7, x —+ y. 

7. Montrer que dans le cas des oscillations propres d’une cavité cylindri- 
que du mode H,:, à structure tournante, il existe un flux d'énergie cyclique et 
(en l’absence d absorption) 


I — + co Pbs J? (yr) sin° = PSE (54.24) 


8. Etablir les formules (54.17) et (54.20). 
9. Pour le résonateur toroïdal représenté sur la figure 54.6, d, ramener la 
formule (54.21) à la formc 


0 i > 
6 & ÆT "HA Re In © ) . (54.25) 
1 


C 


10. La pulsation critique des guides d'ondes en H et en U (n° 49.5) peut 
être calculée de façon approchée pour l’onde du mode fondamental en considé- 
rant un tel guide d'ondes comme un résonateur analogue à une cavité de magné- 
tron. En partant de cette convention, établir la formule 


Ver Æ 2 AT: (a— a”) b] eu, c*° (94.26) 


(les désignations sont données sur la figure 49.9). 
11. Pour chaque mode des oscillations propres d’une cavité quelconque on 
peut poser de façon formelle 


WD= sr, Wi=qu/2C, w=1/V ZC, 


où, en général, le choix des paramètres Z et C est en partie arbitraire, car les 
grandeurs J et q peuvent être définies de façon différente (si le résonateur est 
creux, on considère une partie quelconque de son enveloppe). Les paramètres Z 
et C'ainsi introduits sont Con= déres comme des éléments constitutifs du schéma 
équivalent du résonateur. A ces paramètres on ajoute encore la résistance .# cal- 
culée à partir du facteur de surtension connu : # = w£ÿ/Q = 1;wCQ. 

Dans un certain nombre de cas il n'existe qu'un seul procédé pour la déter- 
mivation des paramètres du schéma équivalent. C'est ainsi que pour les oscilla- 
tions du mode £,,, de la cavité cylindrique on ne peut Snteudre par J que tout le 
courant longitudinal de l’enveloppe (passant par un certain plan z= constante) 
alors que q est la charge de l’une des bases du cylindre. Montrer que dans ce 


cas l’on a 
__HobL __ Anne ss @ltouA? . L 21 97 
se, ce, = (14). (54.27) 
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12. Etablir les formules du type (54.27) pour les modes fondamentaux des 
cavités prismatique et coaxiale. 

13. Comparer les facteurs de surtension Q. pour les modes E,10 et Horn de 
Lu ue cylindriques en cuivre ayant la même pulsation ; dans les deux cas 


IV. SYSTÈMES PÉRIODIQUES ET QUASI OPTIQUES 


$S 55. Systèmes périodiques 
et principe de surface d’impédance 


59.1. Phénomènes ondulatoires dans les systèmes périodiques. 
— Les systèmes de guidage que nous avons étudiés plus haut étaient 
longitudinalement homogènes, autrement dit, ils avaient une struc- 
ture cylindrique généralisée. On peut cependant imaginer que des 
phénomènes ondulatoires sont guidés par des systèmes d’un autre 


A a) À b) 
LL LL Z 
À va pi 
C) d) e) 
Fig. 55.1 


genre, par exemple, par des systèmes périodiques, c'est-à-dire compo- 
sés d’éléments de structure identiques qui se répètent. Si la périodi- 
cité est unidimensionnelle, la structure ne se répète que dans une 
seule direction que nous prendrons pour la direction longitudinale 
et désignerons par z. Quelques exemples de tels systèmes sont montrés 


sur la figure 55.1; le symbole À désigne la période de structure. 

A l’aide de raisonnements simples on peut se rendre compte que 
dans les systèmes périodiques unidimensionnels les champs libres 
obéissent aux relations suivantes: 


En (x, y, 2+A)=En (x, y, z)e-19, 


e © e (55.1) 
Hh(z, y, 2+A)= Hz, y, 2)e-is, 


$ 55] SYSTÈMES PÉRIODIQUES 359 


qui expriment, comme on dit, le contenu du théorème de Flocke. 
Lorsque l'absorption est nulle, le paramètre q intervenant dans 
(55.1) est une quantité réelle. Cela signifie qu’en considérant le 


© 

champ du système dans une certaine section droite déplacée de A, 

on ne peut constater qu’une variation de phase d’une certaine quan- 
tité fixe est partout identique. 

Afin de tirer quelques conclusions générales sur les phénomènes 

ondulatoires dans les systèmes périodiques, introduisons la grandeur 


Ÿ = p/A et construisons les fonctions 


£ T, » 2 Sp. T, » 2 eiv:, N 5 
(x, y, 2) (x, y, 2) Lr= gi (55.2) 


A (zx, y, z)=H, (x, y, s)eiv:, 


qui sont périodiques et peuvent donc être développées en séries 
de Fourier du type (A.8.1). En particulier, on a 


271n 
: 00 . —i—— : 
E(x y, 2)= Ÿ Etre À, (55.3) 
où 
:+À 21n 
EG nes étmude À d- 
1+À , Î v+—— : 
ES | E, (x, y, ze à dz (59.4) 
À è 
et par suite, en vertu de (55.2), 
6 a ’ 
Enr y 3= À Enx, yje-ivremn/ix (55.5) 


(l'amplitude complexe H,, se représente d'une manière analogue). 

Conformément au résultat obtenu dans un système périodique, 
le phénomène ondulatoire libre peut être considéré comme la super- 
position d’un nombre infini d'ondes planes inhomogènes ayant 


des répartitions transversales de En (z, y), H, (x, y) et des cons- 
tantes de propagation 


V,=ytonn/À, n—0, +1, +2, ..., +oo. (55.6) 


Ces composantes des ondes sont souvent appelées « harmoniques spa- 
tiaux». 

Déterminons à l'aide des formules &,n = o&/T et v,, — dw/dT 
les vitesses de phase et les vitesses de groupe des harmoniques spa- 
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tiaux 
Uphqn) = @/(Y + 2nn/À) et  Ugr(n) = 2@/dY. (95.7) 


On voit que les valeurs de ner) dépendent du rang » de l’harmoni- 
que et peuvent avoir des signes opposés ; quant à la vitesse de groupe, 
elle est la même pour tous les harmoniques. Suivant que la vitesse 
Lt ; de phase et la vitesse de groupe sont 
2 J dirigées dans le même sens ou dans 
œ des sens opposés on parle de l’onde 
I D,7 directe (progressive) et de l'onde 
V (Tÿi) inverse (régressive). Ainsi, dans une 
structure périodique, le phénomène 
be Des 7 ondulatoire se présente comme la 
Z z+A superposition des ondes directes et 
inverses trouvées. 
Au point de vue formel, le dé- 
veloppement obtenu (55. 3) repré- 


sente, quelles que soient les valeurs fixes des coordonnées x et y, 
une série de Fourier ordinaire d’une certaine fonction z. Lorsque le 


champ n'existe pas réellement sur tout le segment (2, z + À), 
comme l'indique schématiquement la figure 55.2, on développ une 
fonction qui est nulle sur une (des) partie(s) de ce segment; c’est 
ainsi que sur la figure 55.2 la fonction à développer est nulle sur 
l et L, pour x = x, et y = y, (les tronçons qui se sont trouvés en 
dehors du blindage du système creux). La série de Fourier est définie 
dans tout le rectangle limité par la ligne en trait interrompu et 
converge en moyenne vers zéro dans la partie hachurée. 

Pour étendre cette analyse à des systèmes avec absorption il 
convient de faire intervenir les valeurs complexes de @ dans (55.1) 
et respectivement les valeurs complexes de y dans (55.2). 

55.2. Système périodique comme moyen de réalisation d’une sur- 
face d’impédance. — Considérons un plan parfaitement conducteur 
y = d sur lequel on a placé perpendiculairement une série de bandes 
également parfaitement conductrices, parallèles au plan xOy et 


distantes de À. Cette structure dite en peigne est dans un certain 
sens le système périodique le plus simple (fig. 55.3, a). 


Soit À € À et on peut aussi s'attendre que À < A,. où la lon- 
gueur d'onde À, correspond à l'harmonique spatial de rang zéro: 
ÂAo = 2x/T, (nr — 0 dans (55.6)). Dans ces conditions, les champs 
dans les encoches consécutives entre les bandes sont très voisins, 
non seulement en amplitude mais aussi en phase. 

Nous allons considérer un phénomène ondulatoire qui presente 
dans le demi-espace supérieur (y<< 0) le caractère d'une onde E se 
propageant le long de l’axe des z. Comme il a été établi au n° 46.3, 


Fig. 55.2 
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la condition d’existence de ce phénomène s'exprime par l'inégalité 
—i$#S > 0 pour y — 0: l’impédance de surface sur la frontière du 
demi-espace doit être inductive. La structure en peigne est un moyen 
permettant d'établir une telle impédance. 

Dans une théorie simplifiée on admet que le champ dans chacune 
des encoches de la structure en peigne est une onde TE M station- 
naire orientée le long de l’axe des y (fig. 55.3, a): 


Em = 20(—i24)sin k(y—d), Hm=20#cosk(y—d) (55.8) 


(0 < y< d); ces formules peuvent s’obtenir directement à partir 
de (28.6) par le changement de coordonnées: z2—> y — d, x — 2, 


N 
SSSS 
Le 
SSS 
SS 
SSSS 
SSSS 


Fig. 55.3 
y — x. Ainsi sur la surface de la structure y = 0 on a 
E.(0)=S[H, (0), y]; &° = iW te kd (55.9) 


avec pour résultat une impédance de surface inductive assurée si 
tg kd > 0. Alors (n° 46.3), la surface d’impédance y — 0 est capable 
de guider une onde E lente; le champ décroiît pour y << 0 suivant 
la loi efy (B > 0) et les relations FL? — k° + f° et ÈS — if/we,e 
sont vérifiées. En effectuant la substitution &$S — iW'tg kd (55.9), 
nous déduisons de ces relations 


B/k — tg Ad et T/k = sec kd (55.10) 


(Upn/v = cos kd). L'onde existe pour 0 << d< À/4, puis pour À/2 < 
<< d< 344, et ainsi de suite. Dans chacun de ces intervalles le 
caractère superficiel et le ralentissement de l'onde s’accentuent 
lorsque d/À augmente et l’onde subit ensuite une coupure. 
Quelques remarques. Premièrement, la manière de procéder que 
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nous venons de considérer peut être interprétée comme la détermi- 
nation du champ moyen du système périodique, qui se ramène à l’har- 
monique spatial de rang zéro. En théorie élémentaire des systèmes 
périodiques, le principe de moyenne est réalisé de différentes façons. 
C'est ainsi par exemple qu'en passant à une structure en peigne dont 
les bandes sont d'épaisseur finie (fig. 55.3, b), on admet que la for- 
mule (55.9) est valable pour les encoches et que 3$ — 0 sur les 
faces frontales des bandes; on peut donc parler de l’impédance de 


surface moyenne 3$ — ixWtg kd où x — LÀ. Cela signifie que 
la première égalité de (55.10) 


À prendra la forme fB/k — x tg kd. 
PA Deuxièmement, l’action de la 
d structure en peigne considérée 
2 Âge peut être assimilée à la formation 


d’une onde de surface en présence 
d’une couche diélectrique dispo- 
sée sur le blindage (n° 29.3). C’est 
a) pourquoi le système de bandes 
conductrices est aussi interprété 


LA ÿ comme une couche de « diélectri- 
d que artificiel ». 


pe Passons à l'analyse des systè- 
ei | 28 mes qui produisent des surfaces 


d’impédance cylindriques. La fi- 

Dr gure 99.4, a représente une tige 
b) en peigne (cannelée) qui peut être 

assimilée, d'après ce qui précède, 
à une ligne unifilaire recouverte 
d’une gaine diélectrique (n° 51.3). 
À l'extérieur de la tige, l’onde E azimutalement homogène se décrit 
(à l'approximation précédente) par les formules (51.24) dans lesquelles 
nous omettrons l'indice 2 se rapportant à 4. Si les encoches sont peu 
profondes (d € R), la surface du cylindre peut être caractérisée 


par l’impédance déjà connue, en posant E,- (RY/H (R) = ixW tg kd. 
En égalant cette valeur et l’'impédance qui découle de (51.24), 
nous “obtenons 


H5° (xA) 


— RS kd= LR dr - 


(59.11) 


C'est une équation transcendante par rapport à % qui rappelle des 
équations analogues examinées aux $$ 91 et 52. 

Le système représenté sur la figure 55.4, b est un guide d'ondes 
circulaire à enveloppe cannelée que l’on appelle guide d'ondes dia- 
phragmé. On montre aisément qu'avec les hypothèses précédentes 
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on a dans ce cas une équation transcendante 


: À Jo (RAR) 9 
xKkR tg kd —4xR ATTIÉ (55.12) 

55.3. Guide d’ondes en hélice. — Un fil conducteur enroulé en 
hélice constitue un système de guidage périodique que l’on appelle 
guide d'ondes en hélice (fig. 55.1, e). Si l'on part de l’idée que le long 
du fil se propage un phénomène voisin d'une onde TEM, il n'est 
pas difficile d'obtenir une expression approchée pour la vitesse de 
phase dans la direction axiale: 


Uph = L Sin y (55.13) 


(fig. 55.5, a). Ici, y est l'angle de renvidage (d'enroulement) déter- 
miné par la formule tg y — d’2xR. Il s'agit donc d’une onde 
lente du guide en hélice. 

Montrons comment on construit l'un des modèles mathématiques 
courants du système de guidage considéré. En négligeant l'épaisseur 


Ë 

. ‘à 

C te 

È 

à 

S Longueur. 
S de ‘la spire 
°% 


ST 


Fig. 55.9 


du fil conducteur, distinguons dans l’espace deux régions: une inté- 
rieure (r<< À) et une extérieure (r>R). Pour analyser l’onde azimu- 
talement homogène, nous utiliserons les expressions des composantes 
longitudinales du champ (51.1) qui prendront la forme 


£ —CJ.(: : 8 —CH® (4r), 
z 19 0 (#7) r<R: 19 (Xr) 


Le Jr>R (55.14) 
A 2 Fe CH (xr), 


 : . Codo Cxr), 
(4° + T° — k*). Les composantes transversales se déterminent en 


introduisant dans (45.11) les fonctions &.e”il: et “f.e"il:. En parti- 
culier, pour les composantes azimutales on trouve les expressions 
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suivantes : 


£a = —iC: tu Ji (xr), 
: ù r<R, 
À a = iC4 + J; (xr), 
: (55.15) 
Ea=— il, EH} (ur), 
’ A One r>R. 
Sa iQ, 2e H® (ur), 


La condition de continuité des composantes tangentielles du 
vecteur E (E, et E,) donne pou r=R 


Jo (XP) = Ji (CR) : 

Ci= Ci et Co Co. 55.16 

1 LH GR) Hi (AR) 

L'idée maîtresse du modèle consiste à remplacer l’hélice par une 

enveloppe cylindrique à conductibilité anisotrope: le courant ne 

peut être dirigé orthogonalement à la ligne hélicoïdale. Dans ces con- 
ditions, on énonce les conditions aux limites suivantes: 


8,(R)=0, H,(R—0)=S&,(R+0), (55.17) 


où s est le sens de la ligne hélicoïdale: 8, = &o Cos Y + 20 Sin 7 
(fig. 55.5, b). La première des conditions (55.17) exprime le fait 
que la composante ‘électrique tangente au fil conducteur est nulle 
dans les deux régions, la deuxième est la condition de continuité 
de la composante magnétique tangente au fil qui n'est pas liée 
au courant superficiel du modèle. | 

En imposant les conditions (55.17) aux composantes tangentielles 
du champ (55.14), (55.15), nous sommes conduits aux égalités 


Connu gs (LR) Cig Y = Cikdo (ZR), 


55.18 
CoLHS (LR) = iCiwceH  (xr) ctg (59.18) 


(pour obtenir ces formules nous avons tenu compte de la relation 
(55.16). Il en résulte 


4 N° 2 JS GR) Hi GR) 2 
Ce a en (55.19) 
C'est une équation transcendante par rapport au nombre d'onde trans- 
versal x du guide d'ondes en hélice pour la classe d'ondes azimu- 
talement homogènes. 

L'analyse de l’équation (55.19) permet d'établir le domaine de 
validité de la formule élémentaire (55.13). Soit | xR | > 1; comme 
l'onde est lente, y est une quantité imaginaire. En employant les 
représentations asymptotiques des fonctions cylindriques (A.6.5) 
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et (A.6.8), ramenons l'équation (55.19) à la forme 
x = —ik ctg y. (55.20) 


T=Vk-y sk V1—Letg y=Hk/siny 


Cette relation est équivalente à l'égalité (55.13). Il ne reste qu'à mettre 
en évidence les hypothèses sous lesquelles est obtenu ce résultat. 
En vertu de (55.20), l'inégalité | 4R | 51, utilisée au début, peut 
se mettre sous la forme kR >> tg y. Par ailleurs, le modèle de l’hélice 
que nous avons considéré a un sers pour un pas suffisamment petit 
de l’hélice: d& À où A = 2x/T. Mais comme d = 2nR tg y et 
T & k'sin y, la condition de petitesse du pas de l’hélice prend 
la forme £R < 1. Ainsi, en réunissant les deux conditions, on a 


1D AR D te. (55.21) 


Cette double inégalité exprime les conditions d'application de la 
relation (55.13). 

Comme il en résulte de ce qui précède, la présence des deux com- 
posantes longitudinales, électrique et magnétique (cf. $ 51), est 
une particularité des ondes azimutalement homogènes d’un guide 
d'ondes en hélice. 


D'où 


Exemples et exercices 


1. Ecrire les expressions de toutes les composantes du champ d’une onde 
lente se propageant dans un milieu diélectrique homogène adjacent à une struc- 
ture plane en peigne. Comparer ces expressions avec des expressions analogues 
qui caractérisent le champ en dehors de la couche diélectrique sur un blindage 
parfaitement conducteur (n° 29.3). 

2. Etablir leséquations (55.11)et (55.12), en posant au préalable les expres- 
sions de toutes les composantes du champ en dehors de la structure en peigne. 

3. Pour établir la formule (55.13) on part du concept d'une onde TEM 
dont le parcours réel (le long du fil conducteur) est nettement supérieur au 
déplacement du phénomène suivant l'axe du système, de sorte que le déphasage 
dans cette direction se trouve donc plus grand. Pourquoi un tel raisonnement 
est-il tout à fait inapplicable aux configurations des rayons de la figure 29.4? 
Comparer la formation d’une onde lente dans un guide en hélice et d’une onde 
rapide dans un guide creux. 


$ 96. Systèmes de guidage et résonateurs quasi optiques 


56.1. Ligne de transmission à lentilles. — La transmission de 
l'énergie en très hautes fréquences auxquelles correspondent les 
ondes millimétriques, submillimétriques et optiques est un problème 
dont la résolution se heurte à des difficultés bien particulières. Les 
dimensions typiques des objets radio-électriques sont dans ces condi- 
tions de beaucoup supérieures à la longueur d'onde, ce qui oblige, 
dans de nombreux cas, de donner la préférence à des principes emprun- 
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tés à l'optique ?). C’est ainsi qu'on utilise depuis peu en radio-électri- 
cité des systèmes de guidage quasi optiques, étant entendu que leurs 
dimensions transversales, bien qu'elles soient assez grandes, ne le 
sont pas dans la même mesure qu'en optique. 

Le système de guidage quasi optique peut être construit comme 
un système périodique de lentilles (fig. 56.1, a). A la condition néces- 
saire que À © À (R-rayon de la lentille) cette ligne de transmission 


F) 


Caustique 


Fig. 56.1 


à lentilles peut entretenir un flux d'énergie à l’intérieur d’un canal 
relativement étroit. Comme dans tout autre système périodique, le 
système considéré vérifie dans ce cas la condition (55.1) où on peut 
admettre en première approximation que œ est une quantité réelle : 
la « cellule » quasi optique provoque un déphasage sans amortis- 
sement. À l’approximation de l'optique géométrique, le phéno- 

1) En particulier, l'emploi des guides d'ondes creux n’est pas raisonnable 
ne serait-ce qu'à cause de la croissance de l’absorption ; le coefficient d'affaiblis- 
sement d’un guide circulaire pour R/À — constant croit d’après les formules 


(49.15) comme À */3, et, en réalité, encore plus vite par suite des rugosités de la 
surface du métal. 
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mène est caractérisé par la configuration des rayons de la fig. 
96.1, b; tous les rayons sont tangents à une certaine surface (en 
trait interrompu). Cette enveloppe du faisceau de rayons porte le 
nom de caustique. En réalité, l'intensité du champ ne subit pas sur 
la caustique de chute brutale jusqu'à zéro mais diminue progressi- 
vement suivant une loi de type exponentiel. 

Une ligne à lentilles se caractérise par la réalisation simultanée 


des inégalités R 5 et R < À, de sorte que le rapport des quantités 


R° et AA obtenues par la multiplication des membres correspondants 
des deux inégalités n'est pas déterminé d'avance. Cependant, si l’on 
prend une des lentilles pour une ouverture rayonnante, la quantité 


ViA ne sera selon (41.9) rien d'autre que le rayon de la première 
zone de Fresnel dans la région de la lentille voisine. Cela signifie 


que dans le cas où la condition À? 5 AA n'est pas satisfaite, la len- 
tille peut en général ne pas « intercepter » la totalité du flux d'éner- 
gie dirigé vers elle. La transmission de l'énergie sera alors accompa- 
gnée d'une atténuation substantielle (on utilise l'expression « pertes 
par rayonnement »); la grandeur œ figurant dans (55.1) est dans 
ce cas complexe. 

La théorie des lignes à lentilles permet de développer les raison- 
nements suivants. Soit un faisceau de rayons parallèles tombant 
sur une lentille distincte; après passage par la lentille les rayons 
convergent vers le foyer ($ 31, exemples 2, 3). Comme le montre 
la figure 56.1, c, on a la relation (A + f})? — f? + r° où A est la 
longueur du tronçon de rayon entre la surface plane Q” (en trait 
interrompu) et le front sphérique de l’onde convergente au foyer. En 
négligeant A devant 2Af, nous trouvons À — r°/2f. Puisque le dépha- 
sage correspondant est égal à AA, les champs sont liés par la relation 
i(v0-r =) 


2/ 


En (2, y, :+l)=E, (x, y, :)e (6.1) 

(fig. 56.1, c et d), où p, est une constante ayant le sens de différence 

de phase sur le parcours de Q à Q”. Ce résultat est valable pour tous 

Jes faisceaux paraxiaux (voisins des faisceaux parallèles) possibles ; 

si l’on néglige les composantes longitudinales, le champ peut être 
considéré dans ce cas comme une certaine onde TEA. 

Appliquons maintenant le principe de Huygens. En partant de 


la valeur de E, (x’, y’, z') donnée sur Q” (fig. 56.1, d), détermi- 


nons Em (x, y, z) sur Q. En vertu des considérations discutées 
au n° 41.2 nous pouvons écrire 
ik el in EX +Y y) 


En (x, y DE PH FINE | En(z',y',3)e Sn dx" dy’, 
ne 
(56.2) 
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où z — z" + L (cf. (41.1)). Comme E,, (x, y, 5: + L) = Ë., (x, y, 
z' + A), en raison de la condition (55.1) nous avons 


Enltx, y, z+l)=xEn(x, y, 2), x=eit. (56.3) 


En tenant compte de (56.1) à (56.3), composons la relation qui régit 
le champ dans le plan Q°: 


*E (x, Y, 2°) = 


.n XX + (y —u°): 
ik À [# L-——)+w0] , , ’ ik ——— ’ 
3aL ‘ PACS U , z')he 2L dr’ dy’. 
Q’ 
(56.4) 
Cette relation n’est rien d’autre qu'une équation intégrale par rap- 
» 
port à E,, on énonce alors un problème sur les valeurs propres 


LE = 2Em (56.4a) 


(cf. (A.8.11)), où Z est l'opérateur intégral !) figurant dans 
l'ensemble des solutions de ce problème, c'est-à-dire des fonctions 


propres Em, — u, auxquelles correspondent les valeurs propres x = 
= n, décrit les différents phénomènes ondulatoires libres dans une 
ligne à lentilles. On démontre qu’à l'onde fondamentale correspond 
le faisceau le plus étroit dans la représentation de l'optique géomé- 
trique et que les pertes par rayonnement sont dans ce cas minimals. 

On peut qualifier d’approximation de Kirchhoff (cf. n° 39.3) 
l’approximation consistant à considérer comme nul le champ dans 
le plan Q” en dehors de l'ouverture de la lentille. On peut alors parler 
de l'existence dans cette région d’une cloison opaque, et la « ligne 
à diaphragmes » (fig. 56.2, a), c'est-à-dire un système de plans opaques 
perforés d'ouvertures, sera un cas particulier (limite) du système de 
lentilles. Dans ces conditions, L — A et 1/f = 0. 

56.2. Systèmes à miroirs. Résonateurs ouverts. — La figure 56.3 
montre quelques systèmes périodiques à miroirs. Ces systèmes de 
guidage sont analysés en partant des mêmes positions que pour une 
ligne à lentilles. L'optique géométrique donne la configuration des 
rayons, alors que le principe de Huygens permet de tenir compte des 


1) 11 est évidemment défini par la formule 

; k CHE EU NE 

k —i v 
QG. n) 


Y=A (LS) + Go 
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pertes par rayonnement. On peut obtenir sur cette base des équations 
intégrales analogues à (56.4). 

En considérant un système de miroirs plans (fig. 56.2) complé- 
mentaire d’une ligne à diaphragmes, on constate que d'une part 
ce n'est plus une ligne de transmission effective; en première ap- 
proximation, deux mirois consécutifs représentent un système énergé- 
tiquement isolé. D'autre part, étant donné le principe de dualité 


' 
koi | | 


EC) | | 24 
ÈS 
eu 
|| + 
0). | b) 6) 
Fig. 56.2 


Fig. 56.3 


($ 42), il n’est pas besoin de résoudre à nouveau le problème des 
miroirs puisque nous avons la solution du problème des diaphragmes 
complémentaires. Compte tenu de ce qui précède, on peut écrire direc- 
tement l'équation intégrale pour le système périodique représenté 
sur la figure 56.2, bet donc par là même pour deux miroirs (fig. 56.2, c). 
En supposant que les éléments opaques soient parfaitement conduc- 


teurs, nous devons remplacer dans l'équation intégrale En par A, 


en prenant aussi L — À, Q" = Set 1/f = O0 (v. plus haut n° 56.1). 
2401469 
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La formule (56.4) donne 
*H} (x, ÿ; 2)= (An (z", ÿ', z')e SL dz” dy. 
27 A S 

(56.5) 
Cette équation intégrale peut être interprétée comme la condition 
de l'établissement des oscillations libres dans un système à deux 
miroirs représentant un résonateur ouvert. Ce résultat pourrait être 
aussi obtenu en considérant des reréflexions multiples dans le système 
à deux miroirs au cours desquelles le retour de l’onde vers le miroir 


il ie 


D BEN 

KEY 

EM,  TEM, 

TEMpo TEMp TEM TEM2 TEM2 
Miroirs carrés Miroirs ronds 


Fig. 56.4 


en phase correspond à la résonance. Les fonctions propres de l’équa- 


tion (56.5) H} — v, donnent les répartitions transversales du champ 
des différentes oscillations libres; à ces fonctions correspondent les 
valeurs propres # — #x,. La figure 56.4 montre la classification des 
structures des différentes oscillations libres pour des miroirs carrés et 
ronds d’après Fox et Li!) (la figure représente schématiquement 
la structure du champ électrique). 

I1 existe une similitude entre une ligne à lentilles et un résona- 
tour ouvert constitué de miroirs focalisateurs (non plans). En opti- 
que géométrique, ce résonateur possède des oscillations propres 
qui sont décrites par les mêmes configurations des rayons que dans 
le cas des ondes libres dans une certaine ligne à lentilles. Le faisceau 


1) Fox À. G., Li T.— Bell System Techn. J., 1961, v. 40, NX: 2, p. 453 ; 
v. aussi [E. 9]. 
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de rayons le plus simple est montré schématiquement sur la figure 
56.5 (cf. fig. 56.1, b). L'’équation intégrale qu'on obtient pour un 
résonateur ouvert est aussi analogue à celle de la ligne à lentilles. 

Pour saisir l’intérêt pratique que présentent les résonateurs ou- 
verts, il convient de prendre en considération l'effet de condensation 
du spectre des résonateurs creux avec l'augmentation des fréquences 
propres. Si l’on considère la formule (54.1) cet effet peut être aisé- 
ment mis en évidence avec l'exemple de résonateur rectangulaire; 


Caustique 


S TH 


VA 


Fig. 56.6 


plus grands sont les nombres m, x et p, plus petite est la distance 
suivant l'axe des fréquences entre les modes d'oscillations voisins 
(qui diffèrent par le fait que l’un de ces nombres varie d’une unité). 
Pourtant, comme le montre la formule (53.4) pour 4 = 0, les inter- 
He entre les fréquences propres restent constants dans des champs 
TE M. 

En optique géométrique, cette condensation du spectre est liée 
à l'existence possible de plusieurs modes de réflexions multiples 
dans le résonateur (fig. 56.6, a), alors que dans le cas le plus simple 
(fig. 56.6, b), qui correspond à un système de champs TÆEM entre 
des plans parallèles, on ne constate aucune condensation. Cette der- 
nière qualité exprime une propriété du système unidimensionnel qui 
le diffère des systèmes tridimensionnel et bidimensionnel. On ne 
devra cependant pas perdre de vue qu'entre des plans indéfinis paral- 
lèles peuvent exister, en plus desrayons normaux (fig. 56.6, b) auxquels 
correspondent les oscillations TÆ M étudiées au n° 29.1, d’autres 
rayons obliques (oscillations £ et H). Dans le cas des miroirs plans de 
dimensions finies, la situation est différente car en plus des rayons 


24% 
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normaux on peut y imaginer seulement des rayons obliques qui vont 
sous des angles relativement petits par rapport à la normale 
(fig. 56.6, c) : à ces rayons correspondent, comme il fallait s’y atten- 
dre, de faibles pertes par rayonnement. Des réflexions multiples 
sous des angles élevés (fig. 56.6, d) sont de toute évidence impossibles. 
Ceci incite à penser que le spectre d’un résonateur ouvert se trouve 
considérablement « raréfié », ce qui est confirmé par la théorie. 
C’est précisément pour cette raison que les résonateurs ouverts trou- 
vent leurs applications lorsque la fréquence du phénomène est très 
élevée, principalement dans la technique des lasers. 

Pourtant les miroirs plans ont un inconvénient sérieux : les défor- 
mations (les gauchissements, par exemple) du système provoquent 
une brusque croissance des pertes par rayonnement. Les résonateurs 
utilisant des miroirs concaves se caractérisent par une raréfaction 
plus faible du spectre mais en revanche leurs oscillations propres sont 
en général plus stables par rapport aux déformations. 

Pour une étude plus détaillée des systèmes quasi optiques nous 
recommandons au lecteur les ouvrages [C.4] et [G.4]. 


Exemples et exercices 


{. Supposons connue Îa valeur propre complexe x, du problème (56.4). 
Comment peut-on calculer l’affaiblissement du phénomène ondulatoire corres- 
pondant guidé par une ligne à lentilles (en Np/m)? 

2. On dit que la formule (56.1) exprime l’action d’une lentille comme «cor- 
recteur de phase ». Montrer qu'un miroir focalisateur est aussi un correcteur de 
ee et qu'une relation du type (56.1) peut être obtenue pour le faisceau ré- 


léchi. 
3. En se servant de la formule (54.1), établir comment diminuent les inter- 


valles entre les fréquences propres d'un résonateur rectangulaire lorsque la fré- 
quence augmente. Comparer avec le spectre d'oscillations TE M d'un résonateur 
plan pour une distance entre les plans égale à l’une des dimensions du résona- 
teur rectangulaire. 


$ 57. Résumé du chapitre 5 


97.1. Ondes planes homogènes et phénomènes ondulatoires inho- 
mogènes. — Au cours de ce chapitre nous en sommes venus à exa- 
miner les ondes inhomogènes à partir de nouveaux postulats. Primi- 
tivement, l'origine de telles ondes était liée à une superposition 
d’ondes homogènes (n° 28.2, 28.3); on a réussi à construire sur cette 
. base les modèles les plus simples du guide d'ondes et du résonateur 
($& 29). Analyser de la même façon les ondes guidées dans les lignes de 
transmission serait plus difficile bien qu'en principe possible. C'est 
ainsi par exemple que dans le cas du guide d'ondes circulaire (relati- 
vement simple) il faudrait faire intervenir un ensemble infini d'ondes 
planes homogènes dont les directions de propagation forment un 
cône à axe longitudinal. Les superpositions de telles ondes (ayant 
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des amplitudes indéfiniment décroissantes) donnent des représen- 
tations intégrales des ondes propres du guide circulaire. 

L'appareil mathématique utilisé dans le cinquième chapitre 
est basé sur la méthode de séparation des variables (Annexe 7) 
appliquée à un problème aux limites énoncé dans la section droite 
du système de guidage. Cette méthode est beaucoup plus rapide. 
Mais avant de procéder à la résolution de ces problèmes, il est déjà 
possible de donner une classification générale des ondes inhomogènes 
($ 45); ce faisant. on constate que l’onde homogène se range tout 
naturellement dans la classe d'ondes TE. 

57.2. Systèmes de guidage. — Dans ce chapitre une place cen- 
trale est réservée à l'étude des ondes propres (libres) se propageant 
dans des systèmes de guidage répandus. Les guides d'ondes rectan- 
gulaire et circulaire, qui sont les plus simples du point de vue de 
l'analyse, ont été étudiés en détail ; ils présentent un intérêt pratique 
considérable. Mais nous n'avons pas, par exemple, examiné avec la 
même attention la ligne bifilaire. Une description mathématique 
complète serait beaucoup plus compliquée (v. par exemple {[A.3]): 
par ailleurs les lois fondamentales qui régissent les ondes TE M 
sont parfaitement explicitées par la théorie générale ($ 50). 

L'analyse des ondes guidées dans des systèmes à milieux homogè- 
nes par morceaux reste simple (bien que fastidieuse) tant que les 
sous-régions se décrivent en coordonnées cylindriques ($ 51). Le 
guide d'ondes diélectrique analysé ainsi présente une grande impor- 
tance ; comme il a été dit, les guides diélectriques ont des applica- 
tions, en particulier, en optique cohérente. 

En général, il est rare que les problèmes relatifs aux systèmes de 
guidage à milieux hétérogènes aient des solutions exprimées sous 
forme finie. Ces problèmes doivent être algorithmisés pour être 
résolus à l’aide d'ordinateurs. Ces questions et de nombreux autres 
problèmes seront étudiés plus loin (au chap. 6, $ 61). 

Ces derniers temps, on a vu se répandre de plus en plus des systè- 
mes de guidage réalisés sous la forme de différentes lignes à bande 
qui servent de base pour la réalisation des « circuits intégrés » 
miniatures en hyperfréquences. Au $ 51, les lignes à bande n'ont été 
étudiées que sommairement ; une théorie rigoureuse de ces systèmes 
est très compliquée. 

À la différence des systèmes homogènes le long d'une certaine 
direction (axe des z), les systèmes périodiques représentent des suites 
de cellules qui se répètent dans l’espace ($$ 55, 56). Comme il a été 


dit (n° 55.1), dans le cas d’une petite période (A € À), l’action moyen- 
ne du système périodique est analogue à celle d’un corps diélectrique. 
La surface d’une tige en peigne, de même que la frontière extérieure 
d'un guide diélectrique (cf. n° 55.1 et 51.2), peuvent être caracté- 


risées par rapport à l’espace extérieur au moyen de l’impédance 
qui présente dans les deux cas un seul et même caractère. 
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Dans plusieurs branches de l’électrodynamique on considère non 
seulement des «réglettes» de cellules identiques (systèmes unipé- 
riodiques) mais aussi des « réseaux » plans et spatiaux (systèmes bipé- 
riodiques et tripériodiques). La théorie des réseaux, par exemple, 
joue un rôle considérable dans l'analyse des antennes. Signalons que 
le réseau spatial d'éléments conducteurs peut simuler un milieu dié- 
lectrique. Les diélectriques artificiels seront examinés au $ 72. 

Au $ 56 nous avons fait une étude relativement sommaire des 
systèmes quasi optiques. Les lignes de transmission à lentilles et 
à miroirs ainsi que les résonateurs ouverts ont une grande importance. 
Mais leur théorie poussée jusqu’à la construction de modèles 
mathématiques concrets aurait exigé beaucoup de place. 

La notion de système de guidage ne selimite pas aux classes d’ob- 
jets traitées dans ce chapitre. C’est ainsi qu'un cornet (pavillon) 
indéfini, une ligne bifilaire dans laquelle la distance entre les fils 
conducteurs est monotone croissante et certains autres systèmes sont 
aussi des systèmes de guidage. On les appelle systèmes inhomogènes. 
L’ espace libre pris dans son ensemble peut être considéré comme un 
guide d'ondes sphérique. c'est-à-dire comme un système de guidage 
inhomogène dans lequel se propagent des ondes £ et H sphéri- 
ques. 

Les systèmes de guidage homogènes indéfinis sont généralement 
dits réguliers (plus exactement, longitudinalement réguliers, cf. 
n° 51.4). Des systèmes réels sont évidemment de longueur finie et 
contiennent souvent des éléments divers qui troublent leur homogé- 
néité. Par exemple si un corps métallique ou diélectrique se trouve 
à l’intérieur d’un guide creux, le phénomène ondulatoire est la dif- 
fraction des ondes du guide régulier par ce corps. 

Au chapitre 5 nous avons étudié uniquement les ondes libres des 
systèmes de guidage, c'est-à-dire les phénomènes electromagnétiques 
dont les amplitudes et les phases sont indéterminées. Par la suite 
nous examinerons des oscillations forcées excitées par des sources 
données. 

L'analyse des champs forcés et la théorie des systèmes irréguliers 
développée en liaison avec l’algorithmisation des problèmes d'’élec- 
trodynamique sont données au chapitre 6. 

57.3. Résonateurs. — De tous les résonateurs à volume ce sont 
les cavités résonnantes qui ont été étudiées avec le plus de détails. 
Nous avons analysé leurs oscillations libres (propres), les oscillations 
forcées faisant l’objet du chapitre 6. On dit que les résonateurs sont 
irréguliers si le problème de leurs oscillations libres ne peut être 
résolu sur la base de la méthode de séparation des variables. On a 
alors recours à des méthodes spéciales d’algorithmisation et le pro- 
blème est résolu numériquement sur calculateur électronique. 

Un corps diélectrique non blindé (dépourvu d'enveloppe métal- 
lique) peut servir lui aussi de résonateur. Pour € > 1, les dimensions 
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d'un résonateur diélectrique sont très petites ; dans certains cas, de 
tels résonateurs sont placés à l’intérieur des guides d'ondes creux. 
On dit que les résonateurs diélectriques sont, de même que les 
résonateurs quasi optiques ($ 56), des systèmes ouverts. En toute 
rigueur, des résonateurs complètement blindés n'existent pas car 
les cavités présentent des orifices servant à les coupler à d’autres 
objets et notamment à des dispositifs servant à leur excitation. 


CHAPITRE 6 


RAYONNEMENT ET DIFFRACTION 
DANS LES GUIDES D’'ONDES ET RÉSONATEURS. 
MODÈLES MATHÉMATIQUES 
DES SYSTÈMES IRRÉGULIERS 


I. EXCITATION DE GUIDES D’ONDES 
ET DE RÉSONATEURS 


$ 58. Oscillations forcées des résonateurs 


58.1. Considérations générales. — Aux $$ 53, 54 nous avons 
étudié les oscillations libres des résonateurs. Du point de vue mathé- 
matique, il s'agissait des systèmes des fonctions propres de certains 
problèmes d'’électrodynamique sous la forme des amplitudes com- 
plexes des vecteurs £ et H des champs libres auxquelles correspondent 
les valeurs propres qui sont des fréquences de ces champs ‘). Physique- 
ment, ces oscillations libres ont le sens de phénomènes électromagné- 
tiques possibles en l’absence de sources de champ. 

Or, en réalité, on considère, dans la majorité écrasante des cas, 
des oscillations forcées, c'est-à-dire excitées par une source ou par 
une autre, qu'on peut interpréter comme un radiateur introduit 
dans le résonateur. 

La figure 58.1 illustre quelques modes d'’excitation de divers 
résonateurs cylindriques. Dans le premier cas (a) le résonateur cy- 
lindrique est branché sur un câble coaxial et on peut considérer, en 
première approximation, que le résonateur est excité par un radia- 
teur électrique élémentaire dont le rôle est joué par le prolongement 
du conducteur intérieur du câble. Si la fréquence du courant dans 
cette « tige » est voisine de la fréquence propre des oscillations du 
mode },11 du résonateur cylindrique, on peut s'attendre à ce que les 
oscillations forcées auront une structure similaire que nous désigne- 


rons conventionnellement par H,1,; dans ces conditions, le champ 
électrique sera excité dans la région de la tige et sa composante sera 
parallèle à la tige. Le conducteur intérieur du câble coaxial raccordé 
à la paroi du résonateur (b) constitue un élément d’excitation « en 
boucle » analogue à un radiateur magnétique élémentaire. La figure 
montre à titre d'exemple l’excitation des oscillations TEM, dans 
un résonateur coaxial (comme plus haut, la fréquence d’excitation 
est supposée voisine de la fréquence propre correspondante). Il est 
évident que dans la région de la boucle il y a production d'un champ 


1) Au sens exact du terme employé, les valeurs propres des problèmes (53.7) 
sont les carrés des nombres d'onde k°, qui sont liés de façon univoque aux pulsa- 


tions : &° — © V Eu/c!?. 
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magnétique dont la composante est normale au plan de la boucle. 
Un résonateur peut aussi être excité à travers un orifice (c) par le 
champ régnant dans la région voisine ; il s'agit ici de l'excitation des 
oscillations £:,, dans un résonateur cylindrique par une onde X,, 
d’un guide d'ondes rectangulaire (les deux champs ont dans la région 
de l’orifice des composantes communes). C’est en partant des posi- 
tions analogues qu'il convient de considérer les variantes d’excitation 


# 111 


d) 


Fig. 58.1 


des résonateurs prismatique et bifilaire montrées sur les figures 
58.1, d, e. La figure représente aussi le schéma de l'excitation d'un 
résonateur toroïdal par un faisceau d’électrons (f) ainsi que l’exci- 
tation d’un résonateur sphérique (n° 57.3) par son introduction à 
l’intérieur d’un guide d’ondes creux (g). Les exemples de ce genre sont 
nombreux. 

Dans ce qui suit nous allons considérer d'une manière approfon- 
die l'excitation des résonateurs à cavité. 

58.2. Propriétés des oscillations libres d’un résonateur à cavité. 
— Proposons-nous d’établir tout d'abord certaines propriétés des 
oscillations libres des résonateurs à cavité que nous aurons à utiliser 
par la suite. 

Numérotons les oscillations propres du résonateur dans l’ordre 
de non-décroissance des carrés des nombres d'onde (A< ki <<... 
... Ski EL...) et écrivons les équations de Maxwell pour des 
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oscillations du mode 7 et, sous forme complexe conjuguée, pour des 
oscillations du mode : 


rotE,==—iouonH,, rot Eÿ = ioxuou*H}, 
: (58.1) 
rot H, = iw,eneE,, Nrot H$ = —ivorepe*Ex. 


Dans ces équations et plus loin on a omis les points et les indices m 
dans les notations des amplitudes complexes. L'enveloppe du réso- 
nateur est supposée parfaitement conductrice. 

Composons à partir des équations (58.1) deux groupes indiqués 
par les flèches et effectuons sur chacun d'eux les mêmes opérations 
que sur les équations (21.6) lors de l’établissement de l'égalité (21.7), 
puis intégrons suivant le volume V du résonateur. Nous obtiendrons 
en définitive les deux relations suivantes: 


OU | H,H$ du — wfe)e* | E,E*% du = 0, 
V Ÿ 


(58.2) 
ORUoU* [ H,HŸ du — w,€t,)e [ E,E$ du =0 
Ÿ v 
(pour établir ces relations nous avons tenu compte du fait que la 
composante tangentielle du vecteur E est nulle sur la frontière S 
du volume V). Il est facile d'éliminer entre ces relations l’une de deux 
intégrales qui se répètent. On a 


(42 — kf) | H,Hÿ du =0 et (43—45) | F,Eïdv=0 (58.3) 
\ ÿ 


CE 4 : vi 2  €H #2 €°u° 

( les nombres kï., étant réels, il est évident que wi ; Tr = Okn ) ? 

En examinant les différentes oscillations propres non dégénérées, 
c'est-à-dire telles que À? = k (lorsque À -£ n), nous constatons que 
les intégrales figurant dans (58.3) sont nulles. On dit que les fonc- 
tions propres « électriques » et « magnétiques » du problème de ré- 
sonateur sont orthogonales. Ce résultat pourrait être obtenu autre- 
ment, comme on le voit au n° A.8.3 !) à partir des énoncés (53.7). 
On peut montrer que s’il y a des fonctions propres non orthogonales 
(correspondant aux oscillations dégénérées), il est facile de les ortho- 
gonaliser. Ainsi, nous supposerons que les systèmes {E£E,} et {H,} 
sont orthogonaux qu'il y ait dégénérescence ou non. 

_Posons dans (58.2) À — n et tenons compte du fait que les quan- 


tités 4, — w, V eu/c sont réelles, il vient 


ele! | E,E* dv =ulul ( H,H* dv. (58.4) 
Ÿ v 
._ D La notion de système de fonctions orthogonales est expliquée au n° A.8.2 
où sont discutées aussi les représentations connexes nécessaires. 
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On doit prendre en compte de cette relation entre les systèmes {E,} 
et {H,} lors de la normalisation des fonctions propres, normalisation 
que nous effectuerons en posant les intégrales figurant dans (58.4) 
égales à l'unité, quels que soient les 7. 

Finalement, écrivons 


&lel | E,E: dv = poli | H,H? dv = ôpn, (58.5) 


\4 Li 


où Ôyn est le symbole de Kronecker (égal à l'unité pour k — n et 
nul pour 4  n). Nous avons obtenu la relation d’orthonormalisation 
des fonctions propres d’un résonateur à cavité. 
Formellement, les systèmes {E,} et {H,} peu- 
vent être utilisés pour le développement des 
fonctions vectorielles en séries de Fourier du ty- 
pe (A.8.7); pourtant la classe de telles fonctions 
est relativement étroite (v. [1.3], n° 5.4) et, 
dans le cas général, les systèmes solénoidaux 
{E,} et {H,} (div E, = 0, div H, = 0) sont in- 
complets et doivent être complétés de systèmes 
irrotationnels. Ces derniers sont constitués de Fig. 58.2 
gradients des scalaires ; en introduisant de telles 
fonctions dans les systèmes {E,} et {H,}, nous admettrons ainsi 
que pour certaines valeurs des indices n (n = n'), rot E, = 0 et 
rot H, = 0. Pour les systèmes complets qui comprennent aussi bien 
les fonctions propres solénoïdales que les fonctions propres irrotation- 
nelles, nous garderons la relation d’orthonormalisation (58.5). 
Notons que le système complet {E,} est engendré par le problè- 
me (A.5.29) et le système complet {H,} par le problème (A.5.30). 
58.3. Enoncé et résolution du problème d’oscillations forcées. 
— L'énoncé du problème d'’oscillations forcées d’un résonateur à 
cavité est explicité par la figure 58.2. Les sources de champ sont sup- 
posées de trois types : les courants électriques et magnétiques exté- 
rieurs à l’intérieur du volume V (de densités respectives 7°*t et 7") 
et le champ électrique extérieur (E°*t) donné sur l'orifice pratique 
dans l'enveloppe S et désigné par S-. L’énoncé du problème se fonde 
sur le système d'équations de Maxwell (37.1): 


(58.6) 


rot H. — jwestE + Fe, 
j AGE dans V, 
rot E, = — ioouH y; — Îm: 


E..=0 sur S—Ss, En=E sur Ss. 
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Soient E, et H, des fonctions quelconques appartenant aux 
systèmes complets {E,} et {H,}. Il est évident que 


j (rot A, — iveeEn js) Eÿ du = 0, 


k=1,2,..., (58.7) 
À Got En + iououEm + jm) H3 dv = 0, 


puisqu’en vertu de (58.6) les fonctions entre parenthèses sont iden- 
tiquement nulles. Les égalités écrites ont manifestement le sens des 
relations de projections du type (A.8.15). En utilisant les formules 
(A.1.31) et le théorème d’Ostrogradsky-Gauss (c’est-à-dire l’inté- 
gration par parties), nous ramenons la formule (58.7) à la forme 


| À. rot E* dv— ( (iveeË, + jt) E* dv =0, 
V V 


[ Ë, rot H} dv + | (ouuH, +j2) H%du+ 
ÿ V (58.8) 
+ IE, Hilds=0 (k=1, 2, ...) 
Se 
(nous avons tenu compte du fait que E;: — 0 sur toute la surface S); 


remarquons que dans le cas où E, et H, sont irrotationnelles (4 = 4’), 
les premiers termes des deux lignes de (58.8) s’annulent. 


Le champ inconnu des oscillations forcées E,, et H,, sera repré- 
senté sous la forme 


Eï= Na,E, et Hï= Y Ÿ D nHns (58.9) 

n= 1 n=1 
et on suppose que pour Ÿ —> œ ces sommes partielles des dévelop- 
pements orthogonaux suivant les systèmes complets {E,} et {H,} 


convergent en moyenne respectivement vers E, et H,. 
Pour déterminer les coefficients des sommes (58. 9), effectuons 


dans (58.8) les substitutions Em —+ ES, Hm — HS. N. N'oublions pas 
que lorsque E, et H, sont solénoïdales, on a selon (58.1) rot E$ — 
= ioiuou*H}S et rot HE — —iviee*E*; si les fonctions sont ir- 
-rotationnelles (4 — k’), nous obtiendrons un résultat correct en y 
posant w, — 0. Ainsi les substitutions indiquées donnent 


\N. | 
S (oïuon*b | I ,H% du — oEestan | E,E; dv) + 
n=i V V 

LS | j>'E*dv=0, (58.10) 


V 
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N 
S' (ofere*an | E,E$ du — owub, | H,HÈ dv) + 
n=1 L4 L' 
+ i | ini du +i | \I (Et. Hi] ds=0 (k—1, 2, ...). 
1 Se 


En faisant usage de la relation d’orthonormalisation (58.5) nous en 
tirons 


&— Gn — GË A br = iQ, 
— " — (58.11) 
DRE da — © ET Or = — iQ, 


où nous avons noté 


= {in Ed, Qr= |jinHtdv+ | [EM*, Hilds. (58.12) 


ÿ ÿ $s 
On en tire 
l 
= : SL (Qi + EuiQr }: .. 
bu = (5 otOi + 0r ): 


où il est entendu que dans le cas de détermination des coefficients 
des fonctions irrotationnelles (4 — k’) on a w4 = 0. 

Soulignons pour conclure que le résultat obtenu est indépendant 
du"nombre V de termes figurant dans (58.9), ce qui signifie que le 
numéro À dans (58.13) peut être quelconque et que les coefficients 
des séries infinies sont déterminés. 

58.4. Analyse des oscillations forcées. — Lorsque l'absorption 
est nulle, les pulsations propres w, sont réelles et la pulsation de la 
source w peut donc être aussi voisine que l’on veut de l’une des pul- 
sations propres w,. Comme le montre la relation (58.13), lorsque 
© — ok», les coefficients a, et b, croissent indéfiniment : a; —+ oo, 
bx — co. Ce n'est rien d'autre qu'une résonance parfaite des oscilla- 
tions du mode k. Comme tous les autres termes des représentations 
(58.9) restent bornés, on peut dire qu'à la résonance les oscillations 
forcées ont la structure des oscillations propres ; ceci confirme la sup- 
position énoncée plus haut (v. n° 58.1) lors de la discussion de la 
figure 58.1. 

Dans un milieu absorbant, les pulsations propres w, sont com- 
plexes et les coefficients a, et b; restent bornés quelle que soit la pul- 
sation d’excitation w. Suivant (58.13) ils sont proportionnels à la 
quantité 
A; (©) — 


1 
Ton loop io nov (68.14) 
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où on a utilisé la représentation de la pulsation propre (53.13), 
(53.14): où = où + iwor = œ@ù (1 + i/2Q0:). La fonction À; (w) 
présente un maximum pour la pulsation © = wo, et 

Ar (op) = Qrlor, ou =0RV 1—1/4Qf. (58.15) 
Il est évident que lorsque la pulsation d’excitation w est égale à 


O2, On est en présence d’une résonance réelle du type k; la pulsation 
de résonance wwest d'autant plus voisine de la partie réelle de la 


Ax(w) 


/ 


4-3 -2-17 01 2 F3 4 


pulsation propre complexe que le facteur de surtension Q, est plus 
élevé et, à la résonance, les coefficients a, et b, sont proportionnels à 
Q. 
La fonction 4, (w) est représentée graphiquement sur la figu- 
re 98.3 ; c'est une courbe de résonance typique. En posant (w/w:)* — 
— 1 & 2 (0 — wx)/w: et en rejetant le petit terme 1/4Q$ dans 
(58.14), on montre que 

Op OR) + tA et Q: A o(x/2400, (58.16) 


où 2Aw, est la « bande passante » pour les oscillations du mode 
aux extrémités de laquelle l’amplitude du champ excité diminue, 
par définition, de V2 fois (fig. 58.3). On suppose dans ce cas que 
les autres termes des représentations (58.9) puissent être négligés 
au moins dans les limites de la bande passante. En réalité, à partir 
d'un certain numéro des oscillations propres, cette supposition ne 
sera plus vérifiée à cause de la condensation du spectre. 

L'allure de la fonction 4, (w) (fig. 58.3) peut être considérée 
comme caractéristique fréquentielle de l'excitation du résonateur au 
voisinage de w,, pour des À pas très élevés. Pour une large bande 
‘passante, une telle caractéristique ne peut être obtenue qu'en dé- 
terminant le module de EX ou de H (58.9) pour un { suffisamment 
grand. Une allure possible d’une telle caractéristique est montrée 
sur la figure 58.4. 

Revenons aux formules (58.13). Considérons le cas des sources 
d’excitation uniquement électriques (Q% — 0). Il n’est pas difficile 
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de se convaincre que le développement du champ magnétique ne 
comporte pas de termes irrotationnels car pour w; = 0 les coeffi- 
cients bz4 (k — k’) deviennent nuls. De même, lorsque les sources 
sont uniquement magnétiques (Q® = 0), le développement du champ 
électrique sera purement solénoïdal. 

Des formules (58.13) il résulte aussi que pour une excitation des 
oscillations d’un mode ou d’un autre, il ne suffit pas de choisir la 
fréquence de la source au voisinage de la résonance. Il est aussi néces- 
saire d'assurer une structure (orientation) déterminée des sources 


En(c) 


0 ee me Se 


Fig. 58.4 


pour laquelles les « intégrales d’excitation » Q® et (ou) Qx sont dif- 
férentes de zéro. Il se peut que la « source soit orthogonale » à des 
modes déterminés d'oscillations. 

Enfin, il est admissible de procéder à la généralisation suivante 
des résultats obtenus. Bien qu'ils soient tous obtenus dans l'hypothèse 
où l’enveloppe du résonateur est parfaitement conductrice, alors que 
l’absorption ne se produit que dans le diélectrique intérieur, on peut 
tenir compte des pertes dans le conducteur réel de l’enveloppe (dans 
le métal) par le calcul correspondant des pulsations propres com- 
plexes (n° 53.3). De la même manière on tient compte des pertes par 
rayonnement. 

58.5. Cavité prismatique. — Analysons à titre d'exemple d'ap- 
plication de la théorie qui vient d’être considérée, l'excitation d'une 
cavité prismatique. Commençons par la construction des systèmes 
{E,} et {H,}. Leurs sous-systèmes solénoïdaux s'obtiennent directe- 
ment à partir des formules (54.3), (54.5) ; les sous-systèmes irrotation- 
nels se déterminent séparément. Les résultats se mettent aisément 
sous la forme suivante: 

fonctions électriques: 


E, = xzoAÀ, cos 4x sin 4yÿy Sin 4:22 + 


+ YoA, Sin 4.7 COS 4yÿ Sin 4:22 + Zodz Sin 4.7 Sin Xyÿ COS YX:2; 
(58.17) 
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fonctions magnétiques: 
H, = zoB, Sin LT COS {,Y COS 422 + YoB, COS LT Sin X,y COSY-2 + 


+ £0B, cos Y.T Cos x,y Sin #:7. (58.18) 
Ici et plus loin 


er Ge, D (0,12. (58.19) 


C=X + k=— (Yeux +. 


L'indice r» figurant dans (58.17) et (58.18) doit être considéré comme 


le numéro de la collection de nombres (m, nr, p) à l’intérieur de 
chaque sous-système de fonctions'lorsqu’on les ordonne d’une manière 
ou d'une autre. 

Les sous-systèmes solénoïdaux des systèmes {E,} et {H,} se com- 
posent de fonctions E et de fonctions H. Pour les fonctions £, les 
coefficients intervenant dans (58.17), (58.18) sont de la forme 


VE ide, 4, 22V? 
+ V'e,lelabL 1 ? VO OVeljelabL Yh ? 
2V 2 1 > 
EE —— — 58.20 
À: V'eolel abL k ? ) 
2V2 zx —2V2 % 
FO Vholrabl 4 7 7 Vholhlez 4°  * ” 


si mz£0,n-ZÆ0 et p 0; le troisième nombre peut être nul mais 
tous les coefficients indiqués plus haut sont alors encore multipliés 
par 1/V 2, ce qui est impliqué par la condition d’orthonormalisa- 
tion (58.5). 

Pour les fonctions F, les coefficients des formules (58.17), (58.18) 
revêtent la forme suivante 


A 2 V2  %y A __—2V3 _%Xx A.=0 
ST Se 9 à y— —_— 7, 9 2 9 
Ve lelabL 1 V'elelabL 
B,= V2 xt CV? (58.24) 
VholntabL X * *  VhlulabL %* ? 
—2V2 + 


PE 
V'iolnlabz k°? 


sim 5 0,n = 0, p 0. Les nombres m et n peuvent être séparément 
nuls; les coefficients sont alors multipliés par 1/V/2. 

Dans les sous-systèmes irrotationnels des systèmes {E,} et {H,} 
les coefficients entrant dans les expressions (58.17), (58.18) ont la 
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LU 


forme 
de 21v2 à. 4 Ve y 
VelelabL k V'elelabL k ? 
PRE Pa 
Poe _ (58.22) 
B.— —i2 V2 Le Op — —i2 V2 Lu 
Vuolnlal k#? ©  VhlnlabL k ? 
_ _Zi2V2 x 
F  VhlntaæLz k? 


si mÆ0, nÆ0, p 0. Dans les coefficients 4A,,, les valeurs 
nulles de ces nombres sont exclues. Dans les coefficients B,,: 
ne peuvent être nuls qu’un seul ou deux de 
ces nombres et on multiplie alors le second 
membre par (1/V/2)%, où &« = 1, 2. 
L'énoncé du problème d’excitation d’une 
cavité prismatique est illustré sur la figu- 
re 58.5. L'excitation est assurée par un ra- 
diateur électrique élémentaire sous forme de 
tronçon de courant dont la densité est don- 


née par la fonction jext = y,fsxt Ô (z — 
— L/2) Ô (x — a/2) pour 0< y< À (pour 
la fonction delta v. Annexe 2). Pour déter- 
miner la composante du champ des oscilla- Fig. 58.5 

tions forcées ayant la structure de H,,;, 

extrayons de (58.9) le terme correspondant a;9£19 (au lieu du nu- 
méro rx on écrit le symbole du mode de champ (101)), où en vertu 
de (58.17), (58.20) on a 


— 2 I: IT led . 
E yo = ———— sin — sin —. 58.23 
101 — Yo Va Ter abL L : ( ) 
Puis, par (58.13) nous avons 
. e ext 
ee CARD Don m0 (62 
= on | En de ET sue (68.24 


V 


A la résonance (© = @aon), en posant @1o1 = @io1 (4 + Ë/2Q:o1), 
nous déduisons de (58.23) et (58.24) 


t 
— 41m h Qi sin = sin =. (58.25) 


En Æ dio1 (©1042) E101 = Yo "&olelabL &in L 


25—01469 
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Exemples et exercices 


1. Concrétiser la formule (58.25) dans deux cas: a) un résonateur non rempli 
(e = 1, u = 1), le matériau est le cuivre(indication: calculer le facteur 
de surtension Q:01 à l’aide de la formule (54.7); b) un résonateur parfaitement 
conducteur dont le milieu intérieur est la stéatite. 

2. Comment la formule (58.25) sera-t-elle modifiée si le dipôle de Hertz est 


’ 


placé en un point de coordonnées zx = z’,2=—= 2’? 
3. Etablir une formule du type (58.25) pour la résonance des oscillations 


du mode H301- 

4. Pour quelles positions et orientations du dipôle de Hertz (fig. 58.5) les 
oscillations H,01 H301r Æ110r E111 € seront-elles pas excitées? 

5. Quelles sont les positions des radiateurs électrique et magnétique élé- 
mentaires où les oscillations indiquées au n° 58.4 seront excitées de la façon la 


plus intense? 
6. Par quels procédés (sauf indiqués) peut-on exciter les mêmes oscillations 
dans les résonateurs de divers types désignés par a, b, cet d sur la figure 58.1? 
7. Les champs obtenus par les formules (58.17) et (58.18) avec les coeffi- 
cients définis par (58.22) les gradients de quelles fonctions scalaires expriment- 


i 
8. Construire les systèmes {E,} et {H,} pour une cavité cylindrique. 


$S 59. Ondes forcées des guides d’ondes 


59.1. Considérations générales. Propriétés des ondes propres. 
— Les phénomènes ondulatoires examinés aux $$ 45 à 51 dans les 
systèmes de guidage réguliers ne sont rien d'autre que les phénomèé- 
nes électromagnétiques possibles en l’absence de sources de champ. 
En pratique, on a toujours affaire à des phénomènes ondulatoires 
forcés et la présence de dispositif d'excitation transgresse la régula- 
rité du système. Ces dispositifs que l’on appelle éléments de couplage 
présentent le même caractère que celui utilisé pour l'excitation des 
résonateurs (fig. 59.1, a à g), c’est-à-dire qu'ils sont analogues aux 
radiateurs élémentaires dont le rôle est joué par les tiges, boucles et 
orifices. Il arrive pourtant que les dispositifs d’excitation ne puis- 
sent plus être interprétés comme des radiateurs élémentaires. Tels 
sont par exemple les cas du joint coaxial-guide d'ondes rectangulaire 
(fig. 59.1,k) et du cornet d'’excitation (fig. 59.1,i) d'une ligne de 
Goubau examinée au n° 51.3. 

Soient des sources placées dans un guide d'ondes creux entre les 
sections droites S, et S.. Quel que soit le champ à l'intérieur de 
cette région limitée, le champ à l'extérieur de cette région, c'est-à- 
dire dans les guides d'ondes semi-infinis (fig. 59.2, a), représente une 
superposition de différentes ondes libres (propres) qui s’en vont à 
l'infini. On peut dire que sous cette forme est énoncée la condition 
de rayonnement pour le problème d'’excitation d’un guide d'ondes 
(cf. n° A.5.3, 27.1 et 34.2). Si (en l'absence d'absorption) le guide 
d'ondes ne peut propager que le mode fondamental, seul ce mode fon- 
damental se conservera à grande distance de la source. Les autres 
champs, c’est-à-dire ceux qui correspondent aux modes supérieurs, 
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s’amortissent exponentiellement (n° 46.1), ce qui est montré sché- 
matiquement sur la figure 59.2,a. Pour résoudre le problème d’exci- 
tation d’un guide d'ondes, il faut déterminer les amplitudes et les 
phases des ondes divergentes se propageant à partir de la source. 


hy 
Fig. 59.1 


Champs de modes supérieurs 0 Z l 


Fig. 59.2 


Etablissons quelques propriétés générales des ondes propres d’un 
guide d'ondes creux que nous aurons à utiliser par la suite. Les ampli- 


tudes complexes de ces ondes seront désignées par Ei, H*: 
E; = ner ilne, E;, am éneiln:, 
H}, = Sie}, na= #neiln? 

(cf. (45.6)) ; le point et l'indice m sont dans ce cas omis. Les composan- 


tes transversales des vecteurs f+ et #+ sont liées par l'intermédiaire 
des impédances d’onde. On peut poser 


Ent = en Hi = + hr; hh=Walzel. (59.2) 


(59.1) 


25% 
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Les fonctions vectorielles e, et k, obéissent aux équations de Helm- 
holtz qu'on obtient en projetant les équations (45.8) sur la section 
droite du guide d'ondes, plus exactement, ce sont les fonctions pro- 
pres des analogues sous forme bidimensionnelle des problèmes. aux 
limites (A.5.29), (A.5.30). C'est pourquoi les systèmes {e,} et {ln} 
sont tout à fait analogues aux systèmes {E,} et {H,} que nous avons 
considérés au n° 58.2. On peut noter que le sous-système solénoïdal 
du système {en} est formé de composantes transversales du vecteur E 
de la classe d'ondes A et le sous-système irrotationnel de composan- 
tes transversales de la classe d'ondes £. Dans le cas du système {h,} 
on a une correspondance inverse. 

L'orthonormalisation des systèmes {e,} et {k,} peut être effec- 
tuée de différentes façons maïs on doit obligatoirement tenir com- 
pte de la relation (59.2) qui les lie. Soit 


À enei 28 = On 1Wnl = Wal? | Bal ds; 
Si Si 


Wn 
| Lens Re ds = Ban père (59.3) 
Si 
59.2. Enoncé et résolution du problème d’excitation d’un guide 
d’ondes creux. — L’énoncé du problème est explicité par la figure 
59.2,b. Le champ dans le guide obéit aux équations de Maxwell 


rotEm = —10 H: — in, 
Ho J (59.4) 
rot Am — joe Em + jet 
et, d’après la condition de rayonnement, nous avons 
En= 2 GE, Hn= > GHz (20), 
(59.5) 


= De Et, Hn= D Hi (2>D), 
n={ ni 


où E+*, H+ sont les amplitudes complexes des ondes propres du guide 
d’ondes (59.1) et c* certains coefficients inconnus. 
Nous allons considérer les équations (59.4) conjointement avec 


les équations de Maxwell écrites sous forme conjuguée 
rot (Ef)* = iou,u (HË)*, 

( : ) Ho ( ue (59.5) 

rot (H})" = —iwe,e (Ex )*, 


auxquelles satisfont les amplitudes complexes des ondes propres 
(le symbole de conjugaison complexe de e et u est omis car dans le 
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cas considéré la permittivité et la perméabilité sont réelles). Multi- 
plions la première des équations (59.4) par (H#+)* et la deuxième des 


équations (59.6) par E,, ; soustrayons membre à membre la deuxième 
équation de la première et intégrons sur le volume V compris entre 
les sections S, et S, (fig. 59.2, b). Effectuons les mêmes opérations 
sur le deuxième groupe d’équations. En opérant comme lors de l’éta- 
blissement du lemme de Lorentz (n° 38.1) nous obtenons 


À {LËms (HE) (ER) ral} ds = — | jm (HE )* + jert (EX )*] du, 
S Ÿ 
où S est la surface frontière totale du volume Ÿ, ou encore 
{Em (HE) LEË)*, Hal} ds = 
S1+S2 
= — (LÉ, (HÉ)*I de — (fie (HE) + jet (EX)*] du, (59.7) 
Ss | 4 


car sur la surface latérale du guide d’ondes les composantes tangen- 
tielles des vecteurs E,, et E* sont nulles sauf dans la région de l'ori- 


fice où la première d'entre elles est différente de zéro: Ê. _ Est, 
Désignons le premier membre de l'égalité (59.7) par Z+. En yiin- 
troduisant les représentations (59.5), nous obtenons 


IE=—Y a | {LEx, (HË)*]+ [(EË)*, H3]} zo ds + 
Ts { 1 


+2 | «Ex: (HÉ)*]+[(E*)*, Hil}zods (59.8) 


n= 1 S2 


(la normale extérieure est dirigée sur S, dans le sens des z et en sens 

opposé sur S,). En tenant compte des expressions (59.1) et de la 

relation d'orthonormalisation (59.3), nous nous assurons que cha- 

ARE sommes (59.8) ne contient qu'un seul terme non nul et que 
e plus 


: W LL W War! il, FTE)l 
IË=c ( h k ] ï ( k R } Tr FTh) 


(59.9) 


Puisque pour les ondes qui se propagent (lorsque pour un certain k 
la pulsation est supérieure à la pulsation critique: © > &er) l'a 
et W, sont réels et positifs, alors que pour les champs dont la pul- 
sation est inférieure à la pulsation critique (© << @er) Lx = —il|lr} 
et W: = Fi | W, | (les signes supérieur et inférieur correspondant 
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aux champs £E et Æ respectivement), il résulte de (59.9) que 
IF=92cÀ pour ©>@wr, 

” + i2cÿ (mode E), 

nr Le (mode A) 


Nous pouvons donc tirer de (59.7) les expressions suivantes pour 
les coefficients des séries (59.5) : 


= — 7 {| Un Ce + (ER I do + 


| pour &<TOcr. (59.10) 


+ [Et (HËMI ds) (>), (59.11) 
SE 
= — (| Le (HE )* + jest (EX )*] du + 


+ | LÉ, (HE) ds} (o< ur) 


v 


es 


(Wa/ | Wa l'est égal à —i pour les champs E et à à pour les champs H). 

59.3. Guide d’ondes rectrangulaire. — Etudions, à titre d'exem- 
ple d'application de la théorie considérée, l’excitation d’un guide 
d’ondes rectangulaire par un élément de courant comme l'indique 
la figure 59.3, a, en posant jt — y,I£xt 6 (z — z,) Ô(z — x;) pour 
0< y< h. Déterminons les coefficients c* (59.11) correspondant à 
l'onde fondamentale H,,, en utilisant la notation ct = cë. En vertu 
de (59.11), la formule suivante est valable aussi bien pour © > @cr 
que pour © er 

W 


= — 5 | jetEE dv, (59.12) 


Efo = espe*il10 = y ALAN sin _— etil1oz, (99.13) 


et Lio = (2x/AV 1 — (W/2a)? et W,, = WIV1 — (W/2a)° (n° 48.2, 

48.3, ainsi que la formule (59.1)). Portons dans (59.12) les expres- 

‘sions de jext et de E+t, on a 

— Woo 
V2 1Wiol ab 

En prenant un terme convenable dans chacune des sommes (59.5), 


on écrit facilement les expressions des amplitudes complexes de 
l'onde H19 qui se propage dans les deux sens. On obtient en parti- 


Jexth sin FL exil, (59.14) 


E — 
C5 — a 
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culier 


rext 
Wiofm h sin sd sin TE RFiliot-21), (59.15) 


En = CE = — Yo ab a a 


Cette formule décrit le champ pour z > 2, (le signe supérieur) et 
pour z<< z, (le signe inférieur). Nous voyons que l’amplitude de 
l'onde excitée est proportionnelle à la grandeur p, — y.1°*t h/o 
qui est l’amplitude du moment du dipôle de Hertz (n° 35.1) dans 
le guide d’ondes. En fonction du déplacement horizontal zx,, l’am- 
plitude E,, varie sinusoïdalement. Quant à la variation en fonction 


de la fréquence, elle présente un caractère de résonance: lorsque 
À — 2a, le champ croît indéfiniment (l’absorption était supposée 
nulle!). 

Supposons que pour une fréquence d’excitation donnée, seul le 
champ A,, ait dans le guide d'ondes le caractère d’une onde qui se 
propage. Alors le flux d'énergie total produit par le radiateur est 
transporté par cette seule onde. On le calcule en intégrant sur les 
sections S, et S, (fig. 59.3, b) la quantité FE Re (cf. (47.2)) obte- 

“ nu) 
nue à partir de l'expression (59.15). On en tire la formule suivante 
pour la puissance de rayonnement moyenne: 


+ ext 
PE = Re Wio BE sin? LL, (59.16) 


2ab 


Cette quantité devient nulle pour À —+ 2a, iorsque l’impédance d’onde 
Wi0o devient imaginaire : le radiateur électrique ne transmet aucune 
énergie dans le guide d’ondes. 


Exemples et exercices 


1. En utilisant les résultats des $$ 48, 49, écrire les expressions des fonc- 
tions vectorielles e,, k, (59.2) pour les guides d’ondes rectangulaire et circu- 
laire, en leur imposant (au moins pour certains modes du champ) la condition 
de normalisation (59.3). 

2. Obtenir pour le mode d’excitation considéré du guide d’ondes les for- 
mules (59.15) et (59.16) qui décrivent les ondes /,9, H39, Eu- Quels sont les 
modes d'ondes qui ne sont pas excités? 

3. En partant de la formule (59.16), établir une expression de la résistance 
de rayonnement du dipôle de Hertz dans un guide d'ondes rectangulaire. Quel 
est le domaine de validité du résultat obtenu? 
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4. Dans les dispositifs radio-électriques, les éléments d'excitation sont 
énéralement placés près des cloisons métalliques terminales (parfois déplaça- 
les). Si on introduit dans le guide d'ondes rectangulaire traité plus haut une 

telle cloison (supposée parfaitement conductrice) comme l’indique la figure 59.3, c 
l'onde H,, qui progresse vers elle se réfléchira avec inversion de phase et se su- 
perposera avec l'onde directe, après avoir parcouru par rapport à cette dernière 
un trajet supplémentaire de 2z,. Montrer que pour z > z, l'amplitude complexe 
du vecteur de l’onde H,, est de la forme 


2W 1Xth . 2H . NZ . NZ _:r,. = 
7" sin Lsin 1 sin——e-ilio (59.17) 
ab A0 u u 


(A io = 27/l10)- 


Quelle est dans ce cas la puissance de rayonnement ? 

5. Considérer le problème d’excitation de l’onde £,, dans un guide d'ondes 
circulaire par le dipôle de Hertz placé sur son axe. Obtenir pour ce cas les for- 
mules (59.15) et (59.16) et établir une expression de la résistance de rayonnement 
du dipôle de Hertz. 


IT. DIFFRACTION DANS LES GUIDES D’ONDES. 
MÉTHODES D’ALGORITHMISATION 
DES SYSTÈMES IRRÉGULIERS 


$ 60. Diffraction dans les guides d’ondes 


60.1. Description de la diffraction dans un système à guides d’on- 
des. Matrice de diffusion. — La figure 60.1, a représente schémati- 
quement un guide d'ondes creux contenant un certain corps À. 


# 
S, S> Ce E 4 


+ eut EE #87 kiæ)” 7 
E,,H, V En, Hi = ° 
1) ze (y 
£; H— = a AC: 
0, Z. Z> na) ri) - 20, & 
57 | Ene) Mrs) 
Htlo= /,2,....,P 
a) b) 
Fig. 60.1 


Ce dernier est placé entre deux sections droites S, et S, choisies arbi- 
trairement et contenant chacune l’origine de son propre système de 
coordonnées; les axes longitudinaux correspondants des z, et z 
sont dirigés vers l’intérieur du volume V découpé. Ces sections sont 
dites sections d'entrée de la région V qui fournit un exemple de système 
irrégulier à guides d'ondes. 
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Si l’une quelconque des ondes propres Ei, H? du guide d'ondes 
régulier, par exemple l’onde fondamentale, en provenance du guide 
d'ondes semi-infini à gauche de S, (ou' à droite de S.) vient frapper 
le corps À, alors quel que soit le champ qu'elle excite dans V, le 
champ à l’extérieur de ce domaine se décrit comme l’ensemble des 
différentes ondes propres E», H, qui vont à l'infini. Comme nous le 
savons (n° 59.4), c’est la condition de rayonnement du système électro- 
dynamique donné. Le phénomène que nous considérons n'est rien 
d’autre que la diffraction de l'onde E*, Hi par le corps À et l’en- 
semble de toutes les ondes divergentes représente le champ de diffrac- 
lion extérieur. 

Dans des cas plus compliqués on examine des systèmes électrody- 
namiques auxquels sont branchés des guides d'ondes (lignes de trans- 
mission) de divers types. Soit P le nombre de tels guides d'ondes 
(fig. 60.1,b) ; on choisit alors P sections d’entrée S, (« = 1, 2, ... 
..., P) avec leurs propres systèmes de coordonnées. 

Examinons la diffraction dans un système à guides d'ondes en 
nous plaçant dans les hypothèses les plus générales. Soient données 
des ondes incidentes de tous les modes de sorte que dans chacun des 
guides d'ondes raccordés au système est déterminé un champ « pri- 


maire » 
| Eû . E? (a) 
(us )= » cä es | ‘is (60.1) 
n= 1 


n (œ) 


(a = 1, 2, ..., P), où les fonctions Eñ(çay, Hnçay Se déterminent 
par (59.1) en effectuant les changements: n —+ n («), z— z,. Dans 
ces conditions, le champ de diffraction (champ « secondaire ») dans 
tous les guides d'ondes est de la forme 


. " > Ca (a) sg (60.2). 


n (æ) 


a = 1, 2, ..., P) où les fonctions vectorielles sont définies comme 
précédemment par (59.1). 

Tout système électrodynamique concret engendre pour une col- 
lection donnée d’ondes incidentes un ensemble bien déterminé 
d'ondes divergentes réfléchies. Si le système est linéaire, il peut être 
caractérisé au moyen d’un certain opérateur linéaire qui reflète ce 
fait, c’est-à-dire qui transforme le champ primaire en champ secon- 
daire et donc la collection de tous les coefficients c*(,) en une col- 
lection de tous les «34. Un tel opérateur s'exprime par une matrice. 
Cette dernière s'appelle matrice de diffusion et se note S, alors que 
la relation entre les coefficients indiqués s'exprime sous la forme 
compacte 


C_— 0"; (60.3} 


394 RAYONNEMENT ET DIFFRACTION DANS LES GUIDES D'ONDES [{CH. VI 


et sous la forme détaillée 


{ ci suis; : IST] [ci] 
C5 S’1| S22} . S2P 1 


_ es + (60.3a) 
x x * . 
a | 
[cr Ca CIEE : | SP? cb 
où 
Ci (@) sf, S …. 
cE = C2 (a) , se Gh SÉ ner (60.3b) 
(a, B = 1, 2,..., P). 


La formule algébrique infinie (60.3) devient finie si toutes les 
sections d'entrée S, sont reportées dans la zone lointaine, c'est-à-dire 
dans une région où on peut négliger l'existence de tous les champs 
décroissant exponentiellement dans les guides d'ondes branchés. 
Si, en particulier, dans chacun d’eux un seul des champs propres 
présente le caractère d’une onde qui se propage, les vecteurs ct de- 


viennent des vecteurs à une seule composante et il ne reste qu'un 
seul élément dans chacune des matrices cellulaires S8. L’ordre de la 
matrice de diffusion S est dans ce cas égal à P. 

Il est évident que la matrice de diffusion détermine tous les phéno- 
mènes de diffraction concevables dans les systèmes à guides d’ondes 
(ou, dit-on, tous ses régimes) par rapport aux guides d’ondes branchés. 
En ce sens, la relation (60.3) donne une description mathématique 
complète du système à guides d’ondes que nous avons considéré. 
Plus loin ($$ 61, 62), nous discuterons la détermination des matrices 
de diffusion par résolution des problèmes électrodynamiques, c'est-à- 
dire la construction des modèles mathématiques des objets électro- 
dynamiques. 

60.2. Modes de description des systèmes à guides d’ondes. — De 
prime abord remarquons que les éléments de la matrice de diffusion 
ont le sens des coefficients de réflexion et des coefficients de transmis- 
sion (cf. n° 27.3) en présence d’une multitude de différents modes 
d'ondes. Tous les éléments diagonaux de la matrice S sont des coef- 
ficients de réflexion. Par exemple l'élément S% montre quel est le 
rapport entre les amplitudes complexes du vecteur E des ondes inci- 
dente et réfléchie du mode » dans un guide d’ondes branché de numé- 
ro à pour Z,; = 0. De même, l'élément S%$ caractérise le passage 
d’une onde du mode x du guide d'ondes B dans le guide d'ondes « 
par l’intermédiaire de son onde du mode #. 
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Nous allons considérer les champs transversaux totaux dans les 
sections d'entrée d’un système à guides d'ondes. Il est évident que 
Er = (E6 + Es): et Hor = (HG + Ho), pour z, = 0 où on doit 
utiliser les représentations (60.1) et (60.2). En tenant compte aussi 
des formules (59.1) et (59.2), nous obtenons 


Le «] © 
Er = > (cr (œ) + Cr (a)) En (œ) —= 2 An (a)En (œ)s 
Es a (60.4) 


© OO 
He: — à (ch (&) — Cn (æ)) ha (a) — > b, (an (æ)» 
= = 


où nous avons noté: Che) + ‘n(a) = An(a) Et Crça) — Cn(a) = Vn(a)- 
Nous voyons que les champs transversaux (tangentiels) dans les sec- 
tions d'entrée S, (&œ — 1, 2, ..., P) sont développés au moyen 
des relations (60.4) en séries orthogonales suivant les systèmes {e, )} 
et {Rnça)} (n° 59.1). Vu la complétude de ces systèmes, les champs 
E,: et H,: peuvent être considérés comme absolument quelconques. 
Les collections de coefficients nouveaux &@;çe) €t Daca) détermi- 
nent les vecteurs a et b qui sont, comme on le voit, liés par des rela- 
tions simples aux vecteurs c* et c” figurant dans (60.3), à savoir 


a=ct+cet b=ct—c7. (60.5) 


De (60.3) il résulte que les vecteurs a et b sont aussi liés entre 
eux par une relation linéaire homogène. Ecrivons 


b=Ya et a = Zb, (60.6) 
où les matrices nouvelles Y et Z s'expriment aisément par S. En ef- 
fet, de (60.5) et (60.6) par exemple il s'ensuit que c* — ce = Y (c* + 
+ c7) et plus loin, par (60.3), (1 — S)c*t = Y (1 + S)c* où 7 
est la matrice unité. Par suite, 

TI—S=Y(I+S), (60.7) 
de sorte que 


Y=I—S)T+S)tet S = (1 + Y)! (71 — Y). (60.8) 
On s’assure de la même manière que 
I+S=Z(I—S), (60.9) 


Z=U+S(H—S)tet S=(Z+1)1(Z—1I). 
(60.10) 


Les relations (60.6) sont utilisées de même que (60.3) pour dé- 
crire des systèmes à guides d'ondes. Y s'appelle alors matrice d'ad- 
mittance et Z matrice d'impédance du système. Bien entendu, elles 
ont la même structure que celle de la matrice de diffusion. Les éga- 
lités (60.6) pourraient s'écrire sous une forme détaillée comme dans 


d'où 
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le cas de la matrice S. Les matrices Y et Z se répartissent en des cel- 
lules analogues Y et Z@B composées respectivement d'éléments 
Yo et Ze. 

Les matrices YŸ et Z expriment des opérateurs qui transforment, 
dans toutes les sections d’entrée du système à guides d'ondes, le 
champ électrique tangentiel en un champ magnétique, et vice versa. 

Remarquons que les relations 


Y =Zet Z = y" (60.11) 


ne sont pas toujours vraies, car dans certains cas les matrices Z et Y 
ne sont pas inversibles. 

Soulignons pour conclure qu’étant donné les relations (60.8) 
et (60.10), les descriptions d’un système à guides d’ondes à l’aide 
des matrices S, Y ou Z doivent être considérées comme équivalentes. 

Il existe d’autres opérateurs algébriques qui décrivent les systè- 
mes à guides d'ondes. 

60.3. Espace libre en tant que guide d’ondes. — Si l’on choisit 
dans un milieu homogène infini une certaine origine des coordonnées, 


\ 
At / A 
bé FN NA 
a) TN 
b) 
Fig. 60.2 


on peut construire un système de solutions des équations de Maxwell 
sous forme d’ondes sphériques convergentes et divergentes qui pré- 
sentent toute une série de traits communs avec les ondes propres 
des guides d’ondes creux. Dans ce cas, l’espace tout entier se pré- 
sente comme un « guide d'ondes sphérique » dont la section transver- 
sale est constituée par une quelconque sphère coordonnée (fig. 60.2, a). 
Suivant la présence de la composante électrique ou magnétique 
radiale (longitudinale), tout le système d'ondes, du guide sphérique 
se répartit en ondes E (E, 0, H, — 0) et ondes X (4H, 0, E, — 
— 0). Les amplitudes complexes des ondes propres divergentes et 
convergentes,ont pour expressions 
0riEË 
EE LE 7 
. É ntn+1) © ér (ondes £) (60.12) 


H} — in lo Var?Ep] 
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et 
+ _ _; _ObHol + 
Ha , prs Fos 


n — rm+D Ÿ or 
(cf. (45.12) et (45.13)) ; en outre, les composantes longitudinales ont, 
à une constante de normalisation près, les expressions identiques 
E Pr TT Cÿ 
H Pr D D 
(cf. (A.7. 39) ; aux ondes divergentes (symbole —) correspond la 
fonction H%+1,.et aux ondes convergentes (symbole +) la fonction 
Ha. dans (60.12), (60.13), l'indice _L signifie que la dérivation 
par rapport à r est omise. 
Si, en rejetant dans les formules (60.12), (60.13) E* et H*, on 


pr? 


obtient les expressions des composantes transversales "E*, et H*, 


alors pour toute sphère r — constante (de la section transversale du 
guide d'ondes sphérique) on peut écrire 

Eh ep Hh=+hE, WËRË=[—ruep]l (60.15) 
{cf. (59.2)), où les impédances d’onde sont de la forme 


—i VF kr HO 1,2 (kr) 
o8çe V kr HU) À 172 (Er) 


HË= HE + 


| x US H:2 3 (kr) PT (cos 8) ma (60.14) 


= (W:)* = (ondes E) (60.16) 


et 
eus V kr H co 1/2 (kr) 


2e (VF HO) 172 (kr) 


Les systèmes {e,} et {k;} ee (R5}) sont complets et orthogonaux ; 
il est commode de les soumettre à l’orthonormalisation du type (59. 3). 

À partir de ces renseignements sur le guide d’ondes sphérique il 
n’est pas difficile de construire une conception de la diffraction dans 
l’espace libre, basée sur la théorie des guides d’ondes. Soit une certai- 
ne onde E, H° (elle peut en particulier être plane) tombant sur un 
corps À (fig. 60.2, b). Imaginons le corps À à l’intérieur d’une sphère 
S que nous prendrons pour la section transversale du guide d'ondes 
sphérique. Le champ de diffraction à l'extérieur de S peut être in- 
terprété en vertu de la condition de rayonnement comme un système 
d'ondes divergentes du guide d'ondes sphérique, on écrit alors l’ex- 
pression analogue à (60.2) 


(E)=2 (y). (60.18) 


pi 


= (W;)* = (ondes A) (60.17) 
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Si l’onde incidente E°, H° pouvait être représentée sous la forme 
de systèmes des seules ondes sphériques convergentes, c’est-à-dire 
à l’aide d’une expression du type (60.1), les raisonnements ultérieurs 
ne seraient pas différents des raisonnements déjà connus (v. plus 
haut, n° 60.1), et pour rechercher les coefficients c; figurant dans 
(60.18), il faudrait appliquer une relation analogue à (60.3) où S 
est la matrice de diffusion pour le corps À dans le guide d'ondes sphé- 
rique. Supposons connue cette matrice qui transforme tout vecteur 
c* en c-. 

Or, en réalité, l’onde incidente E°, H° se présente comme une 
superposition des ondes sphériques tant convergentes que divergen- 
tes, c'est-à-dire 


(m)= (mi) +2 < (as) (049 


pri 


et la matrice de diffusion S relie c* au vecteur total des ondes diver- 
gentes c- + c° où le dernier terme est la collection de coefficients c£ 
de (60.19). Par suite, le vecteur c- qui traduit le champ de diffrac- 
tion (60.18) est donné par la formule 


= Sct — c?, (60.20} 


La relation (60.20) décrit en fait la multitude de solutions au 
problème de diffraction des différentes ondes E°, H° par le corps À. 
En ce sens, la matrice de diffusion S définie pour un guide d’ondes 
sphérique joue lors de l'étude des phénomènes de diffraction dans 
l’espace libre le même rôle que la matrice analogue dans le cas d’un 
vrai système à guides d'ondes (n° 60.1). 

60.4. Remarques complémentaires. — La notion de diffraction 
dans les guides d’ondes est précieuse pour décrire des systèmes élec- 
trodynamiques réels avec toutes leurs liaisons. Elle permet d’exa- 
miner de la même façon tant des systèmes à guides d’ondes que des 
objets distincts dans l’espace libre (dans ce dernier cas on peut in- 
troduire aussi les matrices Ÿ et Z). 

Remarquons que tous les systèmes considérés étaient passifs, 
c’est-à-dire ne contenaient pas de sources de champ. Pourtant on 
passe sans difficulté à l’examen des systèmes actifs (fig. 60.3,a et b} 
qui rayonnent bien qu’ils ne soient pas soumis à l’action de sources 
extérieures. 

La formalisation d’un système actif peut être effectuée de la 
façon suivante par exemple. Soit donnée la densité decourant exté- 
rieur dan: le cas général (c’est-à-dire dans toute la classe de régimes 
d’excitat'on du système de l’intérieur) 


Oo 


jt D cEJ,, (60.24) 


n= 1 
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où est sous-entendue l’utilisation d'un certain système de fonctions 
{J,} (dans une large mesure arbitraire) défini sur le porteur de cou- 
rant. 

Alors pour un système dans l’espace libre (fig. 60.3, b) nous aurons 
au lieu de (60.20) la relation suivante: 


ce = Sct — © + Qc, (60.22) 


où c* est le vecteur des coefficients du développement (60.21) et Q 
la matrice de rayonnement. 

Les relations matricielles (60.3), (60.6), (60.22) et leurs sembla- 
bles donnent des schémas de description universels des systèmes électro- 
dynamiques blindés et ouverts. La propre structure de ces systèmes 


Fig. 60.3 


d'équations contient déjà une certaine information sur le caractère 
des phénomènes de diffraction et de rayonnement. La concrétisation 
des renseignements généraux relatifs aux objets électrodynamiques 
aboutit à une réduction des classes auxquelles appartiennent les 
matrices S, Y, Z et Q. Par exemple, il n’est pas difficile de montrer 
que pour des systèmes passifs, les matrices Ÿ et Z considérées dans 
la zone lointaine sont purement imaginaires et, si les prémisses du 
lemme de Lorentz ?) sont réalisées, ces matrices sont aussi symétriques. 
Dans ces conditions, la matrice S est aussi symétrique et de plus 
unitaire (n° À.9.2). 

Cependant les renseignements généraux sur les propriétés des 
matrices $S, Ÿ’, Z et Q sont insuffisants pour les évaluations quanti- 
tatives nécessaires à la conception de systèmes électrodynamiques 
concrets (de systèmes à guides d'ondes complexes, de systèmes d'’an- 
tennes, etc.). À cet effet, il faut avoir recours à des méthodes de me- 
sure ou de calcul des éléments de ces matrices, qui sont basées sur la 
résolution des problèmes aux limites d'’électrodynamique corres- 
pondants. La construction de modèles mathématiques des objets 


+) Pour elablir le lemme de Lorentz (n° 38.1), en plus de la linéarité du milieu 
(supposée aussi au $ 60) on a imposé une restriction à € et u : elles devaient être 
des tenseurs symétriques (la permittivité et la perméabilité scalaires ne présentent 
qu’un cas particulier). 
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techniques réels n’est alors possible, à de rares exceptions près, qu'à 
l’aide de calculateurs électroniques. 

Remarquons pour conclure que tant dans le cas des systèmes à 
guides d'ondes que dans celui des objets se trouvant dans l’espace 
libre et analysés comme des guides d'ondes, l'examen d’un domaine 
borné V (fig. 60.1, a et b; 60.2, b ; 60.3, a et b) conduit à l'énoncé d’un 
problème aux limites physiquement déterminé ($ 22). C’est ainsi, par 
exemple, que dans l’espace libre, il suffit d'étudier un seul volume 
sphérique enclos par une sphère S (fig. 60.2, b). Dans ces conditions, 
l’espace infini « rejeté » en dehors de S est pris en compte à l’aide de 
la condition de rayonnement non asymptotique 


(E—E),=W (H — H9,),sursS. (60.23) 
Dans cette condition aux limites E, H est le champ total inconnu 
dans V; E°, H° est le champ primaire donné (onde incidente); W 
est un opérateur de la forme 


W(...)= 9 En Tr Î les, ds, (60.24) 
n=1 S 


où e, sont les champs électriques normés des ondes sphériques (60.15) 
et I; les impédances correspondantes (60.16), (60.17). Il est évident 
que W est un opérateur d'impédance ; aussi l’utilisation de la condi- 
tion de rayonnement non asymptotique (60.23) est-elle, en fait, une 
interprétation du point de vue de l’impédance d’une frontière sphé- 
rique ouverte. 

Exemples et exercices 


1. Envisageons le système à guide d'ondes le plus simple représenté par un 
tronçon de guide vide de longueur ! (fig. 60.1, a, sans le corps À). Si on ne tient 
compte que du mode fondamental, la matrice de diffusion de ce système sera 


de la forme 
0 PL y 
s— ] (60.25) 


En se servant de la première formule (60.8), montrer que la matrice d'admitance 
correspondante est 


ctg l1 cul — cosec ll 
4 du : cosec Fy (1)Ë ctg Tf (14 : (60.26) 


Ecrire la matrice d’impédance. 

Les matrices S, Y et Z quelle forme prendront-elles si on considère tous les 
modes du champ? 

2. L'appareil des matrices S, Y et Z peut être utilisé pour l’analyse d’une 
seule section d'entrée d’un système à guides d'ondes (fig. 60.4). Si la section 
S1 se trouve dans la zone lointaine, il n'existe dans le guide d'ondes semi-infini à 
gauche qu'un nombre fini d'ondes progressives et régressives. Supposons que 
seule se propage l'onde du mode fondamental. Alors il ne reste qu’un seul terme 
dans chacune des sommes (60.1) et (60.2), de plus P = 1. Par suite, la matrice 
de diffusion ne se compose que d’un soul élément S1} et la formule (60.3) prend 
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la forme _ 
- 1 = 


Il est évident que S!t = p est le coefficient de ré- 
flexion de l'onde fondamentale sur le système ir- 
régulier, compté sur la section S,;. —— 
Quelle forme les relations (60.8) et (60.10) SA 7 
prennent-elles dans ce cas? 10, * 
Montrer que la répartition longitudinale du —— 
champ à gauche de S, est la même fonction z, que 
celle dans le cas de l’incidence normale d’une on- 
de plane homogène sur la surface de séparation 
entre deux milieux (n° 28.1); pour expliquer le 
Sn appliquer le diagramme correspondant > 
u $ 286. 7: 
3. Supposons que toutes les sections d'entrée Fig. 60.4 
Sa (= 1,2, d'un système à guides 
d'ondes (fig. 60.1, b) soient reportées dans la zone lointaine et que dans cha- 
cun des guides d'ondes branchés au système ne puisse se propager que l'onde 
fondamentale. Alors par (60.4) on a 


Eat = (1 (ue) +1 çœ)) 21 ta et Hat = (Cf (a) — Cite) 1t@)+ (60.28) 


Si le système est passif et non absorbant, le flux d'énergie moyen à travers tou- 
tes les sections d'entrée est nul, c’est-à-dire ($ 21) 


P 
> Re | (Eat, Hat] ds =0, (60.29) 
Oum | & 


En introduisant (60.28) dans (60.29) et en tenant compte de la relation d'ortho- 
normalisation (59.3), nous avons 


P 
D (lei ml lei (1°) =0; (60.30) 
a=1 
c'est-à-dire (c+, ct) = (c-, c-) (n° A.9.1). En y remplaçant, conformément à 
(60.3), c- par Sc+, nous obtenons (c*, c*) = (Sc, Sc+) ou bien 


(c*, Ic*) = (e*, SSc+) (60.31) 


Ainsi SS = J, et la matrice de diffusion est donc unitaire (n° A.9.2). . 
4. En résolvant le problème d’excitation d’un guide d'ondes rectangulaire 
(n0 59.3), on peut considérer toutes les répartitions du courant extérieur sur le 
tronçon 0OLy<h,z= x, 2 = z. jext est représenté dans ce cas sous Îa for- 
me (60.21) où il est commode de prendre les harmoniques de courant J, — 


= ÿo Sin + 8 (z — zx’) ô (z— 7). En plaçant les sections d'entrée dans la 


zone lointaine, déterminer la matrice de rayonnement (en supposant la propa- 

gation de la seule onde H,;). 

: 5. Ecrire les expressions (60.12), (60.13) en projection sur les axes de coor- 
onnées. 

6. En utilisant les formules (A.6.7) et (A.6.8), montrer que lorsque r —+ 
toutes les impédances d'onde W£ (60.16), (60.17) prennent des valeurs propres à 
l'onde TEM: WE —+ + W. | 

7. D'après le caractère de son emploi (rejet de la région extérieure), la 
condition d'impédance (60.23) peut être comparée à condition aux limites de 


26—01469 
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Leontovitch (n° 30.2), à cette différence essentielle près que la condition (60.23) 
est exacte. 

En procédant à une vérification directe, s’assurer qu’à la condition (60.23) 
ne satisfont que des champs représentables (en dehors de S) sous forme de super- 
position d’ondes sphériques divergentes. 

Ecrire une relation du type (60.23), c’est-à-dire la condition de rayonne- 
ment non asymptotique, pour un système à guides d’ondes (fig. 60.1, b). 


$S 61. Construction des modèles mathématiques 
des systèmes irréguliers 


61.1. Principes d’algorithmisation. — A de très rares excep- 
tions, les problèmes aux limites d'électrodynamique !) ne possèdent 
pas de solutions qu’on puisse obtenir sous une forme analytique finie 
ou sous une forme de séries à coefficients exactement calculables. 
Si de telles solutions dites « régulières » existent, on les trouve géné- 
ralement par la méthode de séparation des variables (Annexe 7). 
L'application de cette méthode devient possible si la surface du do- 
maine considéré est une surface coordonnée (ou un ensemble de telles 
surfaces) dans l’un des rares systèmes de coordonnées dont les prin- 
cipaux sont les systèmes rectangulaire, cylindrique, sphérique et 
elliptique. Mais cette condition n'est pas toujours suffisante. Par 
exemple, le guide d’ondes de la figure 56.1,4 engendre un problème 
aux limites qui ne se range pas dans cette classe bien que la surface 
limite entre les milieux y soit constituée de parties coordonnées. 
Ceci tient à ce que le guide considéré est déjà un système électrody- 
namique irrégulier (« transversalement irrégulier » car la variation 
longitudinale s'exprime sous une forme finie, n° 45.1). 

La construction de modèles mathématiques des systèmes électro- 
dynamiques irréguliers fondée sur la résolution des problèmes aux 
limites correspondants n’est devenue courante qu'après l'emploi pra- 
tique de gros calculateurs électroniques. Nous ne nous proposons pas 
d'étudier dans le détail les méthodes permettant d'obtenir, à partir 
de l’énoncé de ces problèmes aux limites, des algorithmes réalisa- 
bles sous forme de programmes sur les calculateurs électroniques. 
Ce sont les méthodes variationnelles décritessommairement au n° A.8.4 
qui jouent un rôle prédominant. Leur application aux problèmes 
d’électrodynamique radiotechnique est décrite dans la monographie 
[1.3] ainsi que dans de récents articles de revue 2). 

La recherche de l'universalité caractérise l'algorithmisation des 
systèmes irréguliers: les modèles mathématiques doivent englober 
des classes entières de tels systèmes. C'est seulement dans ce cas 


1) Cette remarque s'applique en général aux problèmes de physique mathé- 
matique énoncés à la base de différentes équations aux dérivées partielles. 

2) Huxosvcxuü B. B. IpoeknnoHHHe MeTOHH B s1eKTpormaamnxe (Méthodes 
projectives en électrodynamique) dans le recueil : [poreux npakaammoï anek- 
TpoxmHamukn (Problèmes d'électrodynamique appliquée) — M.: Bucmaa mxo- 
za, 1977; BapaannonaHe MeTOHH HA sanaux mubpakuax (Méthodes variationnel- 
les pour les problèmes de diffraction) — Paxnuodbusmxa, 1977, Xe 1, c. 5. 
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qu'ils peuvent être réellement utilisés pour l'établissement des pro- 
jets car il est impossible de prévoir à l’avance les particularités des 


EE S CCR de: 
RER .. 


Fig. 61.1 


constructions futures. Par ailleurs, pour des classes relativement étroi- 
tes de systèmes, on peut construire des algorithmes plus efficaces qui 
tiennent compte de leurs particularités. 

Nous décrivons sommairement ci-après l’approche générale des 
problèmes d’algorithmisation utilisant la méthode de Boubnov- 
Galerkin (n° A.8.4). 

61.2. Oscillations libres et forcées des résonateurs. Ondes libres 
des guides d’ondes et des systèmes périodiques. — Nous allons con- 
sidérer les oscillations forcées d’un résonateur à cavité contenant 
certains corps diélectriques et métalliques (fig. 61.1, a). L’énoncé 
du problème ne diffère de (58.6) que par le fait que le volume V 
est remplacé par le domaine V — V, (Vu est l’ensemble des volumes 
de tous les corps métalliques à l’intérieur de V) et par le fait que e 
et u sont maintenant des fonctions des coordonnées ; dans le cas gé- 
néral ce sont des tenseurs qui prennent en dehors des corps diélec- 
triques (Va) la valeur unité Z. On suppose connues les fonctions pro- 
pres de la cavité vide qui forment des systèmes {E,} et {H,}; pour 


26® 
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les déterminer (v. n° 58.2) nous poserons e& = 14, u — 1. 

Puis, écrivons les relations variationnelles (58.7) en changeant V 
en V — Vu, intégrons par parties (cf. l’établissement de (58.8)) 
et introduisons les représentations des champs sous la forme des 
sommes (58.9). Il vient 


: [bn ( (oxbo .: H Hi do+i | [E*, H;}ds)— 


Sm 


— a}0E) | eE, Ex dv |+i | jetE* dv —0, 
J 


V-vVm 


lions | E,E* du —b,ou, | LH, H% dv) + 
ni V-Vm v-Vm 


+i RAR du +i | [Éext, H*]ds—0(k—1,2,...,N) (61.1) 
Ÿ Ss 


(dans les équations (58.1) nous avons posé e — 1, u — 1; de ce 
fait, les pulsations propres w, sont réelles). A la différence des rela- 
tions analogues (58.10), on a ici les intégrales sur la surface Sn des 
corps métalliques Va, alors que la permittivité e et la perméabilité u 
se trouvent placées sous le signe des intégrales de volume. 

Une différence essentielle entre les égalités (58.10) et (61.1) 
tient au fait qu'aucune des intégrales ne coïncide avec la relation 
d’orthogonalité des fonctions propres (58.5). Il en résulte que les 
égalités (61.1) forment un système d'équations algébriques d’ordre 
2N par rapport aux coefficients a, et b, intervenant dans les repré- 
sentations (58.9). Sous forme matricielle ce système a pour expres- 
sion 


oBa—(RM+iS)b= iQ, 
—Q$atoMb= iQ" 


Ici, a et b sont des vecteurs formés par les coefficients a, et b, ; 
les matrices (d'ordre N) ont pour éléments 


Se | E,E% dv, Man = Uo | H,H% dv, 
-Vvm 


_-Vm 


(61.2) 


Enr = Eo | eE,E; dv, Myn=lo | uH,H3dv, (61.3) 


V-vm V-Vm 


hkn — | [E$, H,) ds, un = OpnOna 
Sm 
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alors que les vecteurs Q° et Q"® des seconds membres sont constitués 
des composantes Q€ et O® calculées par les formules (58.12). Rap- 


pelons que &, sont les pulsations propres de la cavité vide lorsque 
E,, H, sont solénoïdales et représentent des champs correspondants, 
alors que les valeurs propres de w, se rapportant aux E,, H, irrota- 
tionnelles sont nulles. 

La résolution du système d'équations (61.2) conduit à la déter- 
mination des coefficients des sommes (58.9) qui expriment le champ 
excité à l’intérieur de la cavité résonnante contenant les éléments Vn 
et Va qui la rendent irrégulière (fig. 61.1, a). 

Si le résonateur est irrégulier même en l’absence d’inclusions inté- 
rieures (l'enveloppe S n'appartient pas à la classe des surfaces coor- 
données admissibles), les systèmes de fonctions propres {E,} et 
{H,} sont inconnus. Cependant, le résonateur à étudier peut être 
placé par la pensée à l’intérieur d’un certain domaine régulier par 
exemple dans un parallélépipède (fig. 61.1, b). Dans ce cas, on prend 
pour {E,} et {H,} les systèmes de fonctions propres de ce parallé- 
lépipède. On se convainc aisément qu'une telle méthode conduit au 
système algébrique précédent (60.2). La seule différence est que lors 
de la détermination des éléments S,, l'intégration dans (61.3) s'ef- 
fectuera sur S + S, et non sur Sn. 

Passons au problème des oscillations propres d’un résonateur 
irrégulier (fig. 61.1,a et b). Nous supposerons dans l'énoncé de départ 
que les sources de champ sont absentes et que la pulsation « est 
inconnue. Comme toutes les opérations effectuées plus haut restent 
valables, nous sommes conduits de nouveau au système d'équations 
(61.2) mais qui est maintenant homogène (Q° — 0, Qm = O0): 


&N£&a—(QM +iS)b=0, 
| (61.4) 
—Q6a+oNMb—=0. 


La pulsation inconnue est affectée du symbole N pour indiquer que 
les valeurs approchées des pulsations propres obtenues par la résolu- 
tion du système d'équations (61.4) dépendront de l'ordre de ce sys- 
tème. La condition de compatibilité du système (61.4) est la nullité de 
son déterminant : 


ONE _QoM — iS 
Det | | 0: (61.5) 


Ce n'est autre qu’une équation algébrique d’ordre 2 par rapport à 
wN. Ses racines sont les pulsations approchées du résonateur irré- 


gulier. 
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Résolvons maintenant le problème d'un guide d’ondes transver- 
salement irrégulier. Une des méthodes consiste à sectionner le sys- 
tème par deux plans transversaux. Le champ dans le volume ainsi 
formé entre les sections transversales S,, et S,, est représentable 
sous la forme des sommes du type (58.9) à cette différence près que 
ies systèmes {E,} et {H,} se composent de fonctions dépendant de z 
suivant la loi e-il: où l’est une constante de propagation inconnue 
de l’une des ondes du résonateur irrégulier. Supposons que la distance 
entre les sections S,, et S,, est À — T/2x (fig. 61.1,c). Alors dans 
ces sections, les fonctions choisies satisfont aux conditions aux 
limites périodiques. On peut facilement montrer que dans ce cas on 
obtient de nouveau le système d'équations (61.4), mais la multipli- 
cité des intégrales dans (61.3) sera diminuée et les éléments de ma- 
trice correspondants seront multipliés par le facteur A. L’équation 
caractéristique (61.5) donnera des pulsations pour lesquelles la lon- 
gueur du domaine choisi est égale à A. Mais au lieu de w" on peut 
introduire dans (61.5) la pulsation voulue et c'est A qui sera alors 
inconnue. Tous ces raisonnements ont été développés dans l’hypothè- 
se où l'absorption est nulle ; la prise en compte des pertes n’introduit 
en principe aucune complication dans la résolution du problème. 

On construit exactement de la même manière l’algorithme de 
simulation d’un système périodique ; la dépendance des fonctions E, 
et H, vis-à-vis de z doit correspondre dans ce cas à la loi de périodi- 
cité au sens de Flocke (55.2) avec un déphasage inconnu qui se dé- 
termine finalement par la résolution de l'équation caractéristique 
(61.5) dans laquelle la pulsation est donnée. 

61.3. Modèles mathématiques de la diffraction dans les guides 
d’ondes. — Une des méthodes de construction de modèles mathé- 
matiques des systèmes à guides d'ondes ou des objets ouverts excités 
par des ondes incidentes consiste à étudier les régimes de « court- 
circuit ». 

Par exemple, en considérant le système représenté sur la figure 
60.1,b, imposons les conditions suivantes: 

FR Ne ee Pre 61.6) 
Emx = ep @) sur S fe 


D'après (61.6), tous les coefficients a, figurant dans (60.4) sont 
nuls sauf (&ç8,) qui a la valeur unité. Cela signifie que dans le second 
membre de {a première des relations matricielles (60.6) il ne reste 
qu'un seul terme dans chacune des lignes, de sorte que 


Bite) = Ynpe (61.7) 


La conclusion est évidente: pour rechercher les éléments de la 
matrice d'admittance Y%f, il faut résoudre le problème d'électrody- 
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namique correspondant au régime (61.6) et développer en séries (60.4) 
le champ magnétique obtenu dans toutes les sections ; les coefficients 
b,c)y donneront précisément les valeurs des éléments de matrice, 
c’est-à-dire pour une normalisation du type (59.3) on a 


VB = [Wa çal | Hi qu) 48. (61.8) 


Sa 


Quant au problème électrodynamique indiqué ci-dessus, ce n’est 
rien d'autre que le problème d'’excitation d’une cavité résonnante 


> TT * = 
/ + 
r \ €» 
L È 
{ V | 
| | 
L ! 
\ 7 
\ / 
D / 
D PA 
Se 7 


Fig. 61.2 


constituée par l’objet considéré (fig. 60.1,b) en régime (61.6) à tra- 
vers l'orifice S4 par le champ extérieur Ext — e,çp) (fig. 61.2, a). 


La résolution de ce problème par la méthode de Boubnov-Galerkin 
a été examinée plus haut (v. n° 61.2). Introduisons dans (61.8) au 


lieu de Hm la représentation (58.9) dont les coefficients sont obtenus 
par la résolution du système d'équations (61.2) et de plus au second 
membre Q°f = 0 et 


QM= [lepq, Hilds, (61.9) 


Sp 


comme il en résulte de (58.12). 

Comme la connaissance de la matrice d'admittance Y permet 
d'obtenir la matrice de diffusion S (n° 60.2), pour construire le modè- 
le mathématique du système électrodynamique décrivant tous les 
phénomènes de diffraction concevables, il faut seulement résoudre une 
série de problèmes d’excitation de la cavité résonnante, en introdui- 
sant les différents B et p dans (61.6). Ceci est réalisable avec une 
certaine approximation; dans chacun des guides d'ondes branchés on 
tient compte de plusieurs modes d'ondes (p = 1, 2, ..., pgsur Sp). 
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P 
Le nombre de problèmes de résonance est dans ce cas égal à © ps, 

= Î 
ce qui détermine l’ordre de la matrice finalement obtenue, dont tou- 
tes les cellules S%$ (60.3b) sont finies. 

En procédant exactement de la même manière, on détermine la 
matrice d’admittance Ÿ (et puis la matrice de diffusion $S) d’un 
système ouvert (fig. 60.2,b). A cet effet, on considère le problème 
d’excitation du résonateur sphérique à travers la surface complète- 


ment ouverte S, par le champ Eest = €}, Ce qui correspond à un 
certain régime (61.6) pour P = 1 (fig. 61.2,b). 


Exemples et exercices 


1. Préparer la programmation des problèmes suivants: 

a) détermination des pulsations propres d’un résonateur à cavité renfer- 
mant un corps diélectrique (fig. 61.3, a); 

g recherche des constantes de propagation propres d’un guide d’ondes à 
tige diélectrique (fig. 61.3, b); 
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c) détermination de la matrice de diffusion d’un tronçon de guide d'ondes 
renfermant un corps diélectrique (fig. 61.3, c). 

Considérer la permittivité électrique du corps À comme paramètre £€,; 
dans les cas b et c la pulsation « est aussi un paramètre. 

Exprimer sous forme de formules les éléments de matrices et les seconds 
membres du système (61.2) ainsi que toutes les autres relations intégrales. 


2. En remplaçant dans (61.6) E,, par H,, et e, par hk}, on obtient au lieu du 
« court-circuit » un régime dont l'aralo e en électrotechnique pes « mar- 
che à vide ». Montrer que la résolution du problème correspondant d'excitation 
d’une cavité résonnante permet de rechercher les éléments ke la matrice d'impé- 


dance. Ecrire une formule du type (61.8) exprimant les éléments PAS par le 
champ électrique du résonateur. 


$ 62. Systèmes électrodynamiques complexes 
et problèmes de conception assistée par ordinateur 


62.1. Formalisation des systèmes complexes. — La figure 62.1 
représente schématiquement un fragment d’un système à guides. 
d'ondes complexe. Si les modèles mathématiques sont construits 
pour tous les objets constitutifs (1, II et d’autres se trouvant en de- 
hors des frontières du fragment), c'est-à-dire s’il y a des algorithmes 


= = 


Fig. 62.1 


1 Il 
permettant de calculer leurs matrices de diffusion S, S, etc., la 
matrice de diffusion de l'ensemble du système peut être trouvée à 
l’aide d’une règle très simple. 

Fixons notre attention sur les objets I et II. Chacun d'eux vérifie 
une relation du type (60.3): 


11 I III Il 

Sct=c" et Sct—=c", (62.1) 

où il s’agit des vecteurs correspondants des ondes incidentes et ré- 
T Il 


fléchies. Les ordres des matrices S et S sont en général différents : 
Nr Æ Pi: 
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En changeant la numération des lignes et des colonnes dans les 
deux systèmes d'équations (62.1), écrivons-les sous la forme suivante: 


1 II I 1 
Suisi2 || ct | }ri—k, 
1 I 1 | Nr | \z 
S?1 ; S22 C2 C5 ? 
a 
Bike] [alenre (2 
IT | in | ir | 
S21; 522 c2 C2 : 


Le sens de cette écriture consiste en ce que les 4 dernières composan- 
tes de chaque vecteur (qui forment un sous-vecteur affecté de l’indi- 
<e 2) se rapportent au guide d’ondes commun (de raccordement). 
Comme toutes les ondes du guide commun, qui sont incidentes 
pour l’objet I, seront réfléchies pour l’objet II (et réciproquement), 


les sous-vecteurs ct et ct sont astreints aux conditions de couplage 
suivantes : 
I Il I II 
Co—Cc2 et C2 —0c5. (62.3) 
Des deuxième et dernière lignes cellulaires des relations (62.2) 
nous déduisons, compte tenu des conditions de couplage (62.3), 


I I II 1 ] 
— SPc3+ ci = Sci, 6° 4 
1 JL I Nil (62.4) 
Co — 92205 — S?1cf. 
D'où 
I Il II ! I HD LI I 
ch= ca (1 —S22S2)"1(S22S1cT + S?ici), _— 
1. I 1 II 1 1 1, IL IL (62.9) 
cc; = (1— S22$22)-1 (S21ct + S22S21ci) 
Ainsi, les sous-vecteurs de la voie commune se trouvent exprimés 


par ceux qui restent. En introduisant (62.5) dans les première et 
troisième lignes cellulaires de (62.2), nous obtenons 


I—JTI11 $ I-I11 I I 
*.2E 2 . |) jri—h (62.6) 
ss" la | -}rr-# 
I-Ilyu I I IL 1 IT I 
S —Su+ Si2(1— S22822)-1 S22S 24, 
fins 1! II I II 
S —Si2(1— S22$22)-1 21, _ 
I-fler Il I Il I (62.7) 
S _ S12 (TI — S22S22)"1 S21, 
I—II92 


II II J_ Il 1 Il 
S —S11+S12(]— S22S22)-1 S22S 21, 
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Ecrivons la relation (62.6) sous forme abrégée 


I-III-II I-II 
ct Ce (62.8) 


Nous avons obtenu la matrice de diffusion d’un sous-système qui est 
la réunion des objets I et II. Il est évident qu’en procédant de la même 
manière on peut réunir successivement toutes les autres parties du 
système électrodynamique complexe examiné. 

62.2. Méthodes de décomposition. — De ce qui précède nous 
pouvons conclure qu’un système électrodynamique complexe peut 
so présenter comme un ensemble d'éléments analysés séparément. 
Soulignons maintenant que la notion de système complexe est large ; 


CJ LA A A } CAR } LA XD 
do a en 075 0 07070" 0 
ete a eee antenne nee 


Fig. 62.2 


ci-avant (au n° 62.1) nous n’avons traité qu’un exemple simple de 
système comportant des canaux à guides d'ondes bien nets. 

En fait, tout système électrodynamique peut être décomposé 
en des éléments plus simples qui admettent une analyse et une des- 
cription indépendantes. Nous appellerons une telle opération dé- 
composition en blocs autonomes. 

A titre d'exemple, considérons l'application de la méthode de 
décomposition à un objet représentant la réunion de guides d'ondes 
hétérogènes (fig. 62.2,a). Les lignes en trait interrompu montrent 
les sections transversales du système (S;, S,, ..., S4) entre les- 
quelles le système est régulier dans le sens longitudinal, c’est-à-dire 
ne change pas sa structure transversale. En principe, l’application 
de la méthode d'analyse décrite au n° 61.3 à l’ensemble du système 
ne provoque pas de difficultés, maïs étant donné les grandes dimen- 
sions longitudinales, les systèmes de fonctions {£E,} et {H,} utilisés 
doivent contenir un nombre assez élevé d'harmoniques longitudi- 
naux, ce qui signifie que l’ordre du système d'équations (61.2) sera 
très grand. Il n’est pas avantageux d'utiliser cette méthode ainsi 
et, de plus, il se peut que la résolution soit impossible avec les ordi- 
nateurs dont nous disposons actuellement. Or, un système électrody- 
namique se décompose aisément en blocs autonomes dont la simu- 
lation mathématique est basée sur la résolution de problèmes à 
deux dimensions. Le plus simple est de considérer comme des blocs 
autonomes les connexions peu étendues, c'est-à-dire des « joints » 
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des guides d'ondes de nature différente dont l’un est montré sépa- 
rément sur la figure 62.2,b. Si les matrices de diffusion de tous les 
joints sont connues, la matrice de diffusion de l’ensemble du système 
est calculée comme indiqué plus haut (au n° 62.1). Enfin pour ana- 
lyser les joints, il faut d’abord étudier les spectres des ondes propres 
des deux guides d’ondes à raccorder (ce qui peut être fait par appli- 
cation de la méthode de Boubnov-Galerkin, n° 61.2). Après cela, 
le champ inconnu dans les guides d'ondes semi-infinis est représenté 
sous la forme des sommes de ces ondes divergentes et d’une onde 


CCC CCI CIS SSL PPLI PPS à 


Fig. 62.3 


incidente. En imposant par les méthodes variationnelles les condi- 
tions aux limites aux joints (en utilisant à tour de rôle toutes les 
ondes incidentes), on peut déterminer la matrice de diffusion d’un 
tel bloc autonome. 

Les figures 62.3,a et b illustrent l’application de la méthode de 
décomposition aux circuits intégrés hyperfréquences. Le système 
électrodynamique représente une feuille métallique placée sur une 
couche diélectrique («4 support ») ; sur la surface du diélectrique sont 
reportés des éléments métalliques plats; les tronçons du circuit 
intégré peuvent être considérés comme les tronçons d’une ligne 
à bande asymétrique (fig. 51.7,a). Si un tel système est sectionné 
par des plans verticaux, dont les traces sont montrées par des lignes 
en trait interrompu, il sera divisé en blocs sous forme de parallélé- 
pipèdes dont l'un est représenté séparément. Chacun de ces blocs 
constitue un système qui est décrit à l’aide de la matrice de diffusion 
par rapport à quatre sections d'entrée montrées sur la figure 62.3, b. 
Si les matrices de diffusion de tous les blocs sont trouvées, on peut 
Apps la méthode de réunion des blocs décrite plus haut (au 
n° 62.1) 

Considérons enfin un certain domaine homogène découpé dans 
un système électrodynamique quelconque. Ce domaine peut être 
divisé en de petits volumes cubiques (fig. 62.4,a). Un cube distinct 
(fig. 62.4,b) peut être interprété comme un bloc autonome caracté- 
risé par la matrice de diffusion par rapport aux faces prises pour sec- 
tions d'entrée. Plus les cubes sont petits, plus il est justifié de con- 
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sidérér le champ électromagnétique comme homogène sur chaque 
face (mais non nécessairement parallèle aux arêtes du cube). Le 
guide d’ondes branché par la pensée à chaque face et donc raccordant 
entre eux les cubes voisins est de longueur infiniment petite et de 
ce fait sa nature physique est sans importance. Si on impose à tous 
ces guides d'ondes « virtuels » des conditions aux limites périodi- 
ques, le spectre des ondes propres contiendra, comme on peut s’en 


Â 
mens, 
: pi ; E2(6) E16) 
L1,11, 
-—L) ——— 
EE” EC £. 
TA ÎL } a S L(s) 
_r TL 7 
AA E(2 
con ne L 170) À 
5 
a) b) 
Fig. 62.4 


assurer facilement, deux ondes TE M homogènes à polarisations ortho- 
gonales. Ces deux ondes suffisent pour représenter tout champ homo- 
gène et donc un petit cube se décrit par une matrice de diffusion à 
six canaux à deux modes (deux ondes dans chaque canal). On peut 
montrer que cette matrice est de la forme 


0 x B PB $ —$! 0 0 0 0 O0 0 
æœ 0 BB B—B Bi 0 0 0 0 0 0 
p B 0 « 0 0 0 0 0 0-8 8 
B B aœ 0 O0 0! 0 0 0 0 p—p$ 
p — $ 0 0 0 a! 0 ) B B 0 0 
S = he 0 0 a 0 i_ 0 0 B B 0 o 
FAR FA FFE À 
RS: Bi —p B O0 «œ 0 oO 
0 0 0 0 $ B B—B « 0 0 0 
0 08 B 0 0 $f PB 0 0 0 « 
(62.9) 
Où a = pre Pipe pe = 5 sin T' = es, 


À est la longueur de l'arête du cube, 4 (w/c)V eu. La numérotation 
des lignes et des colonnes correspond ici à celle des faces du cube 
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(fig. 62.4,b), sont d'abord énumérées les ondes de la première pola- 
risation et ensuite les ondes de la deuxième (lignes continues et inter- 
rompues des vecteurs d'orientation epçy (p = 1, 2; à = 1, ..., 6) 
sur la figure 62.4,b). 

Pratiquement, tout problème électrodynamique peut être résolu 
par la méthode de décomposition, en divisant les sous-domaines 
hétérogènes en éléments autonomes cubiques (ou autres) et en réu- 
nissant les matrices de diffusion correspondantes 1). 

62.3. Systèmes de conception assistée par ordinateur des dispo- 
sitifs hyperfréquences. — Dans la pratique moderne, les modèles 
mathématiques des objets électrodynamiques, par exemple des dis- 
positifs utilisés dans la technique des hyperfréquences, sont réunis 
en des systèmes spécialement organisés de programmes en interac- 
tion de l'ordinateur employés pour l’établissement des projets. 

Pour la construction de tels systèmes de conception assistée par 
ordinateur on utilise inévitablement le principe de décomposition 
des objets complexes en des blocs autonomes relativement simples. 
Ces blocs sont unifiés et s'appellent éléments de base (EB). Le noyau 
du système est constitué par la bibliothèque d'éléments de base (BEB), 
c’est-à-dire par l’ensemble de programmes qui réalisent leurs modè- 
les mathématiques et remplissent certaines autres fonctions. Le 
modèle d’un dispositif complexe est formé dans son ensemble par un 
compilateur de simulation (CS) dont le rôle principal consiste à re- 
chercher la matrice de diffusion commune (v. n° 62.1) à partir des 
matrices de diffusion des éléments de base, ces dernières étant con- 
tenues dans la bibliothèque. 

_ Le schéma illustrant le fonctionnement d’un système de con- 
ception assistée par ordinateur est représenté sur la figure 62.5. 
Les informations initiales sont introduites sous forme des données 
formalisées (DF) composées dans un langage spécial orienté vers le 
problème. On suppose dans ces conditions que la structure générale 
et la composition des éléments de base de l’objet projété sont con- 
nues. Les données formalisées contiennent aussi certaines directives 
déterminant le régime d'établissement du projet et certains paramè- 
tres des programmes de simulation (par exemple, le choix du type 
de base pour la méthode de Boubnov-Galerkin). Dans le cas le plus 
simple, on ne procède en général pas à la simulation: les données 
d'entrée sont envoyées dans le système de conception de la construction 
(CC) ; ce dernier fournit automatiquement les dessins ou même cer- 
tains ébauches technologiques de l’objet projeté ; tels sont par exem- 
ple les photorépéteurs des circuits intégrés hyperfréquences. En ré- 
gime d'analyse les données formalisées sont acheminées au compi- 
lateur de simulation qui forme le modèle, en effectuant un échange 


1) Huxosvcxuü B. B., Haeposa T. N.,— PanmoTexxuka nm 9I6KTPOHHKa, 
1978, T. 23, Ne 2, c. 241. 
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d’information avec la bibliothèque. La machine calcule les caracté- 
ristiques techniques spécifiées de l’objet projeté (disons les varia- 
tions en fonction de la fréquence des éléments de la matrice de dif- 
fusion) et les sort pour le contrôle. Si ces caractéristiques ne satisfont 
pas aux spécifications, on procède à la révision des données formalisées 
après quoi on reprend l’analyse. Un tel processus s'appelle « régime 


ne de Caractéristiques 
Parametres Ms 
des £B 
Directives Directives 
d'algorithmisation de conception 


] LL éë Won 
re ation Vers CC 
Octimisation 
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d'optimisation 


La révision 
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Représentation 
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Fig. 62.5 


de dialogue » avec le système ou encore synthèse heuristique de l'objet. 
L'établissement du projet se termine par l'appel du système de 
conception de la construction. Cependant dans certains cas il est 
possible de réaliser une synthèse entièrement automatisée basée 
sur l'utilisation des algorithmes d’optimisation inclus dans le sys- 
tème. Dans un tel cas, ce sont les caractéristiques spécifiées conte- 
nues dans DF qui constituent les données de départ. En effectuant 


416 RAYONNEMENT ET DIFFRACTION DANS LES GUIDES D'ONDES [CH. VI 


une recherche orientée, on synthétise une construction optimale à 
partir d'une multitude de solutions du problème d’analyse de l’objet 
projeté; les informations élaborées sur la construction sont aiguil- 
lées vers le système de conception pour la reproduction. Il y a lieu 
de souligner que le régime de synthèse automatisée exige une dé- 
pense considérable de temps machine, et souvent, il est en général 
irréalisable avec le niveau actuel de la technique de calcul. 


Exemples et exercices 


1. Soit un guide d'ondes creux rempli de diélectrique sur un tronçon de 
longueur Z,. Déterminer la matrice de diffusion de l'objet représenté par le 
tronçon de guide d’ondes rempli et le tronçon non rempli de longueur !, qui lui 
est contigu. Utiliser à cet effet les formules (62.6), (62.7). 

2. Obtenir la matrice de diffusion pour un tronçon de guide d’ondes dont 
l'une des extrémités est « mise en court-circuit ». 

3. Vérifier que la matrice de diffusion (62.9) est unitaire. 

4. Quelle forme les éléments de la matrice (62.9) prendront-ils à la limite 
lorsque À —+ 0? 


$ 63. Résumé du chapitre 6 


63.1. Champs forcés et diffraction dans les systèmes électrodyna- 
miques. — Au début de ce chapitre nous avons examiné les proble- 
mes sur les champs forcés dans des systèmes creux. La conception de 
la superposition de tous les champs libres (propres) possibles dont 
les amplitudes et les phases sont déterminées par la source semble 
dans ce cas physiquement naturelle. Mais, comme nous avons pu 
nou en assurer, une telle voie ne permet en général pas de construire 
le champ forcé total. C'est ainsi que dans le cas d’un résonateur à 
cavité le champ forcé est formé non seulement par des oscillations 
propres solénoïdales mais aussi par des champs irrotationnels. 

Remarquons que le problème sur l'excitation d’un système creux 
par un courant donné est plus éloigné de la réalité que le problème 
de diffraction où on étudie l'excitation du système par une onde in- 
cidente. Ceci tient à ce que la répartition réelle du courant d’exci- 
tation ne se soumet pas au contrôle et en toute rigueur est toujours 
inconnue, alors que la répartition du champ d’une onde incidente 
est bien connue et son amplitude peut être mesurée sans peine. 

Au $ 60 nous avons montré que la notion de diffraction dans les 
guides d’ondes peut se généraliser au cas des problèmes dans l’espace 
libre. Au fait, le phénomène de diffraction dans l’espace libre est un 
phénomène localement déterminé: tout l’espace infini joue un rôle 
passif et peut être pris en compte à l’aide de la condition aux limi- 
tes (60.23) imposée sur la surface fermée entourant l’objet de dif- 
fraction. 

Les matrices $S, Ÿ et Z introduites au $ 60 jouent un rôle im- 
portant en électrodynamique radiotechnique. La matrice de diffu- 
sion donne une description complète d'un système électrodynami- 
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que en tant qu'objet de diffraction, c'est-à-dire détermine tous les 
phénomènes de diffraction possibles. La matrice d’admittance et 
la matrice d’impédance sont équivalentes en ce sens qu'elles permet- 
tent, l’une et l’autre, d'obtenir la matrice de diffusion. Au moyen de 
la matrice Z (ou Ÿ), à un système électrodynamique on peut faire 
correspondre, d’une façon purement formelle, un certain circuit élec- 
trique, c'est-à-dire, comme on le dit, un schéma équivalent. Les sché- 
mas équivalents rendent parfois plus concrète la description d’un 
phénomène. Il faut pourtant ne pas perdre de vue que c'est seule- 
ment l’une des formes de représentation de l'information dont la 
source peut être un modèle mathématique ou l'expérience. 

63.2. Sur les méthodes de construction des modèles mathémati- 
ques de systèmes électrodynamiques. — Comme la théorie électro- 
dynamique est basée sur les équations de Maxwell, la simulation 
mathématique en électrodynamique est intimement liée aux mé- 
thodes de résolution des problèmes aux limites correspondants, ce 
qui suppose à son tour la réalisation des algorithmes sous la forme 
des programmes de l'ordinateur. C’est seulement sur cette voie et a 
condition d’avoir recours à de gros calculateurs électroniques que la 
théorie de l’électromagnétisme se présente comme un outil pratique 
assez puissant qui permet souvent de remplacer des expériences oné- 
reuses et de longue durée par une «expérience par la pen- 
sée ». 

Au 8 61 nous avons décrit une des approches possibles du problè- 
me de construction des modèles mathématiques qui présente l’avan- 
tage d’être universelle, c'est-à-dire qui permet d'obtenir des modèles 
applicables à une classe relativement large d'objets. Dans certains 
cas il est possible de construire des modèles plus efficaces pour des 
classes étroites de problèmes ; dans de tels cas, on met à profit les 
particularités de la classe donnée. Signalons, par exemple, que les 
algorithmes décrits au $ 61 sont manifestement moins efficaces dans 
le cas des inclusions métalliques et d'autres hétérogénéités des enve- 
loppes. En général, la méthode de Boubnov-Galerkin, universelle 
et la plus simple à réaliser, s’avère plus efficace lorsqu'elle est uti- 
lisée en relation avec la méthode de décomposition (n° 62.2). 

Si, dans la méthode variationnelle, la représentation de la solu- 
tion est construite sous forme de superposition de solutions de l’équa- 
tion initiale et qu'il ne reste qu’à imposer des conditions aux limites 
auxquelles aucune des solutions prises séparément ne satisfait, on 
dit qu’on utilise la « méthode de Treftz ». Comparée à la méthode 
de Boubnov-Galerkin, elle se caractérise par un domaine d'emploi 
plus étroit mais, appliquée correctement, cette méthode s'avère plus 
efficace. 

Les méthodes des projections comportent une interprétation va- 
riationnelle, c’est-à-dire peuvent être considérées du point de vue 
du calcul variationnel. Dans ces conditions, il se trouve par exemple 
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que la méthode de Boubnov-Galerkin est équivalente à la méthode 
variationnelle de Ritz. 

Bien entendu, le volume très modeste consacré dans ce livre 
aux méthodes de construction des modèles mathématiques de systè- 
mes électrodynamiques ne donne que certaines idées générales de 
ce domaine. Le lecteur trouvera un exposé beaucoup plus complet de 
ce problème dans les monographies spécialisées [1.3] et dans des 
articles de revue (v. note de bas de page 403). Les questions relatives 
à la conception assistée par ordinateur des dispositifs hyperfréquen- 
ces sont traitées dans toute une série d'articles et de recueils parus 
ces derniers temps !). 


1) MamunaHie Meroyti npoekrTuposanna CBU — ycrpoïcrs (Méthodes de 
conception assistée par ordinateur des circuits hyperfrequences) — M.: Hay. 
MTY, 1966, a. 1 n u. 2; IpoGreun npnKkaannoï s1eKTpoausamuki (Problèmes 
d'électrodynamique appliquée).— M.: Bucmas mxKoxna, 1977, 1978. 


CHAPITRE 7 


PARTICULARITÉS DES CHAMPS 
EN DIVERS MILIEUX. 
ONDES RADIO-ÉLECTRIQUES 
EN MILIEUX NATURELS 


I. CHAMPS ET PARTICULES CHARGÉES. 
MODÈLES DE MILIEUX 


S 64. Particules dans les champs stationnaires 


64.1. Modèle électrostatique d’un: diélectrique. — L'interaction 
entre le champ électromagnétique et la matière détermine, en élec- 
trodynamique macroscopique, la différence entre les vecteurs E 
et D, H et B; ainsi elle est caractérisée par l'existence de polarisa- 
tion P et d’aimantation M (n° 4.1, 4.2). Quant aux phénomènes 
microscopiques qui se produisent dans la substance, ils sont si com- 
pliqués et si variés qu'il est impossible de les juger à partir des posi- 
tions classiques. Toutefois, certains concepts de la physique classique 
y conservent leur importance. 

Comme il a été dit au n° 13.1, du point de vue de l’électrostatique, 
la polarisation des diélectriques représente un changement d'état 


£=0 nr 
E=0 —+> € n 4p 
o © (h fn 
7/1 ir = A 
Po PT2P b) 
a) 
Fig. 64.1 


d’un certain système de dipôles. Considérons de plus près ce modèle. 
Les charges à l’intérieur des atomes (ions) et des molécules, qui ne 
peuvent se déplacer à des distances macroscopiquement observables, 
sont dites liées (n° 4.1). Puisqu'en électrostatique nous ne devons 
examiner que des diélectriques parfaits (dépourvus de conductibilité 
électrique), ce sont, en fait, des systèmes de charges liées électrique- 
ment neutres (n° 12.2). Certains types de molécules qui, par raison 
de symétrie de la répartition de la charge, ne possèdent pas de mo- 
ment dipolaire en l’absence de champ extérieur, l’acquièrent lors- 
qu'ils sont soumis à l’action d’un tel champ (fig. 64.1,a). Dans d’au- 
tres cas la molécule a dès le début un certain moment p, ; placée dans 
un champ électrique une telle molécule est soumise à une orientation 
(plus facilement qu'à une déformation (fig. 64.1,b). Dans les deux 
cas, le moment résultant de la molécule p est égal à p, + Ap (Ap|lE), 
27e 
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mais c'est seulement dans le deuxième cas que p, 0. Dans de 
larges limites le moment dipolaire complémentaire Ap est propor- 
tionnel à l'intensité E: Ap = &E. On peut donc dire que tout se 
passe comme si la force de déformation ou d'orientation était équi- 
librée par une force élastique. 

Si un certain domaine macroscopique AV contient V particules, 
nous pouvons le considérer comme un système de dipôles de moment 
Pav donné par la formule (n° 12.2) ?) 


N N 
pav= 2 pi=2 put NaE=NaE (64.1) 


(si pos Æ 0, la somme de ces moments initiaux des particules distinc- 
tes s’annule néanmoins par suite du caractère désordonné de leurs 
orientations). Si nous rapportons le moment pay au volume AV 
et passons à la limite (cf. n° 1.1), nous obtiendrons la densité de 
moment électrique du diélectrique polarisé en un certain point 


P— lim <= aN'E(N'—-%). (64.2) 


Ecrivons le résultat obtenu sous la forme 
P=eXE (X'°=aN"/e). (64.3) 


Proposons-nous de montrer que la densité de moment P n'est 
autre que la polarisation P intervenant dans les formules (4.1), 
(4.3) et que y° est la susceptibilité électrique #*. 

_Soit un diélectrique homogène (de permittivité e) dans lequel a 
été introduite une certaine répartition de charge de densité p. Le 
potentiel électrostatique en un point quelconque M (r) est alors 
déterminé en vertu de (11.15) par la formule 

a re p(r”) , 
q(r) = ane. ——— dv". (64.4) 


lr—r'1 


Si nous utilisons la notion de diélectrique introduite plus haut et 
selon laquelle le diélectrique serait un système de charges liées dans 
le vide, nous avons 
” _ _1 p (r°) , 
P()=p(r)+qatr)=zs | ———" du'+pa(r), (64.5) 


Lr—r| 
v 
où , est le potentiel obtenu d'après la formule (11.15) pour e = 1 
et pa le potentiel produit par le système de dipôles. 
Pour calculer 4 nous partirons de l’expression (12.9) suivant 
laquelle chaque élément de milieu AV” possédant, comme nous le 


1) Du fait des influences réciproques des dipôles le coefficient & dans (64.1) 
doit différer de celui qui devrait figurer lors de l’examen d'une particule isolée. 
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savons, un moment p — P (r’) AV” produit un potentiel 


Aa (r)— ENT pe 


äxeo |r —r°|3 


alors que qa est la bis er de tous ces potentiels, c’est-à-dire 


P(r')(r—r") 
qa (r)= ET (EEE y, (64.6) 
V 


où l'intégration est étendue à tout le milieu. 
L'expression sous le signe de l’intégrale (64.6) peut être facile- 
ment transformée à l’aide de la formule (A.1.30), si l’on tient compte 


que d’après (A.1.11) et (A.1.36) on a —=© 


lr—r" | lr—r' | ° 


Il en résulte sé utilisation du théorème d'’Ostrogradsky-Gauss 
P ; * div’ P : 
pa (r)= (8 CD gs ME gl. (647 
V 


Puisque S doit être considérée ici comme une frontière (par exemple 
sphérique) reportée à l'infini, l’intégrale de surface devient nulle 
(cf. n° 14.1). Ainsi, en partant des (64.5) et (64.7), nous obtenons pour 
le potentiel l'expression suivante 


| > — div’ P 
pr) = | Dai EE que, (64.8) 


Lr—r| 


— grad’ 


Le rapprochement entre deux expressions différentes (64.4) et 
(64.8) du même potentiel @ donne 


ple =p— div P, 
ou encore, en tenant compte de (11.1b), (11.1c) et (4.1) 
divP=divP. (64.9) 
La densité de moment électrique d’un diélectrique polarisé P et la 
polarisation P coïncident donc à une quantité solénoïdale additive 


près (quantité négligeable). On convient d'identifier P et P ; les coef- 


ficients x° et 4° sont donc eux aussi identiques. 

D'après le sens de la formule (11.15), le numérateur de l’expres- 
sion sous le signe de l'intégrale (64.8) fait intervenir la densité de la 
charge totale considérée dans le vide où existent encore, en plus de 
la charge donnée de densité p, des charges liées du modèle du diélec- 
trique. Par suite, la quantité —div P — —div P n’est autre que la 
densité de ces charges p; 

—div P = Pg (64.10 
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64.2. Mouvement des particules dans les champs stationnaires. 
— Suivant la mécanique classique l'accélération d°r/dt® d'un point 
matériel de masse # dans un champ de force F est égale à F/m. Dès 
lors, si la charge de la particule est q, on peut écrire par (1.3) 


mr (E+[% 8)} (64.11) 


C'est l’équation du mouvement de la particule dans le champ électro- 
magnétique qui garde son sens pour des vitesses relativement petites, 
« non relativistes» (| dr/dt | c). En toute rigueur, l'équation 
(64.11) doit être considérée conjointement avec les équations de 
Maxwell parce que le champ électromagnétique qui s’exerce sur la 
particule dépend lui-même du mouvement de cette particule: le 
courant extérieur correspondant excite un champ. 

Lorsqu'on étudie le comportement des particules dans les champs 
stationnaires, ces derniers sont généralement supposés donnés. 
Par exemple, l’équation du mouvement dans le champ électrosta- 
tique est de la forme 

d?r 
En l'écrivant en projection sur les axes de coordonnées, on obtient 
un système d'équations différentielles scalaires ordinaires qu'on 
peut résoudre si les conditions initiales sont données. 

Examinons de plus près le mouvement de la particule dans un 
champ magnétique stationnaire. L'équation du mouvement corres- 
pondante est de toute évidence de la forme 

dèr q [ dr 1 
LIT, B|=0. (64.13) 
Soit B = zut, nous avons alors en projection sur les axes de coor- 
données 
d?z 


q dy d?z 
de — Mo rue — 0, = L+iu Ho LH = (0 —=(, (64.14) 


dt 


En considérant les deux premières See nous constatons qu'il 
est facile d'éliminer entre elles la composante de vitesse v, — dr/dt 
ou v, — dy/dt. Il en résulte deux équations de même forme 


dv,/dt? + Q2v, = 0 et dv,/df? + Qu, — 0, (64.15) 
avec la notation 
Q = 5H. (64.16) 
Ainsi nous avons 
dr/dt = À cos Qt + B sin Qt et dyldt = C cos Qt + D sin Qt, 
(64.17) 
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où les constantes sont précisées par l'introduction des expressions 
(64.17) dans (64.14). On a C = B et D = —A. Par suite, les rela- 
tions (64.17) prennent la forme suivante: 


dx/dt = À cos Qt + B sin Qt — V cos (Qt — œ), 


(64.18) 
dyldt — B cos Qt — À sin Qt — —V sin (Qt — po), 

où V — VA? + B° et o, = arctg (B/A). La constante V n'est rien 

d’autre que la valeur absolue de la vitesse dans le plan rOy. 


To |O {4% 


a) 5) c) 


Fig. 64.2 


L'intégration de l'équation (64.18) et de la troisième des équa- 
tions (64.14) donne 


z= Sin (Qt po) ++ sin Po+z (0), 


y 
Q 
y 4 ” 
y= x cos (Qi — Po) — 5 COS Po + y (0), (64.19) 
z =v, (0) t + z (0). 


Si, en particulier, la vitesse initiale le long de l'axe des z est 
nulle, le mouvement de la particule s'effectue suivant ane circonfé- 
rence de rayon À = V/Q. En effet, pour v, (0) = Oil résulte de (64.19) 
l'équation suivante 


[+ L sin go—z (0) | + [y + cos po— y (0) | = (5). (64.20) 


La rotation se fait avec la vitesse angulaire Q (64.16), alors que la 
position du centre de la trajectoire circulaire et son rayon se déter- 
minent par les conditions initiales. 

Pour v, (0) = 0 la particule chargée se déplace suivant une hélice 
(fig. 64.2, a et b). 

Envisageons maintenant un cas plus général où la particule est 
soumise à l'action d’un champ électromagnétique stationnaire. 
Soient E = y,E et B = zouoH. En portant ces égalités dans (64.11), 
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nous obtenons en projection 


dix dy _n dy d?z 
ns ne 0, — PTE Ho a —E- 0, — 4 = 0, (64.21) 


où Q est déterminé par la formule (64.16). L'élimination de v, — 
— dyldt donne 


d°vy 2. q _ dx 
De +Qu=Q LE fr). (64.22) 
Ainsi, 
= AcosQt+ BsinQt+= LE, (64.23) 


alors que des première et troisième équations (64.21), il s'ensuit que 
dy/dt = —A sin Qt + B cos Qt, dz/dt = v, (t) = v, (0). 


(64.24) 
L'intégration des équations (64.23) et (64.24) donne 


z= sin (St — Po) ++ sin fo + TE t+z(0), 
y=+ cos (Q— pr) — TL cos Po + y (0), (64.25) 
z=v,(0)i+2(0). 


Le long de l’axe des z la particule n'est animée, comme précé- 
demment (v. exemple ci-avant), que d’un mouvement uniforme. 
Pour v, (0) = 0, le mouvement dans le plan zOy se produit suivant 
une cycloide. En effet, les deux premières équations (64.25) sont des 
équations paramétriques de cette courbe. Il en résulte 


[z — . Sin Po—ZT Or + | + [ y ++ cos Po —Y (0) LL (5). 
(64.26) 


On peut dire que la particule se déplace suivant une circonférence 
de rayon R = V/Q avec une vitesse angulaire Q, mais le centre de 
cette circonférence se déplace le long de l’axe des x avec une vitesse 
constante E/u,H (fig. 64.2,c). Les paramètres de la trajectoire se 
déterminent par les conditions initiales. 

64.3. Equation du mouvement de l’aimantation. — Les parti- 
cules matérielles peuvent posséder un moment magnétique, ce qui 
comporte une explication classique simple : les mouvements orbitaux 
des électrons dans les atomes et leurs spins font naître des courants 
circulaires qui se manifestent comme dipôles magnétiques. 

Suivant (16. 9), à un courant fermé dans le vide correspond un 
moment magnétique m = zouo{S. Dans un champ magnétique exté- 
rieur H ce courant est soumis au moment d’une force (1.6): 


= u1S [z, H] = [m, HL (64.27) 
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Supposons qu'il s’agisse d’une particule possédant un moment ma- 
gnétique re, on peut alors écrire 


m = YyL, (64.28) 
où L est le moment de la quantité de mouvement et y une constan- 
te. En particulier, pour le spin de l'électron y — —2.21-105 x 


X A/m)-'s-1]. D'après la loi connue de mécanique classique, K — 
dL/dt, de sorte qu’en tenant compte des relations (64.27), (64.28), 


nous obtenons 
y[m, H] = dm/dt. (64.29) 


C'est l'équation du mouvement de moment magnétique de la particule 
considérée dans le champ magnétique d'intensité H. 

Le caractère de ce mouvement est illustré sur la figure 64.3, a. 
D'après son sens physique, le vecteur dm/dt doit être orienté de 


b) 
Fig. 64.3 


même que l’accroissement Am — m (t + At) — m(t) lorsque Af —- 
— 0. Mais suivant (64.29), la dérivée dm/dt est perpendiculaire au 
plan comprenant les vecteurs m et H. C’est pourquoi chaque accrois- 
sement infiniment petit du vecteur m est tangent à la circonférence 
montrée sur la figure 64.3,a. Ceci signifie que lorsque son origine 
est fixée, l’extrémité de « l’aiguille magnétique » m se déplace sur 
cette circonférence ; c’est ainsi que se déplace l’axe de la toupie dans 
le champ de gravitation. Le mouvement que nous venons de,considé- 
rer porte le nom de précession. 
Puisque par (64.29): m dm/dt — ym Im, H]=0, on a 

d 2 : 

— m°=0; (64.30) 
la longueur du vecteur m ne change donc pas au cours du mouvement. 
L’angle Ô (fig. 64.3, b) reste lui-aussi constant, alors que la vitesse 
linéaire de l'extrémité de « l’aiguille » a pour expression V = 
| dm/dt | = |y{m, H] | = y mH sin Ô |. Quant à la valeur abso- 
lue de la vitesse angulaire, elle est |Q | = V/R où R = m sin 6, c'est- 
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à-dire 
Q = |y}|2A. (64.31) 


Le sens de rotation forme avec le vecteur H (y << 0) un trièdre direct. 

Passons maintenant à la description du magnétique, d’un milieu 
continu qu’on peut représenter à l’aide du modèle réalisé sous forme 
de système de dipôles magnétiques dans le vide. Introduisons, de 
même que dans le cas du diélectrique (n° 64.1), le vecteur densité 


de dipôles M et identifions-le avec l’aimantation M. Il est évident 


que M = N'm où {V' est comme dans (64.2) le nombre de particules 
par unité de volume. Nous pouvons donc déduire de (64.29) l’équation 
du mouvement de l'aimantation 


y LM, H] = dMiat. (64.32) 


Lors de l'établissement de cette équation nous n'avons pas tenu 
compte des pertes d'énergie dans le milieu. On le fait en introduisant 
dans (64.32) un terme complémentaire répondant à un modèle ou à 
un autre du phénomène d'absorption. On utilise largement l'équation 
de Landau-Lifchitz 

v UM, H)— no = LE. (64.33) 
Le terme dissipatif qui y figure représente un vecteur perpendicu- 
laire à M ; il influe sur l’amplitude de la précession sans modifier la 
valeur de M. Le paramètre n (quantité positive) se détermine dans 
des cas concrets par voie expérimentale. 


Exemples et exercices 


1. Remarquons que l'expression du potentiel (64.5) est également valable 
pour un milieu non homogène et par suite l'égalité (64.10) est vraie pour les 
milieux inhomogènes. 

Considérons un certain corps diélectrique homogène à l’intérieur duquel 
P=—constante (telle est par exemple une sphère diélectrique placée dans un champ 
uniforme, $ 13, exemple 15). A l'extérieur du corps P = 0 (vide) et la charge 
superficielle libre est nulle. 

D'après (64.10), p, = 0 pour tous les points intérieurs du corps de même 
que pour le milieu extérieur. Quant à la surface frontière, la relation (64.10) ne 
peus être appliquée directement parce que la quantité 9P,/8v y devient illi- 
mitée. 

En effectuant les mêmes opérations qu'au n° 6.2, c’est-à-dire en partant de 
la relation intégrale 


& P ds=—q, (64.34) 
S 


qui est équivalente à l'équation (64.10), montrer que la frontière du corps porte 
une charge superficielle répartie avec une densité 


Py = —&j. (64.35) 


2. Ecrire l'équation (64.12) en projection sur les axes de coordonnées. Mon- 
trer que pour une particule animée d'une vitesse initiale o (0) = zov, dans un 
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champ constant E = x,E la solution revêt la forme 
z=(qE;2mr) [5 2: (0) +2 (0), 
y=y(0), 2:=2:(0)+uit, (64.36) 


Soit une particule qui parcourt un trajet ! dans un champ uniforme (à une 
certaine approximation près, on peut parler de son passage à travers un conden- 
sateur plan). Etablir une expression pour l’angle de déviation de la trajectoire 
de la particule par suite de son interaction avec le champ. 

3. Quelle est la trajectoire d’une particule dans un champ magnétique cons- 
tant si r (0) = y (0) = z (0) = 0 et o (0) = zoo? 

4. Comment sera modifiée la forme de la cycloïde décrite par les deux pre- 
mières équations (64.25) lorsque le paramètre £/u,H subit une variation? 

5. Suivant (64.32) la précession de l’aimantation # en l’absence d’absorp- 
tion a le même caractère que dans le cas d’une particule unitaire (cf. l'analyse 
l'équation (64.29) qui revêt une forme identique). Par quoi (selon l'équation de 
Landau-Lifchitz) diffère la précession en cas d'absorption? 


$ 65. Particules dans des champs harmoniques 


65.1. Modèle simple du plasma. — On appelle plasma un gaz 
électriquement neutre totalement ou partiellement ionisé. Par la 
suite ($$ 70, 71), nous nous intéresserons surtout à la propagation 
des ondes électromagnétiques dans un tel milieu. Le système à 
considérer est celui de particules chargées: d'électrons et d’ions, 
ainsi que de molécules neutres. Leurs collisions seront d’abord né- 
gligées. 

Soit une particule de masse m et de charge q soumise à l’action 
d’un champ variant harmoniquement E, H. Le mouvement de cette 
particule, qui a aussi un caractère oscillatoire, peut être analysé à 
partir de l’équation (64.12) qu'il est commode d’énoncer par rapport 
aux amplitudes complexes des vecteurs E et r. Elle a la forme 


—@7m = Em (65.1) 


et, en fait, donne tout de suite l’amplitude complexe r,, du déplace- 
ment de la particule. 

En utilisant la formule (12.11), calculons l’amplitude complexe 
du moment électrique pay du système de NV particules différentes 
contenues dans un volume AV: 


N .… NN. 
e e E g° 
Pmav —= ÿ Gil mi = mn ere (65.2) 
i=1 i=1 
Les masses des ions étant relativement grandes, les termes correspon- 
dant: de (65.2) peuvent être négligés. On peut donc écrire avec une 


précision satisfaisante 


Pnav = —(e2N.lw?m) En, (65.3) 
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où . est le nombre d'électrons dans le volume AV, e la charge d'un 
électron et m sa masse. 

En passant à la limite, de même que dans (64.2), cherchons l’am- 
plitude complexe du vecteur polarisation du milieu 


P,,—=—(eN'Jwm)E, (65.4) 


(N” est le nombre d'électrons par unité de volume). Ce résultat per- 
met de passer tout de suite à la recherche de la susceptibilité élec- 
trique y° et de la permittivité du plasma. Par les relations (4.3) et 
(4.5) nous avons 


4x° = —eN’/(e 0m) et 8 = 1 — e°N'/(e,0°m). (65.5) 


Il est remarquable que dan le cadre du modèle construit la 
permittivité du plasma soit réelle et puisse prendre une valeur néga- 
tive. En moyenne, le système de particules oscillantes n’absorbe et 
ne fournit pas d'énergie. Ecrivons deux formes répandues de repré- 
sentation du résultat obtenu: 


e = 1 — W5/w° (wo, = e2N'J/e,om), (65.5a) 
e = 1 —80,6N"/f:. (65.5b) 


Dans (65.5a), le paramètre w, s'appelle pulsation du plasma. Dans 
la formule (65.5b) la fréquence f est exprimée en hertz et la con- 
centration V’ montre le nombre d'électrons libres par 1 m*; il est 
évident qu’on peut aussi mesurer f en kHz et rapporter le nombre 
d'électrons à 1 cm*. 

65.2. Plasma absorbant. — L'absorption d'énergie électroma- 
gnétique dans le plasma se produit principalement lors’ de collisions 
des électrons avec les particules neutres et les ions. On peut considé- 
rer que dans un événement primaire, telle la collision, l’électron, 
animé d'une vitesse v — dr/dt, transmet à la particule massive son 
impulsion m dr/dt. Si le nombre moyen de collisions des électrons 
avec les particules lourdes par unité de temps est égal à v, il faut 
introduire dans l'équation du mouvement (64.12) un terme complé- 
mentaire vm dr/dt qui tienne compte de la variation correspondante 
de l'impulsion rapportée à l'unité de temps. Nous avons donc, en 
amplitudes complexes, au lieu de (65.1), 


— On + iOrn = LE, (65.6) 
d’où il est facile d'exprimer mm 
Puis, en déterminant la polarisation par le même procédé que 
précédemment, nous trouvons 
P e2N° 1 , 


nm OM @—iv "° 


(65.7) 
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Ainsi, au lieu de (65.5), nous avons 


e3N° 1 e2N° 1 : 
e — — Dear) GRR Re IEEE EEE 
x Eowm &—iv et e—1 Ej@m @—iV (65.8) 


ou encore, après la séparation des parties réelle et imaginaire de &: 


eN° ; eiN'v 
ET En | emo (ur 5 des. 


Dans un certain nombre de cas on utilise les formules approchées 
suivantes : 

e2N° . €2N'v 
eme eme 


e—1 (w2 5 v?) (65.9) 


et 
EN TN or): (65.10) 


ei Eomv? : EomOV 
La comparaison des parties imaginaires des égalités (65.8a) et 
(20.13) permet d’exprimer la conductivité du plasma: 


ir (65.11) 


m(@?+v3) ° 


65.3. Modèle du diélectrique. — Rappelons qu'en examinant 
le modèle statique du diélectrique (n° 64.1), nous avons considéré 
les charges liées comme des particules soumises non seulement à 
l’action du champ mais aussi à celle d’une force de « rétablissement » 
proportionnelle au déplacement et analogue à une force élastique. 
En désignant cette force par —Br, introduisons le terme correspon- 


dant Brm/m dans le premier membre de l'équation du mouvement 
(65.6) : 


— SF m + LOF m + rm = _ E.. (63.12) 


Il va de soi que le paramètre v n’a plus alors le sens de la fréquence de 
collisions de l’électron avec les particules lourdes. Cependant, en 
étudiant la polarisation d’un diélectrique, il est nécessaire d’intro- 
duire un terme supplémentaire: il décrit un certain « frottement » 
conventionnel, une force de « frottement ». En exprimant à partir 


de (65.12) l'amplitude complexe du déplacement rm et en passant 
comme précédemment à la polarisation, nous obtenons 


D (65.13) 


ES m  @i—fP/m—iov 
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D'où 
eN' 4 eN'/eom 


a et E À — ——"— 
om  D°—Di—iOV D2—@5—1IOV ? 


(65.14) 


où il est noté w° — f/m. 

La particularité essentielle présentée par le modèle dynamique 
du diélectrique ainsi construit est son caractère de résonance. I] est 
évident que w, est la pulsation propre du milieu et qu’une résonance 
se produit lorsque la pulsation « du phénomène électromagnétique 
est égale à cette pulsation propre. La figure 65.1 montre les courbes 
représentatives de e’ (w) — 1 et de e” (w) construites d’après (65.14). 
La première s'appelle courbe de dispersion et la seconde courbe d'ab- 
sorption (cf. fig. 58.3 représentant la 
courbe de résonance d'un système 
creux). On dit que la dispersion est 
normale si e” croît en même temps que 
la fréquence ; dans la région de réso- 
nance (entre le maximum et le mini- 
mum de la fonction €’ (w)) se trouve 
un tronçon de dispersion anormale. 

Pour toute une série de raisons 

Fio. 654 le modèle que nous venons de con- 

se sidérér s'avère trop simplifié. Cepen- 

dant dans le cas des gaz (pour une 

faible densité de particules), où l’interaction des dipôles ne 

modifie pas encore de façon substantielle la force agissante moyen- 

ne, ce modèle se montre plus satisfaisant. Etant donné les limites 

des concepts classiques, le modèle ne fait intervenir qu’une seule 

fréquence de résonance du milieu; ce qui n’est pas conforme à la 

réalité, car chaque molécule du milieu est un système caractérisé 

par un spectre infini de fréquences propres. Le modèle du diélectrique 
peut être précisé à partir des positions de la physique quantique. 


Exemples et exercices 


1. Ecrire l'expression du nombre d'onde pour une onde plane homo ène 
se propageant dans un plasma non absorbant et la comparer à l'expression de la 
constante de propagation d'une onde E ou d’une onde # Ces un guide d’ondes 
creux, par exemple). Quelles sont les analogies et les différences entre les deux 
phénomènes ondulatoires? 
| 2. Ecrire l’expression de la tangente de l'angle de pertes d’un plasma absor- 
bant. Etablir une formule du coefficient d'absorption d’une onde TEM bomo- 
gène dans le plasma. 

3. Examiner la variation des vitesses de phase et de groupe d’une onde TEM 
homogène dans un diélectrique pour des dispersions normale et anormale. 

4. A l’aide des données de référence, vérifier le coefficient numérique figu- 
rant dans la formule (65.5b). Ecrire les formules (65.8) à (65.11) avec des coeïfi- 
cients numériques analogues. 
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II. PROPAGATION DES ONDES RADIO-ÉLECTRIQUES 


$ 66. Généralités sur les lignes 
de radiocommunication 


66.1. Ondes radio-électriques dans l’espace libre. — Au sens large 
du mot, on peut appeler ondes radio-électriques toutes les ondes élec- 
tromagnétiques utilisées en radiotechnique, y compris dans les ap- 
pareils (en particulier, du type guides d'ondes) et dans les diverses 
lignes de transmission. Mais le sens principal de ce terme est plus 
étroit : par ondes radio-électriques on entend généralement des phéno- 
mènes électromagnétiques ondulatoires se produisant dans le milieu 
qui sépare l’antenne d'émission et l’antenne de réception, c'est-à- 
dire en milieux naturels. On peut dire que l’émetteur et le récepteur 
sont reliés entre eux par une certaine ligne de transmission «en 
dehors des appareils ». Nous l’appellerons ligne de radiocommunica- 
tion *). 

Commençons notre étude par le cas le plus simple où les antennes 
d'émission et de réception peuvent être interprétées comme des 
objets ponctuels placés dans l’espace libre qui ne contient aucun 
autre corps matériel. C’est une ligne de radiocommunication dite 
« parfaite ». Ainsi, soit un point À émettant un rayonnement électro- 
magnétique dans un milieu homogène et isotrope non absorbant. 
Si la densité de flux d'énergie était la même dans toutes les direc- 
tions, on pourrait prendre une surface sphérique S — 4nr° de cen- 
tre À et exprimer la puissance rayonnée moyenne P, de la façon 
suivante : 

P, = $ Ho ds = 4nr°Il (r). (66.1) 
S 
L'antenne hypothétique rayonnant uniformément dans toutes les 
directions porte le nom de radiateur isotrope. 

Quant aux antennes réelles, elles rayonnent, dans diverses direc- 
tions, différemment, c’est-à-dire inégalement. Si la puissance émise 
par une certaine antenne est comme précédemment P, et si elle 
produit en un certain point M (r, Ÿ, «) un flux d'énergie dont la 
densité est D , (8, x) fois la quantité II° (r), nous pouvons écrire 
en vertu de (66.1) 

Ir, Ÿ, «)—D,(8, a) P/anr?. (66.2) 


C'est l'expression de la densité de flux d'énergie de l’antenne à une 
distance r dans la direction de (8, a). Le facteur D , (8, œ)est égal 


1) On emploie aussi le terme de « voie de transmission radio-électrique ». 
Dans certains cas, on entend par ligne de radiocommunication l’ensemble des 
moyens de radiocommunications y compris les appareils d'émission et de récep- 
tion. 
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au rapport entre le flux de l’énergie rayonnée dans la direction don- 
née et le flux de l’énergie qui serait rayonnée par une antenne iso- 
trope (alimentée avec la même puissance) et s'appelle coefficient de 
directivité ou gain de l’antenne. Plus haut (n° 35.3; $ 40, exemple 4), 
nous avons déjà rencontré centaines applications de cette notion. 


Fig. 66.1 


Le champ de rayonnement local pouvant être considéré comme 
une onde plane homogène, utilisons les relations connues (n° 25.3 
ou n° 31.1) pour écrire 


M(r, 9, a)=y7 Ehlr, 0, a). (66.3) 


La grandeur £,, (ou VTT) en tant que fonction des coordonnées 
angulaires, est considérée comme caractéristique de directivité de 
l’antenne. On appelle caractéristique de directivité normée la fonc- 
tion 

F (8, à) = En (r, ©, &)/Em (r, Ÿ, &)max (r = constante) 
(66.4) 


{cf. n° 35.3). La courbe représentant cette fonction dans un plan ou 
dans un autre (par exemple pour æ — constante) est appelée le 
diagramme de rayonnement de l'antenne. Le diagramme de rayonne- 
ment du radiateur isotrope (fig. 66.1,a) est une circonférence 
{fig. 66.1,b). On peut imaginer une antenne dont le rayonnement est 
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entièrement concentré dans les limites d'un angle solide Q et ne 
dépend pas de la direction azimutale (fig. 66.1,c) ; son diagramme de 
rayonnement dans un plan méridien quelconque est montré sur la 
figure 66.1,d. Le maximum de rayonnement (D — D»:;) correspond 
à la direction des z (Ô = 0). En revenant à la formule (66.2) et en 
tenant compte de (66.3), nous obtenons l'expression de l'intensité 
Em (en valeur maximale ‘)}) du champ de rayonnement d'une cer- 
taine antenne d'émission 


Em(r, , a)=y/ Da DPAW, (66.5) 


Passons à l'étude de l’ensemble de la ligne de radiocommunica- 
tion. La figure 66.2 montre deux points À et B avec leurs repères 


Fig. 66.2 


sphériques (r, Ô, «) et (r’, 8”, «’). Soient À et B les points de loca- 
lisation des antennes émettrice et réceptrice. L'’antenne de réception 
(B) soutire au flux d'énergie, qui arrive vers elle dans la direction de 


(0, x) une puissance P, qu’il est commode de représenter sous la 
forme 


Ps=N(#, a) SB (0”, a") (66.6) 


(les coordonnées angulaires de la ligne joignant les points À et B 
sont Ÿ, &« dans l’un des systèmes et 0”, &’ dans l’autre). Le coeffi- 
cient S , est appelé surface effective ou surface de captation de l’an- 
tenne de réception pour la direction donnée. On démontre dans les 
cours d’antennes (v. par exemple [C.5]) que le coefficient de direc- 


1) On fait intervenir souvent dans la formule (66.5) la valeur efficace qui 
diffère de la valeur maximale (de l'amplitude) par le facteur 1/W 2. 


28—01469 


434 PARTICULARITES DES CHAMPS EN DIVERS MILIEUX [CH. VII 


tivité est lié à la surface de captation de l’antenne par la relation 
D = 4xS/}°? (66.7) 
(pour un cas particulier, la formule (66.7) a été obtenue au $ 40, 


exemple 4). Cette relation reste valable tant pour le régime de ré- 
ception que pour celui E émission. En remplaçant dans la formule 


(66.6) S 3 (0, «’) par 2 8 (®’, «’) et en exprimant II (, «) à 
l’aide de (66.2), nous RÉ 
5 __ DA(8. a) Dg(ÿ”. &')À° + A 


Cette relation caractérise la transmission de l'énergie dans une 
ligne de radiocommunication parfaite. 

66.2. Ondes radio-électriques dans des milieux naturels. — Les 
ondes radio-électriques sont excitées par les antennes d'émission au 
voisinage relatif de la surface terrestre et, plus rarement, lors de 
liaisons spatiales, à des grandes distances de la Terre. L’un des prin- 
cipaux problèmes posé pour établir des projets de systèmes de radio- 
communications ou d’autres systèmes utilisant la propagation des 
ondes radio-électriques est la détermination d’une puissance de 
l'émetteur assurant une puissance suffisamment élevée à la récep- 
tion (ou une intensité de champ dans la région de l’antenne de ré- 
ception). En ce sens, la formule (66.8) n’a qu’une application res- 
treinte; elle est bonne par exemple pour l'évaluation de lignes par 
trop étendues du type « cosmos-cosmos ». Il n’est pas rare que les 
lignes de radiocommunication réelles soient évaluées à l’aide de la 
relation : 

P, = fif) 2iee) ps ere" PTE CLS 0 (66.9) 
qui diffère de (66.8) par la présence du coefficient F*; F est appelé 
facteur d'affaiblissement. 1] faut cependant avoir en vue que dans 
la majorité absolue des cas il n'existe pas de procédés simples permet- 
tant de déterminer F avec une véracité suffisante. Etant donné la 
multiplicité, la complexité et la variabilité des facteurs naturels, 
l'analyse de la propagation des ondes radio-électriques pose des pro- 
blèmes très difficiles à résoudre. 

Il est évident qu’en milieux naturels les différentes directions de 
rayonnement sont loin d'être équivalentes. Supposons que l’antenne 
d'émission (4) et l’antenne de réception (B) soient placées à proxi- 
mité immédiate de la surface terrestre (fig. 66,3,a). Si la directivité 
de l’antenne À est telle que le rayonnement se produit principale- 
ment sous de petits angles par rapport à l'horizon, le caractère du 
phénomène ondulatoire excité dépendra fortement des propriétés du 
sol (ou de la surface de la mer). Par suite de l’absorption due au mi- 
lieu matériel le champ décroît beaucoup plus rapidement que dans 
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un espace libre (cf. (66.5)). À un tel phénomène on convient de don- 
ner le nom d'onde de sol. 

Mais, dans des conditions bien déterminées, la transmission radio- 
électrique de À à B peut aussi être réalisée facilement par un autre 
procédé, car la propagation des ondes radio-électriques peut être 
influencée de façon décisive par l’ionosphère. On appelle ainsi la 
haute atmosphère pour la frontière inférieure de laquelle on con- 
vient de prendre la surface sphérique située à une altitude de 60 km 
environ. Le gaz raréfié remplissant cette région de l’atmosphère est 
ionisé, et le degré d’ionisation du plasma ionosphérique croît d'abord 
avec l'altitude (ionosphère inférieure) pour décroître ensuite, or, 


lonosphère 


Fig. 66.3 


comme nous le savons (n° 65.1, 65.2), lorsque la concentration d'élec- 
trons libres V” augmente, la permittivité électrique du milieu dimi- 
nue ?). Ainsi, l'ionosphère inférieure est un milieu caractérisé par 
un coefficient de réfraction descendant verticalement. 

Le rayonnement émis par l'antenne À et représentant, au voi- 
sinage de la frontière de l’ionosphère, une onde localement plane 
peut être caractérisé à l’aide d’un rayon arrivant sous un certain 
angle 6, (fig. 66.3,b). Ce rayon subit une réfraction (n° 32.2) et peut 
revenir vers la Terre comme l'indiquent les figures 66.3,b et c. En 
partant de la formule (32.11) pour dn/dz<< 0, il n’est pas difficile 
de mettre en évidence l'effet de courbure de ce rayon. Un tel phéno- 
mène porte le nom d'onde ionosphérique. 

Le rôle de l’ionosphère est très important: elle constitue une 
sorte de miroir naturel. Grâce à de multiples réflexions sur l'iono- 
sphère et sur la Terre, les ondes radio-électriques peuvent se propager 
à des distances énormes en ne subissant qu’une absorption relative- 
ment faible. Mais pour des ondes suffisamment courtes, l’ionosphère 
cesse de jouer son rôle de réflecteur. En effet, comme le montrent 
les formules (65.8), pour © > w, et w © v le plasma, d’après ses 
propriétés électrodynamiques, ne diffère que très peu du vide. Cette 
circonstance peut elle-aussi être mise à profit puisque grâce à la 


. 1) En toute rigueur, il s’agit ici du module de la permittivité complexe, 
ue sn résultats obtenus en négligeant les pertes sont aussi satisfaisants 
n 1). 


28% 
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transparence indiquée de l'ionosphère les radiocommunications avec 
les objets cosmiques et la radioastronomie sont devenues possibles. 

Les couches de la basse atmosphère exercent elles aussi une cer- 
taine influence sur la propagation des ondes radio-électriques. La 
troposphère dont la frontière supérieure se situe à une altitude de 
l’ordre de 15 km concentre près de 80 % de la masse d'air. La réfrac- 
tion dans la troposphère est relativement faible ; elle devient notable 
à de grandes distances ; en revanche, des irrégularités fortuites de la 
troposphère peuvent jouer un rôle important. 

Dans ce qui précède nous n’avons énuméré que les facteurs natu- 
rels les plus importants. Par la suite, leurs effets seront étudiés 
plus en détail. 

66.3. Gammes d'ondes radio-électriques. — Les fréquences des 
oscillations électromagnétiques utilisées dans les appareils radio- 
électriques modernes occupent un domaine si étendu que les con- 
ditions de propagation des ondes radio-électriques correspondantes 
diffèrent fortement. C’est pourquoi les ondes radio-électriques se 
répartissent en une série de gammes d'après les fréquences (longueurs 
d'ondes). Cette classification se fait de telle manière qu’à l'inté- 
rieur de chaque gamme les conditions naturelles sont relativement 
uniformes, et qu'il devient possible d'indiquer des particularités 
caractéristiques de la propagation des ondes déterminées par les 
facteurs physiques prédominants. 

On distingue cinq gammes principales d’ondes radio-électriques : 

1. Ondes très courtes et ultra-courtes (OUC) : 10-% à 10 m (3-105 
à 3-10 MHz); 

sous-gammes : 

ondes millimétriques : 1 à 40 mm (3-10° à 3-10 MHz), 

ondes centimétriques : 4 à 10 cm (3-10* à 3-10 MHz), 

ondes décimétriques : 10 cm à 1m (3-103 à 3-10° MHz), 

ondes métriques : 1 à 10 m (3-10? à 3-10 MH). 

2. Ondes courtes (OC): 10 à 100 m (3-10 à 3 MHz). 

3. Ondes moyennes (OM): 100 m à 1 km .(3- 10% à 3-10? kHz). 

4. Ondes longues (OL) : 1 à 10 km (3-102 à 3-10 kHz). 

5. Ondes très longues (OTL) : 10 à 100 km (3-10 à 3 kHz). 

Bien entendu il existe des ondes radio-électriques plus longues 
ou plus courtes que celles indiquées ci-dessus. Les ondes ultra-cour- 
tes sont mises en œuvre au fur et à mesure du développement des 
moyens de production des oscillations électromagnétiques à des 
fréquences de plus en plus élevées. Il y a une vingtaine d’années se 
produit un événement important grâce à l'invention des généra- 
teurs optiques quantiques (lasers), on a pu utiliser des oscillations 
électromagnétiques cohérentes correspondant au spectre optique. 
On peut donc dire que la technique dispose d'ondes radio-électriques 
de la gamme optique où se distinguent les sous-gammes suivantes: 

4. Domaine ultra-violet :107* à 4-10-* mm (3-10% à 7,5-105 MHz). 
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2. Domaine visible de la lumière : 4-10-* à 7,5-107* mm (7,5: 108 
à 4-10$ MHz). 

3. Domaine infrarouge: 7,5-10-* à 1 mm (4-10° à 3-10° MHz). 

Les particularités les plus essentielles de la propagation des diffe- 
rentes gammes d'ondes sont déterminées par les caractéristiques fré- 
quentielles de la surface terrestre et de l’ionosphère. 

Dans des gammes d'ondes très longues et longues les divers sols 
se comportent le plus souvent comme des conducteurs; ceci est 
vrai à plus forte raison pour tous les plans d’eau. Par exemple, en 
prenant au tableau 5.2 pour le sol sec & — 10% S/m pour € = 4 et 
une fréquence égale à 10° Hz, nous trouvons tg À = 45. La profon- 
deur de pénétration dans l’ionosphère des ondes longues est faible, 
car aux basses fréquences, lorsque la concentration électronique 
augmente, la permittivité du plasma subit une brusque variation 
(n° 65.1, 65.2). C'est pourquoi la surface terrestre et la frontière 
de l’ionosphère réfléchissent les ondes sans absorption notable, en 
se comportant comme les parois d’un guide d'ondes. En même temps, 
les ondes très longues sont les plus favorables par exemple pour les 
liaisons avec des objets sous-marins, parce que la profondeur de 
pénétration A° (30.10) croît lorsque la fréquence diminue. 

Les ondes moyennes sont beaucoup plus fortement absorbées 
par le sol et pénètrent plus profondément dans l’ionosphère en subis- 
sant l'influence de ses variations journalières. Comme il sera expli- 
qué par la suite, il en résulte une absorption pratiquement totale 
de l’onde ionosphérique de cette gamme durant le jour. 

L'ionosphère joue un rôle extrêmement important dans la pro- 
pagation des ondes courtes. Dans cette gamme, l’onde de sol est 
rapidement absorbée. Mais, en pénétrant profondément dans l’iono- 
sphère et en subissant des réflexions multiples alternatives sur les 
couches ionisées et sur la Terre, les ondes courtes couvrent pratique- 
ment toutes les distances avec un faible amortissement. En com- 
parant les liaisons en ondes longues et celles en ondes courtes, on ne 
peut pas tenir compte du fait que dans le premier cas les antennes 
d'émission ont de grandes dimensions et sont d’un rendement très 
médiocre. Les communications lointaines en ondes courtes sont 
assurées avec des émetteurs de faible puissance. Pourtant, la variabi- 
lité de l’ionosphère a pour conséquence une faible stabilité des 
liaisons en ondes courtes. 

Les ondes ultra-courtes se distinguent par le fait qu'aux environs 
de la frontière de cette gamme, l’ionosphère cesse de retourner le 
rayon réfracté vers la Terre. En général, les ondes de cette gamme 
ne se propagent que dans les limites de la visibilité directe. Mais 
certains phénomènes troposphériques (et ionosphériques) peuvent 
provoquer une propagation lointaine des ondes ultra-courtes. En 
outre, pour les raisons indiquées plus haut, les ondes de cette gamme 
sont irremplaçables pour les liaisons avec les objets cosmiques. 
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Exemples et exercices 


1. Dans les calculs d'ingénieur, la formule (66.9) est généralement mise sous 
forme logarithmique : elle exprime toutes les grandeurs en dB (n° 24.3). A cet 
effet, les logarithmes décimaux sont multipliés par 10. Si la puissance était 
mesurée initialement en [W}, on emploie pour la grandeur 10 Ig P la désigna- 
tion [dBW']. 

Calculer la puissance PA de l'émetteur sachant que P, = 10-12? W, D, = 
= 50 dB, DB — 50 dB, F = —20 dB, r = 10 km, À = 3 cm. 

2. En se servant des données numériques du tableau 5.2, évaluer : 

a) les limites de variation de tg A pour différents milieux naturels aux 
frontières des gammes d'ondes; 

b) les profondeurs de pénétration A9 pour l’eau de mer dans toutes les gam- 
mes d'ondes. 


$S 67. Influence de la surface terrestre. 
Approche générale du problème 


67.1. Problèmes de simulation de la surface terrestre. — La Ter- 
re, entourée de son atmosphère, représente un milieu hétérogène 
complexe !). Néanmoins, même si les phénomènes de propagation 
des ondes radio-électriques dans ce milieu sont complexes, on peut 
se livrer à l'examen de certains problèmes relativement indépendants 
les uns des autres. Par exemple, il est important d'analyser l'in- 
fluence de la surface terrestre dans l'hypothèse où l’espace circum- 
terrestre est homogène. Comme cela a été dit plus haut ($ 66), dans 
certains cas, l’atmosphère n'’exerce pas d'influence notable sur les 
radiocommunications; les ondes radio-électriques sont alors dites 
ondes de sol. 

Les propriétés des sols peuvent être très variées et près de 70 % 
de la surface terrestre est couverte d’eau. Si l’on tient compte aussi 
des montagnes, des forêts, des immeubles, etc., il devient évident 
que le problème de la propagation des ondes de sol ne peut être posé 
que sous une forme simplifiée. Cependant, en construisant une théorie 
en vue de la simulation des conditions de propagation, on ne doit 
admettre que des idéalisations qui reproduisent les traits essentiels 
avec une véracité satisfaisante. 

L'influence due au relief de la surface terrestre et aux détails du 
sol dépend du rapport qui existe entre les dimensions des irrégularités 
et la longueur d'onde. Supposons qu'une onde plane vienne frapper 
la surface de séparation entre deux milieux de forme complexe dont 
l'écart par rapport au plan ne dépasse pas une hauteur (fig. 67.1). 
C'est un objet de diffraction et la question posée est celle de l'écart 
entre le champ de diffraction et l’onde plane qui serait réfléchie par 
une surface plane et. en particulier, de la variation de phase du 
champ de diffusion dans le plan hypothétique du front d’une telle 


1) Comme nous le verrons au $ 72, ce milieu est aussi anisotrope ; l'aniso- 
tropie de l'ionosphère est due à l’influence du champ magnétique terrestre. 
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onde (ligne BB” en trait interrompu sur la figure 67.1). Les éléments 
distincts de la surface de séparation sont analogues à des radiateurs 
élémentaires dont les phases sont déterminées par l'onde incidente, 
on peut donc essayer d'évaluer les différences de phase dans le plan 
qui nous intéresse en comparant les champs de rayonnement corres- 
pondants. Deux éléments voisins, mais séparés d'une distance maxi- 
male suivant la verticale de la surface irrégulière, sont analogues à 
des radiateurs (ou à des éléments de surface réfléchissants) placés 


(0) () 
r ; 
ù 4 4 ' A 
S° 
Q 


FL Ÿ 
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r, AX gl 7 : 
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A2 7/2 
Fig. 67.1 


suivant la verticale 
pondante est égale 
AQB, c'est-à-dire 


à une distance À. La différence de phase corres- 
à la différence des chemins optiques 4’Q'B° et 


Ag = 2H AI == cos à. (67.1) 


Si kÀ € À, alors Ag = 0, on peut donc conclure, en négligeant les 
écarts de phase, que les irrégularités de la surface de séparation ne 
se manifestent pas. La formule (67.1) montre que l'influence des irre- 
gularités diminue non seulement avec leur hauteur, mais aussi au 
fur et à mesure que l'incidence de l’onde devient de plus en plus 
rasante. On convient de considérer comme justifiée la négligeance des 
irrégularités de la surface frontière jusqu'à des écarts de phase A 
de l’ordre de x/2. La profondeur correspondante des irrégularités est 
d'après (67.1) 

h << 2.18 cos 6. (67.2) 


Dans des gammes d'ondes moyennes et longues une région boisée 
ou mème une ville peut être considérée comme une surface plane 
caractérisée par certains paramètres électrodynamiques équivalents, 
par exemple, par le coefficient de réflexion pour une onde de telle 
ou telle polarisation donnée. En revanche, pour les ondes centimétri- 
ques, une pierre ou un buisson isolé doit être considéré comme objet de 
diffraction. 
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Les mesures des propriétés de divers sols et de l’eau de mer à 
l'échelle de régions géographiques ainsi que l'étude des paramètres 
électrodynamiques équivalents de divers terrains sont effectuées 
depuis longtemps, et à une large échelle, dans presque tous les pays 
du monde. Les résultats de ces mesures et études sont publiés dans 
des ouvrages spécialisés et sont utilisés pour l'établissement des 
projets de lignes de radiocommunication. 

67.2. Région dominante d’une ligne de radiocommunication. — 
La grande variété de facteurs physiques intervenant aux divers 
endroits du globe terrestre pose une importante question quant à la 


mesure dans laquelle il convient de tenir compte simultanément de 
tous ces facteurs. Quelle est la région de l’espace qui exerce une 
influence considérable sur la transmission radio-électrique ? 
Soit une onde plane se propageant dans un milieu homogène 
illimité, de sorte que le champ, en un certain point d'observation W, 
se caractérise par des intensités Æ, H. Afin d'étudier la variation de 
ces grandeurs en fonction du phénomène électromagnétique se dérou- 
lant dans des régions éloignées de l’espace, supposons que l'onde 
rencontre sur son trajet un écran percé d'orifice (fig. 67.2. a); la 
forme de cet orifice peut être rectangulaire. Nous avons alors au 
point M, un champ de diffraction qui a été examiné au $ 41. Comme 
nous l’avons vu au n° 41.2, si l’orifice a des dimensions suffisam- 
ment grandes, le champ à droite de son point milieu ne diffère prati- 
quement pas de l’onde incidente. Soulignons que les grandeurs’ à 
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évaluer sont les « dimensions d’onde » déterminées par les formules 
(41.6), c'est-à-dire pour une dimension transversale d[de l’orifice, 
la dimension d'onde correspondante doit être grande 


d= d/V F2, (67.3) 


où z est, dans le cas considéré, la distance au point d'observation A7 
(v. aussi n° 41.3). Supposons que le champ au point .W en présence 
de l'écran ne diffère pas (avec la précision voulue) du champ sans 


écran, lorsque d = C. Cela signifie que pour 
d=CVXx (67.4) 


n’est occultée qu’une partie « inessentielle » du champ. Plus courte 
est À, plus étroit est l’orifice admissible; pour À —+ 0 il devient 
infinitésimal et on peut dire qu’il sélectionne un rayon. Ïl est naturel 
d'en conclure qu’à la formation du champ d'onde plane au point À/ 
ne participe activement qu’une partie du champ total, partie con- 
centrée dans un certain canal spatial. Nous appellerons ce canal 
région dominante (déterminante) ?). 

Quelle est la forme de la région dominante si la ligne de radio- 
communication est parfaite ? Pour répondre à cette question l’analyse 
effectuée au $ 41 est insuffisante, car l'onde qui nous intéresse 
n'est plus plane mais sphérique. Ainsi, soit une onde sphérique 
émise en un point @ (antenne d'émission) et induite en un 
point M (antenne de réception). Supposons comme précédem- 
ment que sur le trajet de cette onde soit placé un écran trans- 
versal percé d'orifice (fig. 67.2, b) et proposons-nous d'étudier 
l'influence de cet écran sur le champ au point M. Si le point 
Q est à grande distance de l'écran, l'amplitude de l'onde sphérique 
reste pratiquement constante dans le plan de l'orifice; pour ce 
qui est de la phase, ses différences en divers points du plan (P, et 


P:, par exemple) sont en général importantes. En désignant OP, = r 


et OP, — Z (distance Ja plus courte), nous avons r — 
= V (x'}° + (y’}° + 2°, où z’ et y’ sont des coordonnées transversales 
du point P,. Il est évident (cf. n° 41.1) que r = 3 + ETLCE + 
+ ... 11 nous suffit maintenant, pour déterminer le champ de dif- 
fraction de l’onde sphérique par l'orifice, d'apporter de petites modi- 
fications dans les formules obtenues au $ 41. En effet, sous le signe 
de l'intégrale (41.1) doit figurer le facteur complémentaire 
… (x’)+ (n°) 
ne” an A 
enr — eh: e 22 : 
qui reflète la variation de phase de l'onde incidente dans l'orifice, 


3) Il n'existe pas à l'heure actuelle de terme communément admis ; on dit 
aussi « région substanticlle pour la propagation des ondes radio-électriques ». 
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c'est-à-dire 


, ikA e-th(ztD 
ü 27 3 


9 


X \ | e =. 2 
-a/2 -b/2 


0 9 x)? y") 52 °,2 
a/2 by ir [ x°)2+(u—y") + IEC) | 


dzx' dy’. (67.5) 


Les coordonnées du point d'observation Af étant x = 0, y = 0, 
l'exposant de l’exponentielle sous le signe de l’intégrale prend la 


forme —ik VE (2+2) .. L'intégrale se sépare, de 


même que dans le n° 41.1,en deux intégrales de forme identique (par 
rapport à z’ et y’); l’une de ces intégrales est: 


a/2 … (x): | a/2 (x°)2 

; ik 2 (=) ’ MAI ATEN U 
| e # Ni 2/7 4xr' — e  2:/G+2) gx". 
_a/2 -a/2 


Comparée à la diffraction de l'onde plane ($ 41) où le terme 1 /z 
ne figure pas dans l’exposant de l’exponentielle, la différence s’est 
ramenée à l’emploi de la quantité 2z/(z + z) au lieu de z. Ainsi, pour 
pouvoir calculer le champ de diffraction E;, au point M, il suffit 
d'apporter des modifications évidentes dans les formules définitives 
obtenues au $ 41. Nous n'avons pas besoin d'écrire ces résultats. Il 
faut seulement obtenir les nouvelles expressions des dimensions 


d'onde, en remplaçant z par zz/(2 + z) dans les formules (41.6). Ce 
remplacement étant effectué, nous aurons au lieu de (67.3) 


=a[ Vi (67.6) 


et, en posant la dimension d'onde minimale admissible d égale à C, 
nous trouverons 


d=C ES (67.7) 
: +5 
(cf. (67.4)). 

Nous avons obtenu l'expression donnant la dimension de l’orifice 
pratiqué dans l’écran pour laquelle l'effet d'écran peut être considéré 
comme inessentiel. On voit que cette dimension dépend de l’emplace- 
ment de l'écran. Pour interpréter physiquement le résultat obtenu, 
remarquons que z + 3 est la distance QM = A entre les antennes 
d'émission et de réception et introduisons (fig. 67.2, c) un système 
de coordonnées cartésiennes (£, n) en faisant coïncider son origine 
avec le milieu de cette distance. Soit P (E, n) un point situé sur le 


bord de l’orifice. En remarquant que z = A/2 + E, z — A/2 — E 
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et d = 2n, effectuons les substitutions correspondantes dans (67.7) 
pour obtenir, après quelques transformations simples, l'équation 
suivante | . 
2 n° A _— 
S+h=1(4=—., B=—VTA). (67.8) 
C'est l'équation d'une ellipse qui représente le lieu géométrique des 
points de bord de l’orifice dans un écran « sans effet ». En d’autres 
termes, cette ellipse donne le tracé de la section longitudinale de la 
région dominante de la ligne de radiocommunication (fig. 67.2, c). 
L'analyse de (67.8) montre que les points Q et M se situent aux 
extrémités du grand axe de l’ellipse. Quant au petit axe 2B de 
l'ellipse, il diminue, comme il fallait s’y attendre en même temps 
que la longueur d'onde À. Du fait de la symétrie axiale du système 


ç= const 


a) C) 
Fig. 67.3 


entier la région dominante est de toute évidence un ellipsoïde de 
révolution. Lorsque À — 0, il dégénère en un segment de droite. 

67.3. Suite de l’étude de la région dominate. — La figure 67.3 
montre les zones de Fresnel sur le front sphérique d'une onde qui 
se propage à partir du point Q (cf. n° 41.3); leurs frontières sont des 
circonférences décrites sur la sphère par un segment radial ayant 
pour origine le point M et pour longueur r = 2: + nÀ/2 (n = 1,2,...) 
Soient, sur la figure 67.3, a, respectivement r et r, les distances de 
Q et de A7 au bord de l'orifice de dimension d dans l'écran qui dé- 
coupe x zones de Fresnel. Alors, 


rtr=5+z+n/2. (67.9) 


Comme la quantité figurant dans le second membre est constante, le 
déplacement longitudinal de l'écran fera glisser son point extrême 
sur une ellipse dont les foyers sont aux points Q et Af (lieu géométri- 


que des points dont la somme des distances r + r à Q et M est cons- 
tante, fig. 61.3, b). 
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Afin de comparer avec ce qui précède, utilisons les égalités appro- 
chées suivantes: 


ja pa)? 
Tr = 2+ | ) mi+ (5) : 
En les introduisant dans (67.9), nous obtenons 
n?. = (4/2)? (1/2 + 1/2) 


a=2Vñ/1 —. (67.10) 


2+: 


et donc 


En désignant : 
C=2Vn, (67.11) 


nous voyons que le résultat obtenu (67.10) coïncide avec la relation 
(67.7) examinée plus haut. 

La coïncidence des formules (67.10) et (67.7) signifie que nous 
sommes revenus à une description de la région dominante à l’aide 
de l'équation (67.8); le profil elliptique correspondant est montré à 
titre de comparaison sur la figure 67.3, c. En réalité, la différence 
entre les ellipses des figures 67.3, b et c n’est pas essentielle car les 
deux ellipses doivent être fortement allongées !). 

Soulignons que du fait de l'inégalité C © 1 (v. plus haut n° 67.2) 
la région dominante doit contenir un nombre considérable de zones 
de Fresnel (cf. n° 41.3); ceci découle immédiatement de (67.11). 
Cependant, il n'est pas rare que pour évaluer pratiquement les 
conditions de propagation des ondes radio-électriques, on se con- 
tente de construire une région ellipsoïdale qui ne contienne qu'une 
seule zone de Fresnel (n = 1, C = 2); on s'assure aisément que l'es- 
pace situé en dehors d’une telle région exerce une influence considé- 
rable sur la transmission directe de l'énergie électromagnétique. 

En effet, prenons une spirale de Cornu à grande échelle et utili- 
sons-la pour comparer les densités de flux d'énergie pour diverses 
dimensions des orifices. Pour trouver les extrémités du segment figu- 
ratif, on utilise l'échelle de quantité w V 2/1 (les traits de repère 
sur la courbe) où w est calculé à l’aide de l’une des formules (41.3) 
figurant dans la deuxième ligne, en posant x (ou y) égal à zéro. en 
remplaçant z par zz (2 + z) 1 et a (ou b) par d. Pour C = 2, les extré- 
mités du segment sont situées aux points w V'An = + V9:ilse 
trouve que le rapport des segments pour € = 2 et C — (absence 
d'écran) est égal à environ 1,25 (v. aussi fig. 67.4), ce qui correspond 


1) Les expressions approchées de r et de r utilisées pour établir l'égalité 
(67.10) et pour analyser l'intégrale (67.5) ne seront valables que dans ce cas. 
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à un rapport de flux d'énergie égal à (1,25)° = 2,4. Tel est l’effet 
d'écran par rapport à un espace libre. Un fait non moins important 
est que lorsque la dimension de l’orifice augmente (à partir de la 
dimension de la première zone de Fresnel), le champ observé subit 


de fortes oscillations en atteignant son maximum pour w V2/x 
= 19 (C& 2,7). La longueur du segment figuratif est ici égale 
à environ 60 % de celle du segment initial (pour € = 2) et donc le 
flux d’énergie tombe à environ 13 %. 

67.4. Optique géométrique et théorie de la diffraction dans l’ana- 
lyse de la propagation des ondes radio-électriques. — La notion de 
région dominante facilite la compréhension des traits généraux qui 


a) 
Fig. 67.4 


caractérisent le phénomène de propagation des ondes radio-électriques 
dans les différentes conditions existant au-dessus de la Terre. On 
établit les domaines de validité des méthodes fondées sur le concept 
d'ondes localement planes et de leurs rayons correspondants. 

Commençons par examiner le cas idéal où la source Q de l’onde 
sphérique et le point de réception M se situent dans un espace homo- 
gène illimité; c’est pour ce cas à proprement parler qu'a été élaboré 
le concept de région dominante. La transmission de l'énergie de Q 
à A1 est entièrement caractérisée par le phénomène se déroulant dans 
cette région (en trait interrompu sur la figure 67.5, a), alors que 
pour calculer le champ au point W il suffit de tenir compte seulement 
du rayon direct OM ; d’autres directions de transport d'énergie et 
les rayons qui leur correspondent (QM” et QM” par exemple) ne 
jouent aucun rôle. 

Parmi les divers cas d'implantation d'antennes au-dessus de la 
Terre, le plus simple est celui où elles sont suffisamment surélevées, 
de sorte que pour le rayon QM la région dominante s'étend en dehors 
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de la surface terrestre (fig. 67.5, b). À la différence de la ligne de 
radiocommunication idéale (fig. 67.5. a) on doit alors tenir comrte, 
en plus de la transmission directe de Q à M, du rayonnement renvoyé 
par la Terre et peut-être par l’ionosphère. Puisqu'à de grandes dis- 
tances de Q l'onde sphérique se transforme en une onde localement 
plane, nous sommes en droit d'appliquer les lois de l’optique géométri- 
que, c'est-à-dire de considérer qu’au point À/ arrive un certain rayon 
QOM'M réfléchi sur la surface terrestre suivant la première loi de 
Snellius. En calculant l'amplitude correspondante du champ. on 
tient compte premièrement de la variation du champ avec la distance 


c) 


de Q (le long du rayon) suivant la loi de l'onde sphérique et, deuxième- 
ment, de l'effet de la réflexion; le coefficient de réflexion peut être 
déterminé par les formules de Fresnel ou mesuré sur le terrain. 

‘[1 faut pourtant faire de sérieuses réserves. Comme il est déjà 
indiqué au n° 67.1, la surface terrestre ne satisfait au critère de 
planéité que dans des cas déterminés ; en outre, elle est en général 
hétérogène. Or, l’application du concept de réflexion (et l’introduc- 
tion du coefficient de réflexion) n'aura de sens que si un voisinage 
quelconque du point d'arrivée du rayon (” sur la figure 67.5, b) 
est plan et homogène. Quelles sont donc les dimensions de ce voisi- 
nage ? Pour répondre à cette question, construisons la région domi- 
nante correspondant au rayon brisé QM”"M (fig. 67.5, b) ; à cet effet, 
rectifions-le d'abord en imaginant sa prolongation au-delà de la 
surface frontière entre deux milieux. Il est évident que la surface 
réfléchissante doit satisfaire aux conditions de planéité et d'homo- 
généité là où elle coupe la région dominante. 

L'interprétation en optique géométrique que nous venons de 
considérer n'est plus applicable lorsque les antennes sont placées 
au voisinage immédiat du sol et que la région dominante ne se situe 
pas en totalité au-dessus de la surface terrestre comme il est indiqué 
sur la figure 67.5, c. Pour évaluer la propagation des ondes radio- 
électriques, il faut alors résoudre un problème électrodynamique aux 
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limites d’excitation du champ électromagnétique par une certaine 
source (antenne d’émission) au voisinage d’un corps qui simule la 
Terre. Un tel problème se range dans la classe des problèmes de 
diffraction !). 

Enfin, il peut arriver que les ondes radio-électriques rencontrent 
sur leur trajet un obstacle manifeste dont les dimensions sont beau- 
coup plus grandes que la longueur d'onde (immeuble, chaîne de 
montagnes, etc.). Un tel obstacle constitue un objet de diffraction 
(fig. 67.6, a) qu’on considère de façon simplifiée comme le bord de 


1? 

_IL M 
f7 Q 

7. 


a) b) c) 
Fig. 67.6 


l'orifice dans l'écran (fig. 67.6, b). Si l'onde qui se propage peut être 
prise pour une onde tombant suivant la normale à l'obstacle, l’in- 
tensité du champ derrière l'obstacle est répartie suivant une loi 
connue ($ 41) représentée graphiquement sur la figure 67.6, b. Il est 
remarquable qu’au voisinage du bord de l'obstacle on observe une 
région « d'amplification » du champ (premier maximum de diffrac- 
tion). Or, généralement les choses ne se passent pas aussi simplement, 
en particulier à cause de l'influence due à la Terre. Lorsque les 
antennes sont à des distances relativement petites de l'obstacle, on 
tient compte des réflexions sur la surface terrestre selon le schéma 
représenté sur la figure 67.6, c; on considère donc la diffraction de 
deux ondes: de l’onde directe et de l’onde réfléchie sur la Terre et 
on tient aussi compte de la diffraction du champ de diffraction. 


Exemples et exercices 


1. Pour quelles gammes d'ondes la surface d’une ville moderne peut-elle 
être considérée comme plane d’après le critère (67.2)? Admettons que les angles 
d'incidence (comptés à partir de la normale) sont supérieurs à 40°. 

2. En se servant de la spirale de Cornu, étudier l'influence de l'écran sur 
la transmission directe de l'énergie électromagnétique lorsque le côté de l’orifice 
carré est égal au diamètre de la dixième zone de Fresnel. Comparer les densités 
de flux d'énergie au point d'observation en présence et en l'absence d'écran. 


1) On a en vue la diffraction de l’onde émise par l'antenne et déterminée 
par sa source. 
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Déterminer l'amplitude des oscillations de cette grandeur lorsque l'orifice 
s'élargit. 

3. En posant la valeur minimale admissible du paramètre C dans la for- 
mule (67.7) comme égale à 6, calculer la dimension transversale maximale de la 
région dominante, sachant que la longueur de la ligne de radiocommunication 

= 100 km et la longueur d'onde À = 6 m. 


$ 68. Ondes de sol 


68.1. Modèle élémentaire de la ligne de radiocommunication. 
— Rappelons que l’on parle de la propagation des ondes de sol 
lorsque l'influence de l’ionosphère ne: se manifeste pas. Quant à 
l'effet de la troposphère (en général beaucoup plus faible), on n’en 
tiendra pas compte pour l’instant. Nous avons déjà discuté au n° 67.4 
les conditions qui permettent d'analyser la propagation des ondes 

à de sol à partir de l'optique géo- 

à métrique : les antennes d'émission et 
de réception sont très surélevées, 
si bien que la région dominante se 
situe en totalité au-dessus de la 
Terre. Supposons, de plus, que la 
distance entre les antennes est'très 
inférieure au rayon de la Terre, 

Fig. 68.1 de sorte que la courbure terres- 

tre peut être négligée. La surface 

terrestre est aussi supposée plane et homogène dans un voisinage 

suffisamment grand du point d'arrivée du rayon après la réflexion. 

Toutes ces hypothèses faites, il n'est pas difficile d'étudier la pro- 

pagation des ondes de sol et d'obtenir des formules caractérisant la 

transmission de l'énergie électromagnétique par la ligne de radio- 

communication. Nous dirons que nous avons dans ce cas affaire à 

un modèle (mathématique) élémentaire de la ligne de radiocommunica- 
tion. 

Reportons-nous au schéma de la figure 68.1. Pour déterminer 
le champ résultant total au point Af, il faut considérer la super- 
position de deux ondes dont l’une est formée lors de la propagation 
directe de l’énergie électromagnétique de Q à Àf et l’autre lors de la 
réflexion. Le champ résultant est donc défini par l'égalité 


E, 2 E.. (6S.1) 
où 
: DO a PW ein | 
Dont ee (68.2) 
et 
; “D. \PW o=ikre 
Eve = ep V POS DEN OU, (68.3) 


27 r 
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Les deux amplitudes complexes E,,, et EE, sont donc obtenues à 
partir de l'expression (66.5), à une phase initiale inessentielle près. 
Les expressions de ces amplitudes font intervenir les retards de phase 
le long des trajets r, (onde directe) et r, = r, + r, (onde rerayonnée) 
ainsi que les vecteurs unitaires e,, et €, indiquant la direction du 
vecteur intensité de champ électrique dans les deux cas; elles tien- 
nent compte de la différence entre les coefficients de directivité D 
pour des directions caractérisées par les angles 8, et 8, ; le facteur p 


figurant dans l'expression de E,,, est un coefficient de réflexion 
déterminé à l’aide des formules de Fresnel. 

En fait, les formules (68.1) à (68.3) résolvent le problème de 
l'évaluation d’une ligne de radiocommunication ; ces formules com- 
portent une interprétation physique simple et revêtent une forme 


Z M 


Fig. 68.2 


mathématique élémentaire. Pour les calculs d'ingénieur on utilise 
diverses variantes simplifiées des expressions du champ résultant, 
qui correspondent aux conditions typiques de propagation des ondes 
radio-électriques. 

Soit par exemple une antenne émettrice de hauteur relativement 
petite (k, € r,). On aura (fig. 68.2, a) 8, = 0, = 8 et r, = r1 + 
+ 2h, cos , = r + 2h, cos Ÿ (on a noté r, = r). Si la polarisation 
est perpendiculaire, on aura e,, = 2 (ce vecteur est normal au 
plan du dessin). En polarisation parallèle, l’orientation des vecteurs 
en et €0- est montrée sur la figure 68.2, b (cf. e° et e- sur la figure 
27.3, a) ; pour une incidence rasante, où la direction du rayon réfléchi 
est voisine de la direction horizontale, on a e,, = e,:. Par suite, 
quel que soit le type de polarisation, nous pouvons écrire selon les 


29—01169 
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formules (68.1) à (68.3) 
Ê, = Ey(1+pe-i2khcose), (68.4) 


2 DRE TE 
Ë,=eV 202Pe sen 


Fr 


et ep1 = 202 La validité des expressions obtenues dépend du degré 
de réalisation des inégalités approchées qui ont été utilisées pour 
les établir. Elle peut être facilement compromise si les antennes sont 
très directives, par exemple lorsque les valeurs de D (ÿ,, a) et 
D ($;, «) se trouvent essentiellement différentes bien que les angles 
Ÿ, et Ô, soient voisins. 

En calculant par les formules de Fresnel (27.13) et (27.19) p comme 
D, ou comme p,, nous constatons que pour l'incidence rasante 
(8 = 90°), le coefficient de réflexion est dans les deux cas voisin 
de —1. C’est cette valeur qu’on introduit généralement dans (68.4): 
on obtient 


EL =i2Ee-itmcost sin (kh, cos 8). (68.6) 


Puisque la phase est sans importance, récrivons cette égalité par 
rapport à la valeur maximale 


En = 2E, | sin (kh, cos Ô) |. (68.7) 


La petitesse de la quantité cos Ÿ permet de remplacer (68.7) par la 
formule 


En = 2E,kh | cos Ÿ |. (68.7a) 


On peut encore tenir compte du fait que dans les calculs précé 
dents il est plus correct de prendre au lieu de cos Ÿ la moyenne arith- 
métique de cos Ÿ = cos 8, et cos 8” où €” est l’angle QQ'’AJ, c'est-à- 
dire 


COS Ÿ —> 


2 2 


(fig. 68.1). En remplaçant dans (68.7a) cos © par k,/r, nous obtenons 
la formule de Védenski 


cos Ÿ + cos Ÿ” _l ( Rho—h ' Ra+bh: ] ne ha 


r1 ' ro r 


En = 2Eçk "2 — 2e, 4 Th ee. (68.7b) 


Elle présente un intérêt car elle montre sous une forme explicite la 
croissance de l’affaiblissement du champ avec la distance par suite 
de l'influence de la surface terrestre (dans le cas de l'incidence rasan- 
te): —1/r°, au lieu de —1/r dans l’espace libre. C’est une consé- 
quence de l'opposition de phase entre l’onde réfléchie et l’onde di- 
recte; par suite, la différence de phase entre le rayon direct et le 
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rayon rerayonné est d'autant plus proche de 180° que la différence 
entre r, et r, est plus petite. 

Les formules obtenues sur la base des relations initiales (68.1) 
à (68.3) sont souvent appelées « formules d’interférence » parce que 
le champ résultant au point de réception est produit par l’interfé 
rence de deux ondes. Les formules d'interférence approchées (68.4) 
à (68.7) sont commodes pour des évaluations simples; on ne devra 
cependant pas oublier qu'elles ne sont pas toujours applicables. 
Signalons par exemple que s’il s'agissait d’un plan réfléchissant 
parfaitement conducteur, on obtiendrait de (27.13) exactement 
p, — —1, alors que de (27.19) on obtiendrait p, — +1 au lieu 


Fig. 68.3 


de —1, ce qui signifie que le rayon rerayonné est en phase avec le 
rayon direct (pour de faibles angles e,, = e,,). Dans de telles con- 
ditions, le passage de (68.4) à (68.6) n’est pas justifié et, finalement, 
au lieu de (68.7) on obtient la formule suivante: 


En = 2E, | cos (kh, cos Ô) |. (68.8) 


Bien qu'un tel cas soit pratiquement impossible, il faut avoir en 
vue que lorsque la surface de séparation est conductrice (surtout 
dans le cas de la surface de la mer), la quantité W, entrant dans 
(27.19) peut être très petite en module. C’est pourquoi, en polari- 
sation parallèle, le passage de (68.4) à (68.6), (68.7) sera justifié 
dans le domaine des valeurs de cos (cos o dans les formules de 
Fresnel) sensiblement plus faibles qu'en polarisation perpendiculaire. 
Lorsque cos Ÿ (cos @ dans (27.19)) augmente pour une faible valeur 
de W,, on tombe rapidement dans le domaine de validité de la 
formule (68.8). 

L'une des restrictions que comporte la validité de la formule de 
Védenski est liée à la distance entre les antennes. Soient des antennes 
relativement voisines et de même hauteur À (fig. 68.3, a) et les 
égalités D (:, «) = D (8,, a), p = p: = —1, 1/r, = 1/r, (facteur 
d'amplitude) supposées réalisées avec une précision satisfaisante. 


De (68.1) à (68.3) nous déduisons que E,, — E, [4 — e-iktra-n)], 


29% 
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où É, est définie par (68.5). I1 s'ensuit que 


E, -2E, En) 


sin 


(68.9) 


Comme le montre la figure 68.3, a, r,. — Vr° = 4h? et par suite 


(rar) = AVE ARE r) = kor (LE +...). 


r° 


En arrêtant le développement au premier terme, nous déduisons de 
(68.9) un résultat qui correspond à la formule de Védenski. Mais en 
général, la grandeur E,, donnée par la formule (68.9) n’est pas une 
fonction monotone décroissante de la distance. Pour des antennes 
voisines la différence de parcours peut être assez grande comparative- 
ment à la longueur d’onde. Dans un tel cas, la fonction prend l'allure 
de la figure 68.3, b. De (68.9) et de (68.5) il résulte que, dans le 
domaine des oscillations, l'enveloppe de la courbe (portée en trait 
interrompu) a un caractère de 1/r. Lorsque r, et r, augmentent, leur 
différence décroît de façon monotone et tend vers zéro, ce qui, à 
partir d'une certaine distance, conduit à une décroissance du sinus 
dans (68.9) : nous arrivons dans le domaine de validité de la formule 
de Védenski dans laquelle E,, — 1/r°. 

En appliquant les résultats du $ 35 à des radiateurs électriques 
élémentaires, il n’est pas difficile de concrétiser les formules d'’in- 
terférence obtenues plus haut. A cet effet il faut seulement exprimer 


E, (68.5), en procédant, si nécessaire (pour une orientation détermi- 
née du radiateur), à un changement de coordonnées. Le facteur d'in- 
terférence 


EmnlEo= |1+pe-itkh cos | = WA + |pl2+2 [p] cos (2h cos D — Ÿ) 
(68.10) 


est commun à toutes les antennes; ici, est la phase du coefficient 
de réflexion (p = Pr. | — | Pz. I |eïŸi.1). 

La figure 68.4 représente les courbes traduisant la variation du 
facteur E,/E, (F.3] pour certaines propriétés du sol (telle ou telle 
idéalisation est admise). Ces courbes peuvent être considérées comme 
caractéristiques de directivité du radiateur élémentaire dans divers 
cas. Le nombre de maximums d’interférence augmente quand À 
augmente; il est déjà considérable pour hk — 3,84 (fig. 68.4, a). 
Pour une hauteur k — 0,5Àet k — À, il est notoire que la région 
dominante ne se situe pas au-dessus de la surface de séparation entre 
les milieux, de sorte que les courbes ne sont pas tout à fait véridiques 
(fig. 68.4, b et c). Pourtant lorsque | € | —— ©, les données sont 
exactes. 

68.2. Propagation des ondes de sol dans les cas où le modèle élé- 
mentaire n’est pas applicable. — Si Ja région dominante correspon- 
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/E)\sin8|=1 


[e) oO ( En 
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an 


c) 


Fig. 68.4 


dant à la direction de visibilité directe ne se situe pas au-dessus de la 
Terre, alors, comme indiqué plus haut (n° 67.4), l'interprétation 
d'optique géométrique simple, sur laquelle est basée le modèle élé- 
mentaire de la ligne de radiocommunication (n° 67.1), n'est pas 
applicable. La figure 68.5 représente schématiquement trois cas 
caractéristiques de la propagation des ondes de sol dans ces con- 
ditions. Dans un cas (a), la surface terrestre peut être considérée 
comme plane; dans le deuxième cas (b), la sphéricité de la Terre 
n’est pas négligeable mais la ligne de visibilité directe ne traverse 
pas le globe terrestre ; enfin, dans le troisième cas (c), le point de 
réception M peut se trouver dans la région d'ombre géométrique. 

Dans le cas le plus simple où la ligne est de courte longueur et le 
tronçon de surface terrestre qui s’y rapporte est proche d’un tronçon 
plan (fig. 68.5, a), la Terre est considérée dans son ensemble comme 
un demi-espace (la surface frontière entre les milieux est un plan 
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illimité). Mais la résolution d'un tel preblème idéalisé n’est élé- 
mentaire que dans l’hypothèse où la Terre possède les propriétés 
d’un conducteur parfait (6 —> œ); on peut alors appliquer la mé- 
thode des images électriques ($ 35, exemple 8). L’approximation 
consistant à considérer la Terre comme plane et parfaitement con- 
ductrice est utilisée dans certains calculs pratiques, mais elle ne 
. peut conduire à une analyse tout à fait satisfaisante ne serait-ce que 
parce que l'absorption y est négligée (comme E, = 0, le flux d’éner- 
‘gie vers la profondeur du sol est nul). D'ailleurs, lorsque les hauteurs 


Fig. 68.5 


des antennes ne sont pas encore petites devant la longueur d'onde, le 
modèle élémentaire de la ligne de radiocommunication examiné plus 
haut (au n° 68.1) peut conserver une certaine véracité et est assez 
souvent utilisé (fig. 68.4, b et c). 


Fig. 68.6 


Le caractère du champ électromagnétique typique produit par 
l'onde se propageant au voisinage de la surface terrestre est aisé à 
comprendre si l’on suppose que la densité optique du sol est suffisam- 
ment grande pour appliquer la condition aux limites de Leontovitch 
(n° 30.2). Généralement, l’onde est à polarisation verticale : le vec- 
teur E est presque perpendiculaire à la surface terrestre. Dans l'espace 
ne une telle onde peut être localement caractérisée par les for- 
mules 


En=toAe it, Un yo ee. (68.11) 


Nous allons considérer ces expressions comme une approximation 
initiale pour le champ au-dessus de la Terre (x > 0), fig. 68.6, a. 
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Etant donné l'existence d'une surface de séparation entre les milieux, 
le champ sera différent dans son principe, mais dans certaines limites 
on peut admettre que le vecteur H se décrive de façon satisfaisante 
par l’approximation initiale (68.11) et que l’effet dû à la surface 
frontière se manifeste par l'apparition d’une composante complé- 
mentaire, tangentielle, du vecteur E. Quand la surface terrestre se 
comporte comme un conducteur, on peut utiliser directement les 


formules (30.11) et déterminer | ME en introduisant dans la première 
ligne de (30.11) la valeur de H,, tirée de (68.11). Il vient 


Eme=Welto, ml =20-5e 4e. (68.12) 
Nous voyons que la composante électrique complémentaire est longi- 
tudinale (fig. 68.6, b); comme | We | € W, elle est relativement 
petite. Par suite d'un déphasage entre les composantes E, et E. 
le vecteur résultant E décrit une ellipse (fortement allongée) dans le 
plan longitudinal. Le vecteur de Poynting ayant pour valeur moyenne 


D —z Res A2. (68.13) 


est dirige vers l'intérieur de la Terre. L'existence d'une composante 
électrique longitudinale au point de réception a parfois de l’impor- 
tance ; ce facteur peut être mis à profit lors de la conception des an- 
tennes prévues pour la réception de l'onde de sol. 

Pour obtenir une solution rigoureuse du problème du radiateur 
placé au-dessus d’une surface plane de séparation entre deux milieux 
hétérogènes, il faut utiliser une approche dont l’analyse sort du cadre 
du présent ouvrage (v. par exemple, {D.7], chap. 11, n. 1). Dans les 
calculs d'ingénieur on se sert des résultats finaux de la résolution 
de ce problème. Si une antenne d'émission est placée à proximité 
immédiate de la surface terrestre, on écrit 


RE V4 TL, (68.14) 


où Fest le facteur d’affaiblissement (cf. n° 66.2). On voit que pour 


F = 1, l'intensité de champ donnée par la formule (68.14) est y 2 
fois celle obtenue pour la même antenne dans un espace libre (cf. 
(66.5)) et que la densité de flux d'énergie est donc deux fois plus 
grande. On réalise sans peine qu’une telle duplication du flux d’éner- 
gie (pour une puissance fixe) aura lieu si par exemple un dipôle de 
Hertz est considéré d’abord dans un espace libre et ensuite au voisina- 
ge d’un plan parfaitement conducteur, l'orientation étant verticale. 

L'égalité (68.14) jointe à un système de règles de détermination 
du facteur d’affaiblissement F est connue sous le nom de formule de 
Chouleikine-Van der Pol. Dans la pratique, pour déterminer F on 
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Fig. 68.7 
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utilise généralement les courbes de Burrows !) (fig. 68.7) où on porte 
en abscisses les valeurs d’un paramètre & qui dépend de la distance r 
entre les antennes placées au voisinage de la Terre et de la permitti- 
vité complexe &e du sol (de l’eau de mer). Suivant la polarisation de 
l'onde radio-électrique, le paramètre & est calculé à l’aide de l’une 
de deux formules suivantes : 


t—=2n — — _ (polarisation verticale), 
é ; | (68.15) 
= 21 7 (polarisation horizontale). 
Le facteur F peut se calculer aussi au moyen de la formule 
_, _ 4+0,3Ù 
F= PENSER (68.16) 


68.3. Influence de la sphéricité de la Terre. — Quand les anten- 
nes sont très surélevées, alors que la partie de la surface terrestre se 
rapportant à la ligne de radiocommunication ne peut plus être 
considérée comme plane, il suffit, pour tenir compte de la courbure 
terrestre, d'apporter, dans le mo- 
dèle élémentaire examiné plus haut 
(au n° 68.1), de légères corrections 
qui découlent de l’analyse de la 
figure 68.8. Si on utilise la for- 
mule de Védenski par exemple, les 
hauteurs k, et hk, sont remplacées 
par des hauteurs réduites k, et h, 
(fig. 68.8); les angles QOM” et 
M'OM étant généralement petits, 
on pose 

ky hi— 6, et he & Ra — 4 
(68.17) Fig. 68.8 
où 6, et 6, sont les hauteurs des 
points se trouvant à la distance de visibilité directe Q,M, = r,. Il 
est évident que 


ro = V (Ro+ 0) — RÈ+ V(Ro+ 6) — RÈ& V2R(V 6, + V 62), 
(68.18) 


où À, désigne le rayon de la Terre. 

Lorsque le modèle élémentaire est inapplicable (fig. 68.5, b et c), 
le problème du rayonnement de l’antenne au-dessus de la Terre est 
très difficile à résoudre par les mathématiques. La diffraction de 
l'onde émise par l’antenne autour du globe terrestre ne peut être 
analysée d’après le schéma examiné au $ 43 parce que les dimensions 
de l’objet de diffraction sont grandes par rapport à la longueur d'onde 


1) Burrows C. R., Gray M. C.— Proc. IRE, 1941, v. 29, p. 16. 
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et qu'il n’y a aucun espoir d'obtenir des résultats numériques par une 
sommation directe des séries du type (43.25). Sans analyser les mé- 
thodes spéciales élaborées pour ce cas, soulignons seulement qu'une 
contribution importante à la résolution de tels problèmes a été 
apportée par V. A. Fock [D.7]. 

Lorsque l’antenne de réception se trouve dans la zone d'ombre 
(fig. 68.5, c), le champ peut être calculé à l’aide d’une règle relative- 
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Fig. 68.9 


ment simple. Si on peut utiliser dans ce cas la forme générale de la 
représentation du champ (68.14), le facteur d'affaiblissement F a 
pour expression 


Dr ACTE ACT 
(68.19) 


où les facteurs sont ‘déterminés à l’aide des graphiques de la f igure 68.9 
(empruntés à {(F.5]). Puisque ces grandeurs sont données en décibels, 
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on peut écrire 
V2 Far = Ua + Varli-+ Varl, et puis V2F—10 


La formule (68.19) donnant le facteur d'affaiblissement ne tient 
pas compte des propriétés du sol ; elle est bonne pour évaluer la loi 
de décroissance du champ de rayonnement dans la région d'ombre 
mais ne peut prétendre à la véracité. 


V2 Fip/2 


Exemples et exercices 


1. Deux radiateurs électriques élémentaires orientés verticalement sont 
lacés à une hauteur de k, = h3 = 10 m; À = 1 m. Quelle est la longueur de 
a ligne de radiocommunication pour laquelle il est admissible d'utiliser le 
modèle élémentaire, si a) on pose C = 6 dans (67.7), b) pour la section trans- 
versale de la région dominante on prend la première zone de Fresnel ? 

2. Vérifier dans les conditions de l'exemple précédent pour quelles distan- 
ces la formule de Védenski et les formules (68.1) à (68.3) donneront des résul- 
tats qui diffèrent plus de deux fois. Considérer la surface terrestre comme un 
sol sec (tableau 5.2). 

3. Construire dans les conditions de l'exemple 1 la courbe traduisant la 
décroissance du facteur d’affaiblissement dans la région d'ombre. 

4. Une antenne d'émission est réalisée sous forme d’un mât vertical de 
50 m de hauteur pour À — 500 m. En la prenant pour un radiateur électrique 
élémentaire, calculer l'intensité de champ électrique à une distance de 150 kin 
pour une puissance rayonnée de 100 W. Utili:er le graphique de Burrows. 

5. Reprendre le calcul en utilisant la formule (68.19). 


$ 69. Influence de la troposphère 


69.1. Propriétés générales de la troposphère. — On appelle tro- 
posphère la couche inférieure de l'atmosphère qui contient près de 
80 % de la masse d'air. Aux latitudes tempérées sa limite supérieure 
est à environ 11 km de hauteur. La température de la troposphère 
qui est réchauffé> par la surface terrestre décroît régulièrement quand 
l'altitude augmente et se stabilise dans lä région de sa limite supé- 
rieure ; par suite de la convection, la masse d’air de la troposphère se 
met en mouvement. La permittivité du milieu troposphérique, 
c'est-à-dire de l’air contenant des vapeurs d’eau est très voisine de 
l'unité. En moyenne, au voisinage de la surface terrestre, nr — 


= Ve — 1,000325 et avec l'altitude le coefficient de réfraction nr 
devient de plus en plus proche de l’unité en diminuant (dans des 
conditions normales) en même temps que la densité de l'air. Pour 
évaluer les propriétés de la troposphère il est commode d'utiliser, non 
pas ce paramètre, mais un autre, dit indice de réfraction et défini 
par la formule 

N = (n —1)-1086. (69.1) 


La loi idéalisée de variation de V en fonction de l'altitude [F.1] 
est représentée graphiquement sur la figure 69.1. En réalité, on 
observe des écarts tant stationnaires que fortuits par rapport à cette 
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répartition de V. Les mouvements des masses d’air et les variations de 
l'humidité (facteurs météorologiques) et surtout les convections de 
l'air aux divers régimes d’échauffement du sol déterminent, en pre- 
mier lieu, les déformations continues du profil d'indice de réfraction 
montrées sur la figure 69.1. Dans ces conditions, il se peut que l'indice 
N augmente localement avec l’altitude. Un rôle important est joué 
par des variations locales (à petite échelle) de la densité de l’air 


N (et par là même de l'indice de réfrac- 
tion {V) qui présentent un caractè- 

J00 re fluctuant. 
En plus des facteurs indiqués ci- 
200 dessus, l’étude de la propagation des 
100 ondes radio-électriques dans la tro- 
posphère doit encore tenir compte 
0 de l'influence des précipitations at- 


123456578910 hnm  mosphériques ainsi que de la disper- 
| sion ($ 26) du milieu gazeux. 

Fig. 69.1 69.2. Réfraction troposphérique. 

— Dans les cas où les lois de 

l'optique géométrique sont applicables (en premier lieu pour les 

ondes ultra-courtes), il est naturel d'interpréter la propagation des 

ondes radio-électriques dans la troposphère (milieu faiblement inho- 

mogène) comme une réfraction ($ 32), c’est-à-dire une incurvation des 

rayons. 

Pour évaluer le caractère de la réfraction, il est commode de se 

servir de la formule (32.11) !) 


n 
R — Re —, (69.2) 
PTE Sin d 
Puisque généralement dn/dz < 0, on a R > 0, le rayon s’'incurve 
donc vers la Terre comme l'indique la figure 69.2, a; la trajectoire 
rectiligne correspondant à l’approximation du milieu homogène est 
portée en trait interrompu (7 — constant). 

La réfraction de ce type est dite positive; elle a pour conséquence 
une augmentation de la distance de visibilité directe. Ceci peut 
s'interpréter comme augmentation apparente du rayon terrestre. 
En effet, comparons la réfraction réelle avec la réfraction imaginaire 
(fig. 69.2, b), où l’on considère l’atmosphère comme homogène et 


le rayon terrestre modifié: R, au lieu de R,. Exigeons que la courbure 
relative du rayon et du contour de la surface terrestre soit la même 
dans les deux cas, c’est-à-dire que soit satisfaite l'égalité 


Î 1 1 1 


RU R Rk R: 
: 1) Rappelons qu’au $ 32 (exemple 1) sa démonstration élémentaire a été 
aite. 


(69.3) 
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Le rayon, dans l'atmosphère homogène, étant rectiligne (R — oo), de 
(69.3) il résulte que 


R, = (69.4) 


Nous avons obtenu l'expression donnant un rayon terrestre dit 
« équivalent » en cas de réfraction. Soit 6, = 90°, alors en vertu de 
(69.4) et (69.2) on a 


D lo (69.5) 
0 1 dn | dn ? 
Rae Ro VAE 


le rayon équivalent À, est donc exprimé par le rayon réel R,. 


Z 


Ro 
| 
\ 
| 


a) ) 
| Fig. 69.2 
En portant dans (69.5) R, = 6 370 km et dn/dz — —4-10-° km”, 


.€e qui correspond au tronçon rectiligne de la courbe sur la figure 69.1, 
nous trouvons 


R = 413R, = 8500 km. (69.6) 


Puisque la répartition de NW utilisée (fig. 69.1) est considérée comme 
normale, pour prendre en compte l'influence attendue de la tropos- 
phère sur la propagation des ondes radio-électriques, il faut intro- 


duire À, (69.6) au lieu de R, dans les formules qui tiennent compte 
de la courbure de la surface terrestre (n° 68.3). C’est ainsi, par exem- 
ple, que d’après (68.18) nous concluons que la distance de visibilité 


directe augmente dans ces conditions de V4/3 fois, c’est-à-dire 
d'environ 15 %. 

Mais, comme il a été déjà dit plus haut (au n° 69.1), divers écarts 
à la répartition normale de Ÿ peuvent se produire. On a adopté la 
classification suivante des types de réfraction. En plus de la réfrac- 
tion positive (dn/dz << 0) que nous avons examinée, on distingue une 
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réfraction négative (dn/dz >> 0), cf. fig. 69.3, a et c. Le cas intermé- 
diaire est celui où il n’y a pas de réfraction (dn/dz = 0), fig. 69.3, b. 
La réfraction négative ne nous intéresse que parce que la distance de 
visibilité directe y diminue. Quant aux différents types de réfraction 
positive, il est intéressant de noter qu'il existe en principe une pos- 
sibilité de réfraction dite critique (fig. 69.3, d) pour laquelle le rayon 


2) 


an 
7z ?0 


b) 


an 
7 <0 


Fig. 69.3 


doit contourner le globe terrestre, en décrivant une trajectoire sous 
forme de circonférence concentrique. Il n’est pas difficile de calculer 
que la quantité dn/dz doit alors prendre une valeur égale à dn/d5 | Æ 
Æ —1,57.107* km”. Si le coefficient de réfraction décroît plus rapi- 
dement avec l'altitude (dn/dz << dn/dz |), on aura une superréfrac- 
tion (fig. 69.3, e) qui fait revenir le rayon vers la Terre. Remarquons 
que des phénomènes tels que le mirage optique sont dus eux aussi à 
la superréfraction. On peut imaginer un phénomène dans lequel la 
trajectoire d’un rayon ayant subi des réflexions multiples sur la 
surface terrestre soit périodique (fig. 69.3, f). On dit dans ce cas que 
la superréfraction provoque la création d’un conduit troposphérique ; 
un tel système électrodynamique est évidemment analogue à un 
œuide d'ondes réalisé sous forme d’une couche diélectrique portée 
sur un écran (n° 29.3). 

On ne perdra pas de vue que les différents écarts à la répartition 
normale de V présentent un caractère local et irrégulier. C’est ainsi 
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par exemple qu'on lie l’origine de la superréfraction au phénomène 
d’inversion de température, c’est-à-dire au changement de signe du 
gradient de température vertical, ce qui est caractéristique de cer- 
taines conditions météorologiques. 

69.3. Diffusion et absorption des ondes radio-électriques par la 
troposphère. — La troposphère subit différentes variations à carac- 
tère accidentel, et la turbulence atmosphérique entraîne de nom- 
breuses variations locales de la densité de l’air et par suite de la 
densité optique du milieu. Chacun de ces tourbillons constitue en 
fait un objet de diffraction des ondes qui produit, étant donné Ia 
petitesse relative des dimensions, un champ de diffusion semblable à 
celui d’un radiateur électrique élémentaire. En considérant une 
irrégularité troposphérique isolée comme une sphère diélectrique et 
en résolvant le problème de diffraction à l’approximation quasi 
statique comme indiqué au $ 39 (exemple 1), nous obtenons 

Ê= —0,RS EE prpr, SNÈ nr LR: 
EjT ste r 
ë 3e m0 (69.7) 
Enr, Dm CA 
(en coordonnées sphériques locales); où À est le rayon de la sphère 
(R << à), e: et e, sont respectivement les permittivités des milieux 


intérieur et extérieur, E0, est l’amplitude complexe de l'onde inci- 
dente rapportée au centre de la sphère. Si l’on tient compte que la 
quantité (e; — e.)/(e; + 2e.) & 1/3 (Ae/e) est de l’ordre de 1076, 
on voit que chacun de ces « reradiateurs » serait à lui seul parfaite- 
ment négligeable. Cependant le champ de diffusion total dans la 
troposphère se forme par suite de la superposition d’une énorme quan- 
tité de champs du type considéré ayant des amplitudes complexes 
aléatoires; prises toutes ensemble, les diffusions multiples par les 
irrégularités ont de l'importance. On admet qu'une diffusion plus 
intense des ondes radio-électriques par des irrégularités du type stra- 
tifié (qui ne sont plus quasi stationnaires) joue un rôle considérable. 

La théorie de la diffusion troposphérique se fonde sur des princi- 
pes statistiques. Actuellement, on ne peut pas encore dire qu'elle 
est parfaitement développée. L'existence de phénomènes de diffu- 
sion non négligeables des ondes radio-électriques dans la troposphère 
est confirmée avant tout par les observations. On constate depuis 
longtemps que dans la gamme d'ondes ultra-courtes, les mesures de 
l'intensité moyenne de champ dans la région d'ombre donnent svsté- 
matiquement des valeurs plus élevées que celles attendues suivant 
la théorie de la diffraction pour un milieu stable. Ceci est illustré 
par la figure 69.4 [F.7] où les valeurs expérimentales du facteur d’af- 
faiblissement F sont portées en trait plein, et les résultats de calcul 
en trait interrompu. Bien que le champ de diffusion troposphérique 
subisse des variations accidentelles brusques (« évanouissements » 
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ou « fadings »), l’existence de ce champ permet de parler de la pro- 
pagation lointaine des ondes ultra-courtes. Des systèmes spéciaux de 
radiocommunication utilisant la diffusion par la troposphère assurent 
des liaisons à des distances se mesurant en centaines de kilomètres. 


Fig. 69.4 


Au fur et à mesure que la longueur d'onde raccourcit (à partir de 

À = 10 cm), ce sont les précipitations atmosphériques qui exercent 
une influence de plus en plus considéra- 

[ dB/km hle. Aux ondes centimétriques, les gouttes 

. tensité des de pluie sont des objets de diffraction 

. ?. fépilaiions, notables. Pour une goutte quasi station- 
naire de forme sphérique, on peut uti- 

liser de nouveau les formules (69.7); 
mais la différence de permittivite entre 
l'eau et l’air est très grande (v. tableau 
4.1), de sorte que la diffusion est intense. 
Connaissant la permittivité complexe de 
l’eau, on peut calculer la puissance ab- 
sorbée (n° 21.1) d’après la seconde ligne 
de (69.7). Dans un système de gouttes, 
la diffraction est multiple : le champ de 
diffusion de chaque objet est diffracté par 
les autres. Une absorption complémentaire 
apparaît. Mais même une diffusion non 
absorbée soutire de l’énergie à l'onde qui se propage, en provoquant 
un rayonnement « de côté ». La figure 69.5 [F.5] montre des courbes 
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expérimentales caractérisant l’atténuation des ondes radio-électri- 
ques en fonction de l'intensité des précipitations. L’affaiblissement 
se décrit à l’aide d’un facteur exponentiel du type usuel: e-F7. 
Comme il fallait s'y attendre, l'absorption augmente lorsque la 
longueur d'onde diminue. 

Au n° 65.3 nous avons étudié sommairement l'absorption par 
résonance dans un milieu diélectrique. La variation du coefficient 
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d’affaiblissement des ondes radio-électriques dans la troposphère dû 
à l'absorption moléculaire dans l'air contenant des vapeurs d’eau 
(10 g/m*) est représentée sur la figure 69.6 [F.5]. 

La transparence de la troposphère importe surtout pour l'étude 
des ondes optiques. En particulier, eu égard à l'absorption molé- 
culaire, on peut dégager toute une série de « fenêtres de transparence », 
y compris la partie du spectre allant de 0,4 à 0,85 um qui comprend 
tout le domaine de lumière visible. 


Exemples et exercices 


1. Quelle forme prend le profil du globe terrestre équivalent pour les divers 
cas de la réfraction représentés sur la figure 69.3? Construire les rayons directs 
correspondants dans un milieu homogène. 

2. Etablir la condition de réfraction critique. 


30—01469 
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$ 70. Propagation des ondes radio-électriques dans l’ionosphère 


70.1. Propriétés générales de l’ionosphère. — A partir d'une al- 
titude de l'ordre de 50 à 60 km on constate une ionisation considérable 
du milieu atmosphérique. C’est la limite inférieure de la haute atmos- 
phère, appelée ionosphère. Le degré d’ionisation du milieu est 
caractérisé par le nombre d'électrons libres par unité de volume 
(au n° 65.1 il est désigné par le symbole W”). Sous certaines conditions 
la quantité NV” atteint son maximum à une altitude d'environ 250 
à 400 km. L'’ionosphère située au-dessous de ce niveau est dite inté- 
rieure et celle au-dessus de ce niveau, supérieure. Cette dernière 
exerce, jusqu’à des altitudes de l’ordre du rayon terrestre, une in- 
fluence considérable sur la propagation des ondes radio-électriques. 

La principale cause d'’ionisation de l’atmosphère est constituée 
par le rayonnement ultra-violet et le rayonnement X du Soleil 
(dans la gamme d'ondes inférieures à 0,1 um); on sait que cette 
partie du spectre ne représente qu'une assez faible fraction de l’éner- 
gie du rayonnement solaire. Quant au rayonnement sur des ondes 
plus longues (caractérisé par une plus faible énergie des quanta), on 
peut dire qu'il n’est pas en mesure d'effectuer le travail d'ionisation 
nécessaire. Le second agent ionisateur, par ordre d'importance, est 
représenté par des flux corpusculaires qui sont, eux aussi, d’origine 
essentiellement solaire. Au fur et à mesure que le flux ionisateur 
arrivant vers la Terre pénètre dans l'atmosphère, la densité de son 
énergie tombe à cause de l’absorption. Quant à la densité de gaz, elle 
tombe au contraire lorsque la distance de la Terre augmente. Aussi, 
le nombre d'électrons libres V”, en tant que fonction de l'altitude, 
passe-t-il par un maximum: à une certaine hauteur l’ionisation est 
la plus intense. 

Etant donné la variété et la complexité des phénomènes physiques 
qui se déroulent dans l’espace circumterrestre, la structure réelle de 
l'ionosphère est beaucoup plus compliquée que celle que nous venons 
de décrire. On distingue dans l’ionosphère trois régions principales 
désignées par les lettres D, E et F. On leur donne aussi le nom de 
« couches »; une étude plus détaillée permet de distinguer dans 
l'ionosphère des régions plus fines et en particulier les couches F, 
et F,. La figure 70.1 représente une répartition un peu idéalisée 
de la concentration électronique Ÿ” cm-* dans l’ionosphère en fonc- 
tion de l’altitude [F.8] (v. aussi [F.11]). Le jour, le degré d’ionisation 
est considérablement plus élevé; la nuit, les couches F, et F, ne 
comportent pas de frontière nette, la limite inférieure de l’ionosphère 
monte à une altitude d'environ 100 km et la couche D disparaît. 
Cette répartition varie suivant l’activité solaire (cycle undécennal), 
la saison et l'heure. Les limites de variation de la hauteur à laquelle 
se situe le maximum de concentration électronique et la valeur la 
plus grande de V” sont indiquées sur la figure 70.1 par des flèches 
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croisées. On y voit également les principaux agents ionisateurs des 
couches D, E et F (flèches verticales) ; les symboles Z, et Ls désignent 
les raies de série de Lyman du spectre d'hydrogène. Quelques détails 
de la structure de l’ionosphère sont rassemblés dans le tableau 70.1 
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[F.91. Suivant les données acquises actuellement, la couche £; existe 
le jour en toutes saisons et sur tout le globe terrestre, alors que la 
couche E, existe seulement en certains endroits. Les couches E£, 
dites sporadiques se composent de formations de faible étendue hori- 
zontale (quelques dizaines de kilomètres); l’apparition de ces for- 
mations est régie par des lois compliquées. Dans la région F, les 
couches F, et F, ne sont pas souvent nettement délimitées. En géné- 
ral, la couche }, est la plus irrégulière et sujette à l’influence du 
champ magnétique terrestre. Certains chercheurs estiment nécessaire 
de distinguer une couche dite”. 1 -[lfaut aussisavoirquel'ionosphère 


on 
présente une « structure fine » irrégulière: il s'agit de variations 
30% 
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Tableau 70.1 


Hauteur appr. 


L'Icnosphôre Altitude, km Couche ddedels (abpr 
Terre. km 

D De 50 à 90 C 65 108 

D 75 à 80 109 

E De 90 à 120 E; 110 102 

ou 140 E; 

E, 400 ? 

F De 120 à 1440 F;, F | 200 2-1011 
2 
et plus Fa 250 1013 


Note: les valeurs de N°’ correspondent aux heures diurnes. 


locales accidentelles (croissances et décroissances) de la concentration 
électronique. 

Ce sont des phénomènes irréguliers à grande échelle qui revêtent 
une grande importance pour caractéristique de l’ionosphère dans son 
ensemble. Lors des « orages magnétiques » qui se produisent par suite 
de la pénétration dans l’ionosphère de flux corpusculaires provoqués 
par les éruptions solaires on constate un brusque changement de 
régime dans la région F. On peut parler au moins d’une forte dimi- 
nution de la concentration électronique et d’une augmentation de 
l'altitude à laquelle se situe son maximum. L'influence des orages 
magnétiques est la plus forte dans les zones polaires. 

D'autres éruptions à la surface du Soleil (éruptions chromosphéri- 
ques) sont caractérisées par une assez forte intensification du rayon- 
nement ultraviolet et du rayonnement X. La pénétration profonde de 
ces rayonnements a pour résultat une brusque augmentation du degré 
d’ionisation dans la région D. 

70.2. Réflexion des ondes radio-électriques sur l’ionosphère. 
— Nous avons déjà parlé aux n° 66.2 et 66.3 du rôle particulier de 
l’ionosphère qui assure la réflexion des ondes radio-électriques jus- 
qu'aux ondes ultra-courtes y comprises. Ce phénomène est plus 
complexe que la réflexion des ondes sur la surface de séparation entre 
deux milieux homogènes différents. Dans la mesure où les lois de 
l'optique géométrique sont applica‘les, on peut parler ici d’une 
réfraction qui retourne le rayon de l’ionosphère vers la Terre. Le 
sens physique de la réflexion des ondes radio-électriques sur l'iono- 
sphère devient clair si l’on a recours à la formule (32.14). Rappelons 
sa signification physique: si l’angle d'entrée du rayon dans un milieu 
stratifié plan est 0, (fig. 32.3, a) et l'indice de réfraction initial 
correspondant est r,, alors pour toute direction instantanée du rayon 
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(angle Ÿ) en un point où l'indice de réfraction est n, on a l'égalité ?) 
n sin Ÿ = nr, sin 0,. (70.1) 

Partons du modèle simple du plasma ionosphérique (n° 65.1), en 
négligeant l’absorption et l'influence du magnétisme terrestre. A 


cette approximation, l’indice de réfraction du milieu a pour expres- 
sion en vertu de (65.5a), (65.5b) 


n = V1—(o,/0) = V1 — 80,6N"/f:. (70.2) 


Ainsi qu'il résulte de (70.2), la densité optique de l’ionosphère tombe 
d'abord lorsque l'altitude augmente, parce que N° croît à partir de 


Limite de 
© J'ionosphere 


Terre à) 


Fig. 70.2 


la valeur zéro. C'est pourquoi le rayon pénétrant dans l’ionosphère 
s'infléchit vers la Terre comme l'indique la figure 70.2, a (cf. fig. 
32.2, f); pour chaque point de la trajectoire la valeur de l'angle Ÿ 
est calculée à partir de (70.1). L’allure générale de cette courbe dépend 
de la vitesse avec laquelle la valeur de nr diminue en fonction de 
l'altitude. Pour une répartition donnée de la concentration électro- 
nique (fig. 70.1), cette vitesse de décroissance de 7 est déterminée 
par la fréquence f. Si cette dernière est suffisamment faible, il existera 
dans l’ionosphère inférieure un niveau de concentration N° = N* 
(l'indice de réfraction correspondant r = n*) tel que le rayon sera 
tangent à la ligne horizontale de niveau n = n* (fig. 70.2, b). Ce 
point de tangence n’est autre que le point de retour de la trajectoire 
vers la Terre ; la branche descendante de la trajectoire est symétrique 
de la branche ascendante. Mais la fréquence f peut aussi être si élevée 
qu'au point d’intersection avec la frontière de l’ionosphère inférieure 
(point M” sur la figure 70.2, c) la tangente du rayon sera inclinée. 
Dans un tel cas, la trajectoire ne sera pas rabattue vers la Terre car 
dans l’ionosphère supérieure l'indice de réfraction ne diminue plus 
mais augmente avec l’altitude en tendant vers la valeur n = 1, de 
telle sorte que le rayon s'incurve dans le sens opposé à la Terre. 


1) Plus loin, dans l'exemple 1, nous donnerons aussi une démonstration élé- 
mentaire de l'égalité (70.1). 
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Il n’est pas difficile d'établir la condition du retour du rayon vers 
la Terre. En posant dans (70.1) nr; = 1 et = 90° (fig. 70.2, b), nous 
trouvons la valeur désirée de l'indice de réfraction n = n* qui répond 
à l’angle d’incidence donné 8, sur la limite inférieure de l’ionosphère : 


n* = sin 64. (70.3) 


Exprimons r* à l’aide de la formule (70.2) en y posant w, = o3 et 
N' = N*. Il vient 


cos 8, = 03/0 & 9 V N*/f. (70.4) 


Si pour un certain angle choisi 6, et une fréquence de trafic f la 
concentration V* requise est supérieure à la valeur maximale Vas 
(le niveau correspondant se situe dans la région F, fig. 70.1), le rayon 
ne retournera alors pas vers la Terre, c’est-à-dire que l’ionosphère 
ne manifestera pas sa propriété réflectrice. La fréquence maximale, 
correspondant à l’angle donné 6,, pour la- 
quelle la réflexion aura encore lieu, est déter- 
minée ainsi par la formule 


fmax (00) Æ 9 V'Nax/cos 6,. (70.5) 


Dans le cas de l'incidence verticale (0, = 0) 
elle est dite critique. Il est évident que 


fer À 9 V Noax- (70.6) 


Quelle est la valeur limite (la plus grande) 

Fig. 70.3 de la fréquence maximale? Pour répondre à 

cette question il faut tenir compte de la 

sphéricité de la Terre (fig. 70.3). On voit que dans le cas d’un radia- 

teur au ras du sol, l’angle 6, ne peut pas dépasser : valeur de 6, = 
= 0, im définie par la formule 


© 


6, 11m —=arcsin A DIET M (70.7) 
La substitution de cette grandeur dans (70.5) donne 
Roth 
fmax um © 9 V Nonax  — (70.8) 


FO VERo+ MR ? 


où k est l'altitude de la limite inférieure de l’ionosphère. 

Nous avons obtenu l'expression de la fréquence maximale pos- 
sible dans les conditions d’une ligne de radiocommunication terrestre 
utilisant des ondes ionosphériques. Comme il a été déjà dit au n° 66.3, 
cette fréquence se situe approximativement à la frontière entre les 
ondes courtes et les ondes ultra-courtes ; la longueur d'onde corres- 
pondante a près de 10 m (aux périodes d'activité solaire maximale, 
elle diminue de quelques mètres). 
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Considérons une série de trajectoires des rayons correspondant 
aux différents angles 0, pour une fréquence f fixe [F.9] (fig. 70.4). 
Les courbes sont numérotées dans l’ordre de décroissance de l’angle 6,. 
La quantité N* et par suite l’altitude à laquelle se produit le retour 
du rayon vers la Terre augmentent de façon monotone. Quant à 
la distance entre l’origine et l'extrémité de la trajectoire (longueur 
de la ligne de radiocommunication), elle diminue d’abord (courbes 
1,2et 3) pour augmenter ensuite, lorsque l'angle 8, continue à dé- 
croître (courbes 4 et 5) jusqu’à la cessation de la transmission à l’ins- 
tant où le rayon passe dans l’ionosphère supéreiure (courbe 6). Remar- 


Maximum de £ 
concentration 
électronique 


lonosphère 


V2 SR 
R + 
Zone de silence 


JFig. 70.4 


quons que pour une ligne de radiocommunication utilisant les ondes 
ionosphériques il existe une certaine longueur minimale au-dessous de 
laquelle les liaisons radio-électriques ne peuvent être assurées. La 
région circulaire correspondant à cette longueur porte le nom de 
« zone morte » ou de « zone de silence » (fig. 70.4). 

Nous avons examiné la plus simple trajectoire du rayon dans 
l’ionosphère. Le rôle de l’ionosphère dans la propagation des diffé- 
rentes gammes d'ondes sera étudié au $ 71; dans chaque cas nous 
ferons intervenir la configuration des rayons correspondante. 

Soulignons que l’examen du phénomène électromagnétique on- 
dulatoire dans l’ionosphère a été, dans une assez large mesure, idéali- 
sé. L'idée que l'ionosphère serait un milieu plan stratifié peut être 
admise dans la plupart des cas (au besoin on peut construire un 
modèle sphérique stratifié). Quant à l'absorption des ondes radio- 
électriques, nous en tiendrons compte un peu plus loin (au n° 70.3). 
L'influence du champ magnétique terrestre sur les propriétés du 
plasma est un autre facteur régulier qui ne sera pris en considération 
qu’au $ 74. Nous verrons qu’en réalité l’ionosphère est un milieu 
anisotrope. L'application des lois de l'optique géométrique (confi- 
gurations des rayons) exige elle aussi, comme on le sait, d’être justi- 
fiée (n° 31.3). Une difficulté surgit lorsque, par exemple, les varia- 
tions des propriétés du milieu ne peuvent être négligées sur des dis- 
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tances de l’ordre de la longueur d'onde. Üne attention particulière 
doit être portée aux régions où la permittivité électrique est voisine 
de zéro parce que la longueur d’onde y est très grande. 

70.3. Dispersion et absorption des ondes radio-électriques. — En 
continuant à analyser la propagation des ondes radio-électriques dans 
l'ionosphère comme précédemment, c’est-à-dire sans tenir compte de 
l'absorption, remarquons que d’après (65.5) la constante de propa- 
gation d'une onde TE M homogène ordinaire a pour expression 


k= ko V1— (0/0)? = ko V1 — (fp/f)° (70.9) 
(ko = © V &obo — 2x/À,). Notons que formellement la variation de 


ce nombre d'onde en fonction de la fréquence est la même que celle 
des ondes E et X rapides (dans un guide d'ondes creux, par exemple). 
Pour f < f, le phénomène électromagnétique perd son caractère 
d'onde progressive : le champ s’affaiblit suivant la loi 


eee, K=k) V(fplf}—15> 0 (10.40) 


(cf. (46.7)). La vitesse de groupe de l’onde considérée est elle aussi 
exactement semblable à celle des ondes £ et Æ rapides se propageant 
sans absorption : 


ve do/dk=cV1—(fif}, f>fr (70.11) 
(cf. (46.5)); ici, c = 1/V emo .« Par suite, on a aussi 
UphVer — c°. (70.12) 


L'ionosphère est un milieu assez fortement dispersif et la loi de la 
dispersion réelle est sensiblement plus compliquée que l’idéalisation 
considérée. 

Proposons-nous maintenant de tenir compte de l’absorption que 
subit une onde TE M se propageant dans le plasma ionosphérique. 
La solution du problème électrodynamique correspondant est en 
fait contenue dans les formules du n° 25.4. Il suffit de prendre en 
considération que suivant (65.8a) 

(AE VO 


?p = 
ET RUE ; te À = (70.13) 


ie = l— & (@®+v?—w?) ? 


où &5 — N'e’/eçm (65.5a). Les formules (25.21) donnant les parties 
réelle et imaginaire du nombre d’onde complexe deviennent alors 


&? vo 
He) LE rm | 
(10.14) 


v20 


PR 1 ©? P 
re +) -1+ 1+ | 
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Si tg À 1, c'est-à-dire si le gaz ionisé peut être considéré comme 
un diélectrique imparfait, il est légitime d'appliquer les formules 
(25.23); la substitution de (70.13) dans ces formules donne 


_ 2 pe A Ep 
Vi ww 2 Vernet): 

(70.15) 
Pour w > v il en résulte 


, O Op . ” | vo; m , 
k 22 1-(©) et k£°= De oVai- (70.16) 


Si nous posons aussi © > w», l'expression du coefficient d’affaiblis- 
sement prend la forme 


r=Lv() A M (4=-#—). (1047 


2c o f? 8r°esme 


On utilise généralement cette formule pour évaluer l’affaiblissement 
dans la gamme d’ondes courtes. Suivant (70.17) la valeur de k” 


v,s' ; N°cm” y 
192 10° 105 108 f0 


105 108 10° 10"? 10" 
| vN'cm" se” 
Fig. 70.5 


est inversement proportionnelle au carré de la fréquence et directe- 
ment proportionnelle au produit vV’. L'examen de la figure 70.5 
[F.9] montre que bien que la concentration électronique dans l'iono- 
sphère inférieure croisse rapidement avec l’altitude, la fréquence de 
collisions v diminue encore plus rapidement (à cause de la diminution 
de la densité du milieu) ; il en résulte une diminution considérable du 
produit vW” et donc de k” avec l’altitude. C'est la région D qui est la 
plus absorbante. 

En revenant à la formule (70.15), nous remarquons que pour des 
valeurs suffisamment grandes de wv le coefficient d’affaiblissement k£” 
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diminue lorsque v augmente. Soit v° > &° — w (et à plus forte 
raison, v* > w°), nous déduisons alors de (70.15), en rejetant les 
petits termes, 


oÿ = 4024 (70.18) 


{la valeur de À est la même que dans (70.17)). 
Pour de faibles concentrations électroniques et des fréquences peu 
élevées (©, &Y, w << v), nous avons par (70.13) 


O° 
œ 1 7 
te À Fo &V . (70.19) 
Pour w? > wv, le plasma se comporte comme un conducteur 
{tg À > 1). Dans ces conditions les formules (25.26) donnent 


, »” © tg A Op o 

En conclusion, soulignons que tous les résultats obtenus sont 
basés sur la théorie élémentaire des collisions des électrons du plasma 
avec les particules lourdes (n° 65.2). L’abandon des simplifications 
admises (en particulier, la prise en compte des vitesses des électrons 
et la mise en évidence des rôles des ions et des molécules) n’est pos- 
sible qu'au prix d’une complication considérable de la théorie 
(v. par exemple [E.12]). 


Exemples et exercices 


1. Considérons un milieu représentant un système de couches homogènes 
de coefficients de réfraction différents nr; (fig. 70.6, a). Chacune des surfaces 


Fig. 70.6 


limites entre les couches consécutives obéissant à la deuxième loi de Snellius, 
nous pouvons écrire 


No sin 6, = sin Ÿ! = ee — 1; sin Ÿ; = eee (70.21) 


Le système de couches de la figure 70.6, a peut être considéré comme une appro- 
ximation par morceaux d’un milieu continüment inhomogène ; alors, à la limi- 
te, lorsque le nombre de couches augmente indéfiniment (et l'épaisseur de cha- 
cune d'elles tend vers zéro), de (70.21) résulte (70.1). Remarquons que le retour 
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au sol du rayon polygonal (point M) dans le système de couches homogènes 
(fig. 70.6, b) se produit lorsqu'est satisfaite la condition de réflexion totale 
(n0 28.3): Ÿ1 > p*. 

2. En posant 6, = 45° et en se servant du graphique de la figure 70.1, 
déterminer l'altitude de retour au sol du rayon de jour et de nuit sur les limites 
des gammes d'ondes indiquées au n°0 66.3. 

3. Quelle est d’après le graphique de la figure 70.1 l’onde la plus courte 
utilisable de jour et de nuit pour les liaisons radio-électriques terrestres ? 

Déterminer le coefficient d’affaiblissement de l’onde dans le plasma pour 
des paramètres correspondant à une altitude de 300 km, conformément au graphi- 
que de la figure 70.5 et À = 20 m. 


$ 71. Particularités de la propagation 
des différentes gammes d'ondes 


71.1. Ondes très longues et longues. — Pour les champs élec- 
tromagnétiques correspondant aux gammes d'ondes très longues et 
longues, les divers sols et à plus forte raison tous les milieux d’eau, 
se comportent comme des conducteurs. Cette assertion n’est pas vraie 
seulement aux fréquences les plus élevées (au voisinage de la gamme 
d'ondes moyennes) pour des sols secs (v. tableau 5.2). Mais à la fré- 
quence de f — 10° Hz pour un sol sec de paramètres £ — 4 et o — 
— 10% S/m par exemple on trouve te À — o/we,e & 45, ce qui 
correspond déjà à un conducteur. Il faut aussi ajouter que c’est 
précisément pour les ondes très longues et longues la surface terrestre 
est la plus plane. 

Ces propriétés de la surface terrestre font qu’à son voisinage le 
champ magnétique est presque tangentiel, alors que le champ électri- 
que n’a qu'une petite composante tangentielle ; l’impédance d'onde 
du milieu est faible (en module) et l’absorption à la réflexion est 
également relativement petite (cf. n° 28.2). Pour toutes ces raisons, 
l'onde dite de sol se propage avec un affaiblissement peu notable et 
peut donc être utilisée pour des liaisons à des distances de l’ordre de 
3000 km. Comme les antennes d'émission et de réception sont implan- 
tées dans ce cas au voisinage immédiat de la surface terrestre (à l’é- 
chelle de la longueur d'onde), les circonstances indiquées ci-dessus 
rendent naturelle l’utilisation de la polarisation parallèle que l’on 
appelle aussi polarisation verticale. C’est pourquoi l’une des antennes 
typiques utilisées dans ces gammes d'ondes est constituée d’un mât 
métallique vertical qui fonctionne comme un radiateur électrique 
élémentaire ($ 35): les dimensions de l'antenne sont nécessairement 
petites devant la longueur d’onde. 

Les ondes ionosphériques se propagent même si une absorption 
est assez faible parce que la pénétration du champ dans l’ionosphère 
n’est pas élevée, ce qui se conçoit aisément à partir des positions du 
paragraphe précédent. En effet, plus faible est la fréquence f, moins 
élevée (pour 8, donné) est la concentration V' = N* à l'altitude 
de retour au sol du rayon. Lorsque la fréquence diminue, cette alti- 
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tude s’abaisse, le niveau de retour au sol du rayon se rapproche 
donc de la limite inférieure de l’ionosphère. Le jour, la réflexion se 
produit sur la limite de la région D et la nuit, sur la limite de la 
région £. 

La propagation des ondes radio-électriques peut être expliquée à 
l'aide d’un modèle à guide d'ondes: on prend pour guide d'ondes 
l’espace constitué par la couche sphérique comprise entre la surface 
terrestre et la limite inférieure de l’ionosphère. La propagation 
des ondes à partir de l'antenne d'émission À (fig. 71.1 a) peut être 
caractérisée, par la configuration des rayons représentée, comme 
excitation d’un guide d’ondes sphérique. Les rayons sortant du point 


Fig. 71.1 


A symétriquement par rapport à la verticale doivent converger vers 
le point B qui est l’antipode de 4. Si l’absorption est supposée nulle, 
alors (pour une puissance de rayonnement fixe), l'intensité de champ 
au point B doit croître indéfiniment suivant la loi représentée en 
trait interrompu sur la figure 71.1, b. En réalité, malgré une absor- 
ption assez forte, lors de la réflexion sur la surface terrestre et sur 
l’ionosphère on observe quand même un «effet d’antipode » qui se 
traduit par un saut que présente la courbe de variation de l’inten- 
sité de champ en fonction de la distance (ligne en trait plein sur la 
figure 71.1, b). Une analyse plus rigoureuse tient compte des pro- 
priétés des deux frontières sphériques et examine le système d’ondes 
normales du guide d'ondes; il n’est pas rare, pour simplifier, d'exa- 
miner un guide d'ondes plan; rappelons que les types d'ondes dans 
un guide d’ondes plan parfait ont été étudiés au n° 29.2. 

Pour le calcul des lignes de radiocommunication en ondes longues 
et très longues on utilise la formule empirique de Austin 


TEPaDAË 10 “qu” 
_ ADA OO 7 UC u 
En=V sin Ÿ ne d (11.1) 


Dans cette formule, l’angle Ÿ est compté comme l'indique la figure 
71.1,a; r et À sont exprimés en km; la puissance P, de l'émetteur 
en kW et l'intensité de champ Æ,, au point de réception en mV/m. 
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On considère que la formule de Austin peut être utilisée pour le 
calcul de liaisons ayant une portée jusqu'à 16 000 ou 18 000 km, 
fonctionnant de jour au-dessus de la mer ou de la terre (dans ce 
dernier cas, à partir de 2000 ou 3000 km). Pour calculer l'intensité 
de champ de l’onde de sol jusqu'à des distances de l’ordre de 500 km, 
on applique la formule de Chouléïkine-Van der Pol (le graphique de 
Burrows, n° 68.2). Pour de grandes distances, on tient compte de la 
sphéricité de la Terre et on calcule le facteur d’affaiblissement à l’aide 
de la formule (68.19), par exemple. D'ailleurs, à des distances supé- 
rieures à 500 km, l’onde de sol est beaucoup plus faible que l’onde 
ionosphérique. Quant à la troposphère, elle n’exerce pratiquement 
aucune influence sur la propagation des ondes que nous considérons. 

Historiquement, les ondes longues et très longues ont été utilisées 
pour la première fois pour établir des liaisons transatlantiques (sur 
des fréquences de 15 à 50 kHz). En général, les lignes de radiocom- 
munication utilisant ces ondes sont caractérisées par un haut niveau 
de parasites atmosphériques (d'origine orageuse). Les antennes ont 
de très grandes dimensions et sont onéreuses ; leur pouvoir directif 
est faible parce que, d’après leurs propriétés, elles sont (comme il a 
été déjà dit) voisines des radiateurs élémentaires ; la bande de fré- 
quences utilisée est étroite. En revanche, ces liaisons sont insen- 
sibles aux perturbations ionosphériques ; la zone d’action de l’émet- 
teur couvre de façon continue, sans variations brusques de l’intensité 
de rayonnement, de très grands espaces. Un autre avantage des ondes 
considérées est la profonde pénétration du champ dans les couches 
d’eau (liaison avec les sous-marins, etc.). D’après les accords inter- 
nationaux les ondes longues et très longues sont principalement 
réservées aux services de radionavigation et de radiodiffusion. 

Remarquons pour terminer que certaines particularités de la 
propagation des ondes très longues ne peuvent être expliquées qu’en 
tenant compte de l'influence due au champ magnétique terrestre; 
cette question sera abordée au n° 74.1. 

71.2. Ondes moyennes. — Au fur et à mesure que la fréquence 
augmente, les conditions de propagation des ondes radio-électriques 
changent à un tel point que la gamme d'ondes moyennes se caracté- 
rise déjà par de tout autres particularités de la propagation. L’ab- 
sorption dans le sol étant forte, les liaisons par l’onde de sol ne 
peuvent avoir dans ce cas qu'une portée de l’ordre de 1000 km. Quant 
à l'onde ionosphérique, elle ne peut se réfléchir que pour une con- 
centration électronique propre à la couche E. C'est pourquoi, de jour, 
lorsqu'il existe une couche D plus basse, l'onde indirecte traverse 
cette couche et se trouve absorbée, pratiquement en totalité. Au 
contraire, de nuit, lorsque l'absorption est beaucoup plus faible 
(par suite d’une brusque diminution du nombre de collisions v), 
les liaisons peuvent être assurées par l'onde ionosphérique et leur 
portée augmente considérablement. Les liaisons en ondes moyennes 
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ont une particularité importante : de nuit, au point de réception (B} 
peuvent arriver simultanément l’onde de sol et une onde ionosphéri- 
que (fig. 71.2, a) ou par exemple deux ondes ionosphériques (fig. 
71.2, b). L'état de l’ionosphère étant'sujet à des variations acciden- 
telles, la phase de l’onde qui la traverse varie avec le temps. L’in- 
terférence des ondes peut donc entraîner, dans les deux cas, soit un 
affaiblissement, soit un renforcement du champ. Ce phénomène 
d’affaiblissement du champ est connu sous le nom d’évanouissement 
ou de fading. On lutte contre le fading en réduisant le rayonnement 
sous des angles élevés par rapport à l'horizon (faibles valeurs de 


l'angle 6,) en vue de supprimer l'onde ionosphérique. Remarquons 
que dans les gammes d'ondes très longues et longues le problème de 
fading ne se pose pas, car les déphasages dus à la réflexion sur l’iono- 
sphère n’y sont pas grands. 

Les ondes moyennes sont réservées essentiellement au service de 
la radiodiffusion mais il existe aussi des systèmes de radionavigation 
fonctionnant sur ces ondes. La portée typique des liaisons en ondes 
moyennes est déterminée par celle de la propagation’de l’onde de sol. 
Indiquons une formule empirique [F.1] donnant l'intensité de champ 
au point de réception d'une ligne de radiocommunication en ondes 
moyennes. Cette formule a été obtenue par suite des observations de 
longue durée dans des conditions de radiodiffusion européenne : 


En = (10233r-1/2) V2P,D4e-8-%1-10708 0° (71.2) 


(les désignations sont les mêmes que dans (71.1)). 

Remarquons que dans la gamme d'ondes moyennes on observe 
certains effets non linéaires (v. plus loin $ 77). 

71.3. Ondes courtes. — La propagation des ondes courtes se 
caractérise par le comportement du sol comme un diélectrique im- 
‘parfait et par une pénétration profonde dans l’ionosphère. La première 
circonstance a pour effet une forte absorption de l'onde de sol qui 
ne peut donc être utilisée que pour des liaisons à quelques dizaines 
de kilomètres. Ce sont les ondes ionosphériques qui présentent le 
principal intérêt pratique, et les concentrations électroniques typiques 
correspondant au retour du rayon vers la Terre s’observent dans la 
région F'; quant aux régions D et E, l’onde y subit surtout une ab- 
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sorption. Nous avons vu au n° 70.2 que les liaisons par onde iono- 
sphérique se caractérisent par l'existence d’une « zone de silence », 
c'est-à-dire d’une région circulaire à l’intérieur de laquelle la ré- 
ception des ondes ionosphériques est impossible. Plus précisément, 
on donne le nom de zone de silence à une région annulaire dont le 
rayon intérieur correspond à la distance de réception de l'onde de 
sol dans la gamme d'ondes courtes. Ainsi, c’est une région où l'onde 
de sol n’est plus reçue, et l’onde ionosphérique ne peut toujours pas 
être utilisée. Un autre effet caractéristique qui se manifeste parfois 
en ondes courtes est un « écho tour du monde » qui représente la 
superposition au signal à recevoir d’un autre signal produit par une 
onde qui a fait le tour du monde (par des réflexions multiples alter- 
natives sur l’ionosphère et sur la Terre) dans un sens ou dans l’autre. 
Le temps de retard de l'onde ayant fait une seule fois le tour du 
monde est d'environ 0,13 s. 

C'est en ondes courtes qu’on a réalisé, pour la première fois en 
radiocommunication, des antennes à grande directivité qui permet- 
tent une utilisation économique de l'énergie de l'émetteur lors de 
liaisons bilatérales. L'emploi de telles antennes et une absorption 
relativement faible à la réfraction dans l’ionosphère et à la réflexion 
sur le sol (dans les conditions typiques) rendent les ondes courtes 
utiles pour l'établissement de liaisons radio-électriques à grande 
portée. Notons qu'historiquement, l'importance des ondes courtes 
a été comprise sous l’influence des succès obtenus grâce à elles par 
les radio-amateurs. 

Les principales lois qui régissent la propagation des ondes courtes 
peuvent être comprises à partir des considérations simples exposées 
au n° 70.2. Les fréquences les plus élevées de cette gamme sont limi- 
tées approximativement par celles auxquelles correspond l'absence 
de tout retour au sol, de jour, de l’onde ionosphérique. L’onde la plus 
courte pour laquelle un tel retour est encore possible se calcule à 
l’aide de la formule (70.5). En radiocommunications, la fréquence qui 
lui correspond est appelée fréquence maximale utilisable (abréviation 
internationale « MUF », maximum usable frequency). La fréquence 
dite fréquence optimale de trafic (FOT) est de 15 à 30 % inférieure à 
la MUF. Une certaine réduction de la fréquence s'explique par la 
nécessité de rendre plus stable la condition de retour au sol du rayon 
indirect. Etant donné que l'absorption de l'onde varie comme l’in- 
verse du carré de la fréquence (n° 70.3), l'abaissement de la fréquence 
est en général indésirable. 11 existe aussi la notion de fréquence mini- 
male utilisable (abréviation internationale « LUF », lowest nsable 
frequency), c'est-à-dire une fréquence pour laquelle l'intensité de 
champ au point de réception est, pour une puissance donnée de l’émet- 
teur, à la limite de la norme admise. Pour calculer des liaisons en 
ondes courtes, on utilise des graphiques de variation diurne des 
MUF et LUF qu'on construit à l’aide de différentes règles semi- 
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empiriques basées sur les résultats des mesures faites par des stations 
dites defsondage ionosphérique ; un exemple d’un tel graphique est 
donné sur la figure 71.3 [F.2]. Les stations ionosphériques effectuent 
principalement un « sondage vertical », c'est-à-dire envoient verti- 
calement vers le zénith une onde à une fréquence quelconque et 
déterminent l'altitude à laquelle elle se réfléchit. Rappelons que la 
concentration électronique dans la couche F, qui assure dans des 
conditions typiques le retour au sol du rayon indirect dans la gamme 

d'ondes courtes, subit de fortes 


SMP2 MUF variations quotidiennes et saison- 
15 nières sans parler de toutes sortes 
10 de perturbations accidentelles. De 
5 Ur jour, lorsque la concentration élec- 

tronique est plus élevée, la fré- 

2236810 12 14 16 18 202224 quence maximale utilisable aug- 
Heure locale mente, et de nuit, elle diminue. 

Fig. 71.3 C'est pourquoi, on distingue des on- 


des de jour et des ondes de nuit: 
sous-gammes respectivement de 10 à 25 et de 35 à 100 m qu'on re- 
commande d'utiliser pour le trafic suivant l'heure du jour. L'état 
relativement stable de l'ionosphère est perturbé, comme il a été 
dit au $ 70, sous l'effet de phénomènes se déroulant sur le Soleil. Les 
flux corpusculaires {intenses en provenance du Soleil provoquent une 
forte variation de la structure et une baisse de la concentration 
électronique dans la couche F et même la destruction de cette couche, 
de sorte que la réfraction des ondes courtes vers la Terre devient 
_impossible et la ligne de radiocommunication cesse de fonctionner. 
De telles perturbations ionosphériques accompagnées d’orages magné- 
tiques sont les plus intenses dans les régions polaires où pénètrent 
de préférence les flux"corpusculaires dirigés par le champ magnétique 
terrestre. Un autre genre d'interruptions des liaisons par ondes courtes 
est provoqué par une absorption brusque due à une ionisation élevée 
de la couche D, qui apparaît sous l'influence d’éruptions chromo- 
sphériques du Soleil. 

Les liaisons par ondes courtes sont assez souvent soumises à 
des évanouissements d’interférence provoqués par la superposition 
de plusieurs ondes portant le signal à recevoir et se propageant 
suivant des trajets relativement indépendants l’un de l’autre. L’une 
des causes en est, de même que sur les ondes moyennes, l’arrivée au 
point de réception de plusieurs ondes qui ont subi un nombre diffé- 
rent de réflexions sur l’ionosphère (fig. 71.2, c). D’autres raisons 
seront discutées plus loin (n° 74.1) quand nous étudierons l'influence 
du champ magnétique terrestre sur la propagation des ondes courtes. 

Remarquons pour terminer qu’aux périodes d'activité solaire 
élevée les configurations des rayons dans la gamme d'ondes courtes 
peuvent être assez compliquées. En particulier, la couche ÆE (et 
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même la couche D) peut provoquer le retour au sol ou la « réfraction » 
du rayon (à savoir le changement de trajectoire du rayon lorsqu'il 
traverse toute la couche). La figure 71.4 montre quelques types de 
trajectoires compliquées que suivent les rayons sous l'effet des cou- 


ches F et E (E.); certes, ce ne sont 
pas des trajectoires réelles mais seule- 
ment leurs schémas qualitatifs. 

71.4. Ondes très courtes et ultra- 
courtes. — Aux périodes d'activité so- 
laire maximale, la réfraction dans 
l’ionosphère provoque la réflexion des 
ondes qui se situent au-dessous des 
ondes courtes (par exemple des ondes 
de longueur d'environ 6 m). En ou- 
tre, on peut signaler la réflexion des 
ondes métriques sur la couche sporadi- 
que E, caractérisée par une haute con- 
centration électronique, mais dont 
l'existence n’est pas régulière. À ces 
exceptions près, toutes les ondes ultra- 
courtes sont caractérisées par le fait 
que la réfraction dans l'ionosphère 
ne les renvoie pas vers le sol. 

Conformément à ce qui précède, les 
lignes de radiocommunication ordinai- 
res utilisant les ondes ultra-courtes ne 
fonctionnent que dans les limites de 
la visibilité directe; pour augmenter 
leur portée, on surélève les antennes 
au-dessus de la surface terrestre. Si 
cette dernière est suffisamment plane, 
la ligne de radiocommunication cor- 
respondante appartient au type traité 
au n° 68.1 (applicabilité du modèle élé- 
mentaire), si bien qu’on peut utiliser 
pour le calcul les formules qui y ont 
été obtenues et notamment la formule 
de Védenski. Rappelons que pour des 
antennes à grande directivité il con- 


Fig. 71.4 


vient d'utiliser les relations plus générales (68.1) à (68.3); d’ailleurs, 
les réflexions sur la surface terrestre sont dans ce cas négligeables, 
si bien que la ligne de radiocommunication peut être considérée 
comme parfaite (n° 66.1). Lorsque la portée des liaisons radio-élec- 
triques augmente, il convient de tenir compte de la sphéricité de la 
Terre (n° 68.3) et de la réfraction troposphérique ($ 69), en faisant 
intervenir à cet effet le rayon équivalent du globe terrestre. 
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La surface terrestre est relativement d'autant moins plane que 
la longueur d'onde est plus courte. Mais même lorsque le critère 
de planéité (67.2) n’est pas satisfait, on utilise souvent la notion de 
coefficient effectif de réflexion sur la surface. Il existe pourtant des 
cas typiques où c’est impossible. Telles sont par exemple les con- 
ditions de propagation des ondes ultra-courtes dans les limites d’une 
ville. On doit alors tenir parfois compte des obstacles isolés se 
trouvant dans la région dominante (n° 67.4). 

Ce sont les divers types de propagation lointaine des ondes ultra- 
courtes qui présentent un intérêt pratique particulier, car les phé- 
nomènes troposphériques examinés au $ 69 peuvent exercer une 
influence considérable justement dans cette gamme d'onde. La 
portée optique peut être fortement dépassée grâce à la super-réfraction 
(formation de conduits troposphériques) ainsi que, et surtout, grâce 
aux phénomènes de diffusion. Dans ces conditions, les liaisons par 
ondes ultra-courtes peuvent être établies sur des distances de l’ordre 
de 1000 km. La propagation lointaine des ondes ultra-courtes, et 
particulièrement des ondes métriques, peut être occasionnée par la 
diffusion sur les irrégularités de l’ionosphère (de caractère accidentel) 
ainsi que par la diffusion sur des régions ionisées, qui se forment lors- 
que des météores traversent l’atmosphère (traînées météoriques) et 
pendant les aurores boréales. Il existe des liaisons à grande portée 
(plus de 1000 km) qui mettent à profit ces phénomènes. Signalons 
aussi le rôle de la couche Z, déjà mentionné. 

Les ondes décimétriques ne subissent dans l’ionosphère pratique- 
ment aucune diffusion et ne sont pas sujettes à l’influence des pré- 
cipitations atmosphériques. Quant aux ondes centimétriques longues 
de moins de 5 cm, elles subissent déjà une influence considérable des 
précipitations atmosphériques (n‘ 69.3). Puis, au fur et à mesure que 
la longueur d'onde diminue, c’est l'absorption moléculaire, qui est 
une absorption par résonance (sélective), qui se fait sentir, de sorte 
qu'aux ondes millimétriques s’observent des « fenêtres » de faible 
absorption. Les ondes submillimétriques et surtout les ondes optiques 
subissent une forte influence des précipitations et du brouillard. 

71.5. Sur les télécommunications spatiales. — L’ionosphère étant 
transparente aux ondes ultra-courtes, celles-ci sont utilisées dans les 
systèmes de communications spatiales ; il convient de faire une ré- 
serve car, souvent, lorsque les objets cosmiques restent dans les 
limites de l’ionosphère inférieure, les communications avec ces 
objets peuvent être assurées par des ondes courtes. Il faut distinguer, 
d’une part, les liaisons des postes terrestres avec les objets cosmiques, 
par exemple les satellites artificiels de la Terre et de la Lune, ainsi 
que les vaisseaux spatiaux envoyés vers les planètes du système 
solaire et, d'autre part, l'utilisation des objets cosmiques pour les 
télécommunications terrestres. [l existe aussi un problème de com- 
munications entre les objets cosmiques extra-terrestres et un problème 
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de communications lors de la conquête de la Lune et des planètes. 

Les lignes de radiocommunications spatiales peuvent avoir une 
longueur sans précédent et s'étendre sur plusieurs millions de kilo- 
mètres. C’est pourquoi pour calculer de telles liaisons on doit, en 
principe, tenir compte de l’absorption des ondes dans l’espace inter- 
planétaire bien que la valeur de cette absorption rapportée à l'unité 
de longueur soit très faible. Il n'en reste pas moins que c’est l’in- 
fluence du trajet atmosphérique qui est prédominante. 

L'effet de l’atmosphère (pratiquement de l’ionosphère) se traduit 
par une courbure du rayon qui la traverse et une variation de la 
vitesse de propagation du signal. On en tient compte par exemple lors 
de la détermination, par des méthodes télémétriques, de la distance 
aux satellites. 

L'influence due au plasma qui entoure un objet cosmique pose 
aussi un problème. Lorsqu'un satellite artificiel pénètre dans les 
couches denses de l'atmosphère, les concentrations électroniques 
élevées qui se forment autour de lui troublent les radiocommunica- 
tions. Une région plasmique apparaît aussi lorsqu'il y a un jet de 
fusée. 

Les communications dans des conditions extra-terrestres peuvent 
présenter diverses particularités. C’est ainsi par exemple que l'ab- 
sence d'ionosphère lunaire complique extrêmement la communication 
à grande portée. Il est apparu que pour les communications entre les 
objets lunaires se trouvant en dehors de la visibilité directe il est 
le plus avantageux d'utiliser des ondes centimétriques avec retrans- 
mission par la Terre. 


Excmples et exercices 


1. En comparant l'influence de l'ionosphère sur la propagation des diffé. 
rentes gammes d'ondes, établir les cas où le critère de validité de l’optique géo- 
métrique (n° 31.3) n'est pas satisfait. 

2. Evaluer le coefficient d’affaiblissement des ondes moyennes dans la 
région D. 

3. Comment la MUF changera-t-elle si l’antenne d'émission est placée sur 
un objet cosmique se trouvant dans l’ionosphère inférieure ? 

4. Soit N7,,= 10% m-3 la concentration électronique maximale7deÿla 


formation plasmique entourant un objet cosmique. Evaluer les fréquences pro- 
pres à assurer la liaison avec cet objet. 


IIT. MILIEUX ANISOTROPES 


$ 72. Nature et manifestations de l’anisotropie 


72.1. Cristaux et diélectriques artificiels. — Nous avons étudié 
au $ 55 les systèmes électrodynamiques dont la structure se répète 
dans une direction rectiligne quelconque; ils ont été appelés systè- 
mes périodiques. Il n'est pas difficile de se représenter des systèmes 
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à structure périodique à trois di- 
mensions. Telle est en général la 
structure des cristaux. 

L'étude de la constitution réel- 
le des milieux cristallins et des 
types possibles de leur structure 
sort du cadre de notre exposé. 
L’interaction entre les ions et les 
atomes dans les cristaux est étudiée 
en physique des solides, et les pro- 
priétés de symétrie en cristallo- 
graphie (les renseignements néces- 
saires sur les deux questions sont 
donnés par exemple dans [E.4]). Une structure cristalline est carac- 
térisée de façon formelle à l’aide d’un « réseau spatial » qui repré- 
sente un système ordonné de points. Il existe par exemple des points 
qui se répètent périodiquement le long de trois directions orthogo- 
nales (fig. 72.1); la « maille élémentaire » du réseau ou la « cellule 
A ton LE Lou is est constituée dans ce cas par un parallélépi- 
pède. 

Nous allons restreindre notre analyse à ce type de réseau et, au 
lieu d’un milieu ordonné réel, nous allons considérer un système 
artificiel de particules polarisables placées aux nœuds du réseau. 
Isolons par la pensée un élément de volume macroscopiquement petit 
AV et considérons quelques cas d'application d’un champ électrique 
extérieur (fig. 72.2, a, b et c). Dans chacun de ces cas, les particules 
acquiérent un moment électrique dans la direction du vecteur E 
‘et si l’on admet qu'en tout point de AV le champ moyen ne dépend 
que de la densité moyenne de particules (et bien entendu des sources 
extérieures), le volume AV acquiert, pour toutes les directions du 
champ extérieur, un seul et même (en valeur absolue) moment pay 
qui est chaque fois parallèle à E. Le milieu se comporte comme un 
milieu isotrope (cf. n° 64.1). Or, en réalité, la polarisation des par- 
ticules dépend de leur interaction qui varie pour différentes orien- 
tations du champ extérieur par rapport à la structure. Dans les cas 
représentés sur les figures 72.3, a et b le moment Pav est parallèle à à 
E mais a des valeurs absolues différentes; aussi dans le troisième 
cas (fig. 72.3, c) les vecteurs p17 et E ne sont-ils plus parallèles. 
C'est une anisotropie due au type de réseau. Elle n'existe pas si le 
réseau est cubique (a = b = c sur la figure 72. 1). Cependant l’ani- 
sotropie peut être provoquée aussi par les caractères spécifiques des 
particules elles-mêmes. Imaginons que les nœuds du réseau sont 
occupés par des dipôles rigidement orientés et « sans actions mutuel- 
les »; dans ce cas, la valeur de pav n’est déterminée que par la 
composante du vecteur Æ coaxiale avec le dipôle et varie donc avec 
la direction de ce vecteur. 


2 
S 
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Bien qu'elles soient un peu artificielles, les considérations for- 
mulées ci-dessus expliquent la nature de l’anisotropie des propriétés 
diélectriques des cristaux en tant que structures ordonnées. Pour un 
choix convenable des axes de coordonnées zx, y, z le tenseur de per- 
mittivité (n° 4.4) prend la forme diagonale 


Ex, O0 0 
E — (Q Ey 0 : (72.1) 
0 0e, 


Si la structure ne se caractérise que par une seule direction donnée 
(qu’on confond avec l'axe des z), alors dans (72.1) on a e&, = e, 


o 

“C2 

?) b) 

- 1% 
0) ü) 


Fig. 72.2 Fig. 72.3 


£E 


a) 


Æ €, et le cristal est dit uniaxe. Les cristaux sont uniaxes par 
exemple dans les cas où a = b - c sur la figure 72.4oua=b=c 
mais les particules possèdent un axe de symétrie sélectionné. 
Remarquons maintenant que le rôle de particules polarisables 
peut être joué par des corps macroscopiques ; au $ 13 (exemples 15, 16) 
il s'agissait en particulier de l'acquisition des moments dipolaires 
par des corps sphériques. On peut construire des systèmes ordonnés 
de sphères, d’ellipsoïdes, de disques, etc., métalliques ou diélectri- 
ques, en considérant dans de tels systèmes les champs moyennés sur 
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un volume, c'est-à-dire en se bornant dans le cas d’un phénomène 
ondulatoire à l'analyse de l’harmonique spatial de rang zéro (nr = 0 
dans (55.6)). Avec une telle manière de procéder, le système périodi- 
que donné est tout à fait analogue à une structure cristalline. Les 
tenseurs € et u sont définis comme des opérateurs linéaires qui trans- 
forment E en 8,Emoy et H en HoHmoy, Où Emoy et Hmoy sont les 
intensités moyennées du champ dans le système, alors que E et H 
sont les intensités du champ primaire (qui existerait si le système 
était absent). 

On peut affirmer que par exemple un réseau cubique de sphères 
se comporte comme un milieu isotrope (si les sphères sont en maté- 
riau isotrope) (fig. 72.4, a), alors que la maille élémentaire sous forme 


Fe. He LS . 
PO} dES0h ASE HET 


de parallélépipède (fig. 72.4, b) possède une certaine anisotropie qui 
sera négligeable lorsque les distances intermédiaires sont suffisam- 
ment grandes. Un réseau de disques (fig. 72.4, c) ou d ellipsoïdes 
(fig. 72.4, d) est anisotrope ne serait-ce que par raison d asymétrie 
des éléments distincts ; un réseau cubique de ce type est analogue à 
un cristal uniaxe. 

Les structures périodiques à trois dimensions de ce genre s appel- 
lent diélectriques artificiels. Elles sont utilisées dans la technique des 
antennes pour la fabrication des lentilles. L | 

72.2. Plasma aïimanté. — Un exemple important de milieu qui 
acquiert des propriétés anisotropes sous l'action d'un facteur exté- 
rieur agissant sur l’orientation des processus élémentaires est fourni 
par le plasma plongé dans un champ magnétique constant. En reve- 
nant à l'équation du mouvement (65.6), introduisons en plus de QE, 
la force de Lorentz qui s'applique dans ce cas à la particule q [v, Bl = 
= quo (dr/dt, H,], où H, est l'intensité du champ magnétique cons- 
tant. Ecrivons cette ‘équation pour les amplitudes complexes 

& («&ù — iv) Fm + io Lo (rm: Lol : = —ŸE,. (72.2) 

Déterminons la polarisation P du milieu comme nous l'avons 

fait au n° 65.1 lors de l'établissement de la formule (65.4), en tenant 


compte seulement des électrons; alors Pm = N'qrm et g=e< 0. 
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Dirigeons l'axe des z le long du vecteur H,;, c'est-à-dire H, = z,H,; 
utilisons les mêmes notations que dans (64.16) et (65.5a) de sorte que 
| _ (72.3) 


Eomn à 


(2 = lo 


| 
= H, et Op — 
Dans ces conditions, nous déduisons de (72.2) 
© (© — iv) Pm— ioR [Pm, 20] = — E003E nm. (72.4) 


ou encore, en projection sur les axes de coordonnées 


@ (© — iv) P.. — iQ P y = — EME mx 
ioQP,.. + © (© — iv) Pay = — 00 E my: (72.4a) 
@ (©—iv) Pl... = — E0ÈEm;- 


En résolvant ce système, exprimons les composantes du vecteur P,, : 


e — 07 ; e : e 

P> = HO) 07T [(@ — iv) Enx + iQEmyl; 

e —£€ wo? e e as 

Prny = SCT [— iQ E mx + (@—iv) Emyls (72.5) 
e … — 8005 e 

Pme qui Enr 


Ces expressions doivent être considérées comme une forme développée 


de la relation P,, = 8,%°E»h (n°% 4.2 à 4.4): le milieu est anisotrope. 
Sans écrire les expressions pour les composantes du tenseur de sus- 
ceptibilité électrique x° du plasma aimanté, passons directement au 
tenseur de permittivité £ = 7 + y°. Il est de la forme 


Er — if (4) 
£ = ip Er (0 , (72.6) 
(0 0 €Lz 
où 
&= (@— iv) 
ru 0T _ 
w2Q w° (12.1) 
B = —#î Ep = À — —1 


& [(W—iv)}:—2] ? 


Du fait que la permittivité du milieu est un tenseur de la forme 
(72.6), le milieu manifeste certaines propriétés spécifiques qui seront 
discutées plus loin au $ 73. On dit dans ce cas que le milieu est gyrc- 
trope. 

Il n'y a pas de difficulté à comprendre l’origine directe du fait 
que le plasma soumis à un champ magnétique fait preuve d’une 
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gyrotropie. Sous l'effet de ce champ, les électrons « se tordent » 
dans le plan perpendiculaire au champ à condition que le vecteur 
vitesse ait une projection sur ce plan. Supposons que le vecteur E 
est dirigé le long de l’axe des z par exemple et qu'il y a donc une 
composante de la vitesse v,; dans ces conditions, la force de Lorentz 
q {v, B,] provoque un mouvement dans le sens de l’axe des yet il y 
a donc apparition des composantes correspondantes de P et de D. 
La symétrie gauche du tenseur e (72.6) est due au mouvement de 
rotation des électrons. La gyrotropie est absente si E et respective- 
ment v sont dirigés parallèlement à H, (le long de l’axe des 2), car 
dans ce cas la force de Lorentz ne s'applique pas. 

Ainsi, le champ magnétique constant orienté le long des z produit 
dans le plasma une direction distinguée ; les propriétés du plasma 
le long de l'axe des z restent sans changement: la composante du 
tenseur de permittivité er (72.7) ne diffère pas de & (65.8) en l’absence 
de champ magnétique. Le paramètre Q n’est autre que la fréquence 
circulaire de la rotation des électrons dans le champ H, (n° 64.2) 
qui se produit dans ce cas dans le plan z0y; on l’appelle fréquence 
gyroscopique ou gyrofréquence des électrons. Le phénomène électro- 
magnétique se déroulant dans le plasma est un phénomène résonant : 
lorsque w se rapproche de @ il y a résonance gyromagnétique. En 
prenant un cas idéalisé de l’absence d'absorption (v — 0), nous voyons 
que pour & —+ les composantes du tenseur & dans les deux premières 
lignes de (72.6) croissent indéfiniment} en valeur absolue. Remar- 
quons que pour v = 0 le tenseur est hermitien : e,, = ex, (Annexe 9). 

Remarquons pour conclure que l'influence des ions étant négligée 
lors de l'obtention du tenseur e, les formules (72.7) perdent plus ou 
moins leur véracité au voisinage des gyrofréquences correspondantes 
Q = u, |e | Ho/m', où m’ est la masse d’un ion (supposé mono- 
valent). Puisque m5 m, on a 9° < Q. 

72.3. Ferrite aimanté. — La gyrotropie propre aux magnéti- 
ques est due à la précession du vecteur M (n° 64.3). Elle se manifeste 
fortement dans le cas des ferrites, matériaux qui, tout en possédant 
des propriétés ferromagnétiques, sont d’après les pertes électriques 
(tg À € 1) des diélectriques en hyperfréquences, c'est-à-dire trans- 
parents aux ondes électro-magnétiques. 

En prenant l'équation du mouvement de l’aimantation (64.32), 
remarquons d’abord que dans le cas du champ constant (M — 
— constant) on a [M, H] = 0, c'est-à-dire que les vecteurs M et H 
sont parallèles et que le milieu est donc isotrope. Soient maintenant 
M = M, + M (t) et H = H, + H (t), où les indices zéro indiquent 
les composantes constantes. Introduisons ces fonctions dans (64.32), 
il vient 


dM (t)/dt = + {M,, H EI + [M (), Ho] + (M, H,] + 
+ [M (t), H (6h. (72.8) 
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Si, ce qui a lieu souvent, | M (D) | |M |et | HI<]IAH,|, 
le terme quadratique [M (t), H (t)] peut être négligé et l'équation 
(72.8) devient linéarisée par rapport à la composante variable. En 
considérant les oscillations harmoniques, nous pouvons appliquer 
la méthode des amplitudes complexes et effectuer les substitutions 


M (t) — méi®t et H (t) — Heist. Alors de (72.8) résultent 
Be e (2 
[Mo, H] = 0, OM» = Y (Mo, Hh] + [Ms H]}. (72.9) 


Dirigeons l’axe des z le long du champ constant: M, — z,M,, 
H, = z9H,. En représentant la seconde égalité (72.9) en projection 
sur les axes de coordonnées et en portant les composantes du vecteur 


Mn dans le premier membre, nous obtenons 
10M mx —YH M my = — Mo ny 
v# Ms + OM my = Mo me (72.9a} 
ioM mz = Ve 
La résolution de ce système d'équations par rapport à Mn M 
et M, donne 


my 


e M .e . e 
M mx = RU CA mx — OH my) À 


M my = “an (GG mx — RH my) (72.10) 


Mmz=0, 


où conformément à (64.31) Q = | y | A, et où on a tenu compte du 
fait que y<< 1. Ces expressions ne sont rien d'autre que les pro- 


jections sur les axes de coordonnées de la relation Mn = Lo NH m0 
(n°* 4.2, 4.4) qui témoignent de l’anisotropie magnétique du milieu. 
Le tenseur de perméabilité magnétique u = 7 + y" a comme, il en 
résulte, la forme suivante 


Ur — ia 0 
s- (ie ur 0 |, (72.11) 
0 O0 LL 
où 
Q |y! Mous! | Mo - 
pri <2es, OI, pont (7212) 


La structure du tenseur u: (72.11) est la même que celle du tenseur & 
(72.6): le milieu est gyrotrope. Cette gyrotropie tient à ce que le 
champ constant! crée dans le magnétique (en particulier, dans le 
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ferrite) une direction distinguée autour de laquelle se produit la 
précession du vecteur M. La pulsation Q = | y | H, est la pulsation 
propre de précession. Puisque le ferromagnétisme est dû aux moments 
magnétiques de spins des électrons, la valeur du rapport gyromagné- 
tique y pour les ferrites est voisine de celle indiquée au n° 64.3: 
y = —2,21-105 (A/m)-'s-7. Dans la pratique, « et Q sont souvent 
remplacées par les fréquences f et F mesurées en MHz; on a respecti- 
vement : F = y’H, où y’= 0,035 MHz (A/m)-!. Lorsque la pulsation 
« se rapproche de Q, il se produit une résonance ferromagnétique ; 
pour w —+ Q les valeurs absolues des composantes du tenseur u dans 


#, 
H;H "£” ##, +#, H- 


Fig. 72.5 


les deux premières lignes de (72.11) croissent indéfiniment. Le tenseur 
u est hermitien (Annexe 9). A l’approximation considérée, la com- 
posante u, est égale à l’unité. Lorsque la direction d'aimantation 
constante change (c'est-à-dire en cas de changement des signes de 
H, et M,), le signe de « s’inverse, alors que u- reste inchangé. 

Dans une description simplifiée le « mécanisme » de la résonance 
ferromagnétique est le suivant : lorsque w et & coïncident, le mouve- 
ment de précession du vecteur M effectue un cycle en synchronisme 
avec le « balancement » du vecteur résultant H de la position H — 
= H, — H, dans la position H = H, + H}h (fig. 72.5). Puisque 
l'axe instantané de précession est déterminé par H, son rayon aug- 
mente. 

Les expressions (72.12) sont idéalisées non seulement parce que 
le problème a été linéarisé (sinon il serait impossible de caractériser 


le milieu à l’aide de la relation linéaire B, = UHh), mais aussi en 
particulier du fait que l’équation du mouvement (64.32) ne tient 
pas compte de l'absorption d'énergie. On peut obtenir pour les com- 
posantes du tenseur L des expressions tenant compte des pertes 
d'énergie en partant par exemple de l'équation de Landau-Lifchitz 
(64.33); on peut trouver les formules correspondantes dans les 
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ouvrages spécialisés [E.5] à [E.7]. Les composantes du tenseur pu 
d’un milieu absorbant sont des quantités complexes: ur — ur — 
— iur, & = & — ia”, Ur = dr — iur. Elles peuvent être déter- 
minées par des mesures spéciales. Les variations qualitatives de ces 
grandeurs en fonction de A, sont représentées sur la figure 72.6. Le 
tenseur u d’un milieu absorbant n'est pas hermitien. Les courbes de 
la figure 72.6 caractérisent une résonance ferromagnétique réelle. 


PAL 
#” 
T7 
/ à Er 
I 
0 | fo 
| 
[71% 
x" 
2 
œ’ 
1 
0 Hp 


Fig. 72.6 


Remarquons pour conclure que pour tenir compte de l’absorption, 
on peut introduire la notion de pulsation propre complexe de pré- 


cession Q = Q’ + iQ” (cf. n° 53.3). On effectue alors dans les for- 


mules (72.12) le changement Q —+ Q. Dans le cas où la courbe de 
résonance est suffisamment étroite (variation de u7 ou de «&” sur la 
figure 72.6), on pose Q° = Q et Q” = AQ, = AH,/|y |, où AA, 
est la demi-largeur de la courbe de résonance, définie de la même 
façon qu'au n° 58.4. 
Exemples et exercices 

1. Montrer qu’à l'approximation quasi statique la permittivité d'un diélec- 
trique artificiel réalisé sous la forme d’un système de sphères métalliques de 
rayon À, dont la densité (nombre de sphères par unité de volume) est NW’, a pour 
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expression 


ge — 1 + 4x N’'R3. (72.13) 


Quel est le domaine de validité de ce modèle? Indication: utiliser 
les résultats du & 13, exemples 15, 16. 

2. Reprendre l'exercice précédent en remplaçant les sphères métalliques 
par des sphères diélectriques. 

3. En utilisant les données sur les propriétés du plasma ionosphérique 
(üg- 70.5), concrétiser les formules (72.7) pour le milieu à une altitude de 
200 km. Ce faisant, introduire un système de coordonnées cartésiennes locales 
dont l’axe des z est dirigé le long du champ magnétique terrestre. Poser que la 
valeur absolue de l'intensité de ce champ est égale à 40 A/m. 

Calculer la fréquence de résonance gyromagnétique. 

4. Soit M, = 0,2 Wb/m°. Concrétiser les formules (72.12). Calculer la fré- 
quence de résonance ferromagnétique pour H, — 3-10 A/m. Passer aux expres- 
sions complexes de u- et de «, en posant AH, = 3-10° A/m. 
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73.1. Equations homogènes de Maxwell. — Pour étudier les champs 
électromagnétiques libres dans des milieux gyrotropes, considérons 
les équations correspondantes de Maxwell écrites par rapport aux 
amplitudes complexes, c'est-à-dire les équations homogènes de 
Maxwell 


rot H,— iwëotE, rot E. — —iouuH, (73.1) 


(obtenues à partir de (20.19) pour jext = O0). 

Si le milieu est un magnétique homogène indéfini qui devient 
gyrotrope dans un champ magnétique constant d'intensité H, — 
= z9H, et se caractérise, dans un champ variable, par un tenseur pu 
de la forme (72.11), les équations (73.1) prennent la forme suivante 
en projection 


LE RL = iWE)EE LËme_ _ 
dy 8 sn 0y 9z 


— —iOU (ur H mx — ia H my); 


OUmx  0Hmz _. . dËmx Em: 
gx à — (OE0EE my 7 93 dE — 
= —iobo (GT mx + Ur Amy)» 
6H ü | dE Ê 
me my. _ 0Emx _ 


oz ôy UT 0y 


S — io (73.2) 


(la permittivité intervient comme une grandeur scalaire). 
Dans le cas d’un plasma aimanté de la même façon (H, = z0H)), 
Ja perméabilité magnétique est un scalaire, alors que la permittivité 
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est un tenseur de la forme (72.6). Ainsi, les équations de Maxwell 
(73.1) conduisent en projection à l'écriture suivante: 


0Ëmz _ my ôËm: _ OËmy 


= UE) (ErEmx— BE my), 


dy 9z oy oz 
= — lolo mx) 
oH ob dE 0Ëm: 
ne — Pme jueo (IBËme+erÉmy) ne — RE = 
= — io my; 


À Ld dEmy dE 
= i0E)ELE m2: ——— — —"— — 


Ôy Ôz Ôy 


UE 


= —iououHm»,. (13.3) 
Il est aisé de s'assurer que les équations (73.2) se transforment en 
(73.3) (et réciproquement), si l’on effectue les substitutions suivan- 
tes : 
E0E = — ou (scalaires), 


— Uobr = Eoër, — Hot En, —Moliz ++ EE; (13.4) 


E,=H,. 


C’est l’expression du principe de dualité pour les milieux gyrotropes 
en l'absence de sources (cf. n° 36.1). L’existence de la transformation 
(73.4) permet de se limiter à la recherche des solutions de l’un quel- 
conque de deux systèmes d'équations (73.2) et (73.3) et d'étudier un 
magnétique gyrotrope par exemple. Les solutions correspondantes 
du deuxième système sont alors obtenues à partir des solutions con- 
EN ee premier système par application du principe de dualité 
(73.4). 

73.2. Ondes longitudinales. Effet Faraday. — Discutons les solu- 
tions des équations écrites plus haut (au n° 73.1) lorsque les champs 
ont le caractère d’ondes planes homogènes se propageant le long de 
la direction d’aimantation (axe des z). On se rend compte sans peine 
que de telles ondes longitudinales appartiennent à la classe d'ondes 
TEM. En effet, de la condition d'homogénéité (l’indépendance du 
champ vis-à-vis des coordonnées transversales x et y) il découle 


directement l’absence de composantes longitudinales En. et n° 
les premiers membres des dernières lignes de (73.2) et (73.3) étant 


nuls, on a aussi ÆE,, — O0 et H 2 = (. 
En considérant le cas d’un magnétique gyrotrope, posons que 


En = (To Ë x + YoË y) ete, 


L à (73.5) 
Hn = (To x + Yo y) TE, 
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où nous avons tenu compte de l'absence de composantes longitudina- 
les et introduit la notation F pour le nombre d'onde encore inconnu. 
Introduisons (73.5) dans (73.2), il vient 


TH, — LEE Ë x: ré, — — © (ur ia y), 


e . . e e (73.6) 
TH: —oeeléy TE.= ob (ia x + ur y), 
d’où il résulte, après l'élimination de €, et Ep: 
( + eur) Æ, — i Seat, 
(73.7) 


(+ eur) Hx=—i _—. ea y. 


En multipliant maintenant respectivement les premiers et les se- 
conds membres dans les deux lignes de (73.7), nous obtenons l’équa- 
tion suivante par rapport à F 


à 2 9 .,9 
(T2 + eur) = + etat. (73.8) 
Puisqu’il en résulte 
De (Ur + @), (73.9) 


nous devons conclure qu'il existe deux genres d’ondes longitudinales 
caractérisées par des constantes de propagation que nous désignerons 
par 


+= Ve(ur+a) et = Ve(ur-a). (73.10) 


En comparant les expressions (73.10) et (25.4), on peut dire que la 
loi de propagation de chacune de ces deux ondes est la même que si 
le milieu était isotrope, mais possédait la perméabilité u* = pr + 
+ « dans un cas et p7 = ur — «& dans l’autre. Remarquons que le 
double signe dont on tient formellement compte lors de l’extraction 
de la racine de (73.9) (© = + T'*, + T-) correspond à deux sens de 
propagation de chacune de deux ondes longitudinales. 

Proposons-nous d'étudier la structure du champ des ondes consi- 
dérées. En introduisant (73.9) dans (73.7), nous obtenons 


y = Hide (73.11) 


où le choix du signe correspond à (73.9). Ceci signifie que les compo- 
santes H, et H, du vecteur H sont égales en amplitude mais dépha- 
sées de + 90°. Les ondes longitudinales de constantes de propagation 
F+ (73.10) sont polarisées circulairement (n° 25.5) dans des sens op- 
posés. En partant de (73.5), (73.11) et de la première colonne de 
(73.6) dans laquelle nous prendrons EF = + l*, F = + ['-, nous 
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obtenons les expressions suivantes pour les amplitudes complexes 
des vecteurs E et H de ces ondes: 
onde à polarisation circulaire droite/gauche 


E}, — + W+A (ixo— Yo) eFil*z, Hh= A (zo+ iyo) eFiT* ; 


(73.12a) 
onde à polarisation circulaire gauche/droite 
E: — + W-A ( — To — Yo) eFilrz, H> — (To = LU) eFiTz 
(13.12b) 
où 
WE = Vues V (ur + a)/e (73.13) 


et À est un coefficient indéterminé. 

Remarquons que le sens de rotation du champ de l’onde à pola- 
risation gauche coïncide avec le sens du mouvement de précession 
du vecteur # du milieu gyrotrope (n° 64.3, 72.3), et qu'à la résonan- 
ce ferromagnétique il y a aussi coïncidence des fréquences de rota- 
tion. Il en résulte une brusque augmentation de la quantité ur — 
— «” (comme le montre la figure 72.6, &” << 0). Au contraire, l'on- 
de à polarisation droite ne subit qu'une faible absorption parce que 
la quantité 7 + «&” est très petite. 

Passons à l'examen d'une particularité importante des milieux 
gyrotropes qui explique leur appellation. Supposons que dans un 
milieu se propagent à la fois, dans le sens direct de l’axe des z, les 
ondes de deux genres, c’est-à-dire à polarisation circulaire droite et 
gauche et ayant les mêmes amplitudes du vecteur H; l'absorption 
sera négligée. En additionnant les champs à l’origine des coordonnées 
(z = 0), nous obtenons par (73.12a) et (73.12b) 


H x (0) =H} (0) + Hz (0) = z024, (73.14) 


ce qui signifie que l'orientation du vecteur H est fixée (cf. la forma- 
tion d’une onde à polarisation rectiligne en cas de superposition des 
ondes à polarisations circulaires opposées dans un milieu isotrope, 
n° 25.5). Comme les deux ondes longitudinales se propagent avec des 
vitesses de phase différentes 


vt=c/V e(ur+a) et v-=c/Ve(ur— &), 


e e e e 
leurs vecteurs magnétiques Hh = H°, (l) et H;, — H; (l) se trouve- 
ront tournés, à une distance z — /. d’angles différents dans des sens 
opposés. Par suite, la superposition de ces deux vecteurs tournants 
donnera un vecteur H (l) fixé dans l’espace qui ne sera plus orienté 


dans le sens de l’axe des x. Cherchons l'angle d'orientation de Un (l} 
par rapport à H,, (0), c'est-à-dire l'angle de rotation du plan de pola- 


496 PARTICULARITES DES CHAMPS EN DIVERS MILIEUX [CH. VII 


risation du champ magnétique résultant, en le désignant par Ÿ 


(fig. 73.1, a). En prenant les formules (73.12a) et (73.12b), nous 
trouvons 


#0) = Hh (0) + Ha (1) = Alto (et + et) + iyo (ee), 
et, après quelques transformations simples: 
T++r- 


H,. (1) = 24e ° 2 (æocos ET l+yosin ET 1). (73.15) 


Nous voyons (fig. 73.1, b) que 
= 1: frd). (73.16) 
Ainsi, dans un magnétique gyrotrope peut se propager, le long 


de la direction d’aimantation constante, une onde conventionnelle- 
ment dite !) polarisée rectilignement dont le plan de polarisation 


Fig. 73.1 


tourne. C’est l'effet Faraday. L'origine du mot « gyrotropie » est liée 
à cet effet. La quantité 


R=TER LOVE (para Var, (1347) 


qui exprime l’angle de rotation du plan de polarisation par unité 
de distance s'appelle constante de Faraday. Lorsqu'il y a effet Fa- 
raday la constante de propagation a pour expression 


lo = one (Vur+ta+Vur—a). (73.18) 


1) Pour chaque z — constant, le champ pris dans son ensemble est d’au- 
tant plus voisin d’une onde polarisée rectilignement que la différence entre 
W+et W- est plus petite. 
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L'effet Faraday est irréversible. Si l’on regarde le sens de propa- 
gation de l'onde qui coïncide avec le sens du champ constant H,, 
on voit que pour & > 0, ur > «& le plan de polarisation tourne dans 
le sens des aiguilles d'une montre (R >> 0); si l’onde chemine dans 
le sens opposé à H,, le signe de « s’inverse et donc celui de À, c'est-à- 
dire qu’en observant une onde qui s'éloigne, nous constaterons 
que son plan de polarisation tourne en sens inverse des aiguilles d’u- 
ne montre (fig. 73.2, a et b) !). Ainsi, le caractère de propagation de 


Fig. 73.2 


l'onde varie en fonction de la direction ; le champ dans un milieu 
gyrotrope n’obéit pas en général au principe de dualité ($ 38), plus 
loin (au n° 73.4) nous reviendrons spécialement à ce sujet. 

Dans des milieux absorbants, la manifestation de l'effet Faraday 
est un peu plus compliquée. 

Il reste à étendre les résultats obtenus au cas d’un diélectrique 
æyrotrope (plasma aimanté), c’est-à-dire à un milieu dont la permit- 
tivité est un tenseur de la forme (72.6) et dont la perméabilité magné- 
tique est une grandeur scalaire. A cet effet, il suffit de transformer 
les résultats obtenus à l’aide des relations du principe de dualité 
(73.4). 

Ceci permet d'affirmer tout de suite que dans un diélectrique gy- 
rotrope, de même que dans le magnétique qui vient d’être considéré, 
peuvent exister des ondes longitudinales à polarisation circu- 
laire droite et gauche, telles que 


Er = A (xo + iÿo) eFiT?, 


: (73.19) 
Hi = F(W*) AA (+ ito— yo) eFiTTe, 
où 
+. 2 / Lo. mer 
Dans le cas de l'effet Faraday (sans absorption), on a 


R= UTC OVE (Varp-Ver-p (73.2) 


1) Un observateur qui ne change pas son orientation voit tourner le plan 
de polarisation des deux ondes, directe et inverse, dans le même sens. 


32-0169 
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et 


+ “ ——— ——_ 
To CHE EVE (VE +P+VerR. (73.29 

Remarquons pour conclure que lors du passage de (73.12a), (73.12b) 
à (73.19) la constante du signe devant l'* exige que l’on inverse le 
signe devant W+: —W+ — — ou,u+/T+se transforme d'après (73.4) 
en (W=<)-1 — woe,et/T*. 

73.3. Ondes transversales. Phénomène de Cotton-Mouton. Biré- 
fringence. — Examinons maintenant des ondes qui se propagent 
dans un milieu gyrotrope dans le plan xOy perpendiculairement à 
la direction d’aimantation constante. Toutes les directions étant 
dans ce cas équivalentes, bornons-nous à examiner le cas où 


E,= £e-irs, H=de-iz, (73.23) 
c'est-à-dire choisissons pour sens de propagation l'axe des x. De 
même qu'au n° 73.2, nous allons analyser les ondes homogènes en 
posant € — constante et G#f — constante. 

Introduisons (73.23) dans les équations (73.2). Ces dernières de- 
viennent 


O=É,, pr: —iadl y, 
TH, = WE EË y; — T£. = © (ia, + urA ,), (73.24) 
TT, ss: LEE, TE, = oour ox. 


Ces équations se séparent en deux systèmes indépendants dont l’un 
est formé par la deuxième ligne de la première colonne et la dernière 
ligne de la deuxième colonne. En éliminant #, et €, entre ces équa- 
tions, nous trouvons 
2 
= Eur. (73.25) 


Nous voyons qu'il s’agit d'une onde TE M dont les amplitudes com- 
plexes ont pour expressions 


Ë = yo4e or, Hz 7 e"Tord*, (73.26) 


lord = — V'eur ; Word = y # VE . (73.21) 


Cette onde dont le vecteur magnétique est colinéaire avec le champ 
magnétique constant s'appelle onde ordinaire (indice « ord »). 

Les autres lignes des deux colonnes de (73.24) forment le second 
système indépendant d'équations. Nous en déduisons 


2 _ @® my — a° = 
r BU-LET (73.28) 
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puis 
e nie e A ic ir 
E, - z.4e iTextra*, H_ — 7 — | =) extra* 
m 0 m Wextra Yo + Lo br € ’ 
(73.29) 
où 
__ © J hr a ; à = Ho 74 pr — a = 
Pextra nr ] eue ? extra SE Eo Eur (73.30) 


Cette onde est dite extraordinaire (indice « extra »). On voit que dans 
ce cas c'est le vecteur électrique qui est colinéaire avec le champ 
magnétique constant, alors que le vec- 
teur magnétique possède tant une 4, 
composante transversale qu’une com- 
posante longitudinale (H,, et H, res- 
pectivement). C'est une onde X. On £ 
peut dire que le rôle de perméabilité 
magnétique équivalente est dans ce #\ 
cas joué par la grandeur extra = n 
(ur — apr 1. \ 

Soit un magnétique gyrotrope (réa- id £ 
lisé sous la forme d’une couche par 
exemple, comme l'indique la figure Fig. 73.3 
73.3) dans lequel pénètre une onde 
polarisée rectilignement et se propageant perpendiculairement 
au vecteur H, qui fait avec le vecteur Æ un certain angle +. 
Sans nous intéresser à la réflexion, remarquons que la composante 
E cos +, parallèle à H,, excitera dans le milieu gyrotrope une onde ex- 
traordinaire et la composante Æ sin , perpendiculaire à H,, une 
onde ordinaire. En se propageant avec des vitesses différentes 


ui — a° _— 
=] Ve ÊE et Lord <= C/V Eur 


(l'absorption est négligée), ces ondes auront à la sortie du milieu gy- 
rotrope des phases différentes et formeront donc dans un milieu 
isotrope une onde à polarisation elliptique (en particulier, à polari- 
sation circulaire, lorsque le déphasage est de 90°). Ce phénomène 
est connu sous le nom de phénomène de Cotton-Mouton. 

Passons au cas du diélectrique gyrotrope, c’est-à-dire du plasma 
aimanté. En vertu du principe de dualité (73.4), aux solutions obte- 
nues correspondent les solutions suivantes: 

onde ordinaire 


E, = — z AW orge 7 ord, H, — yoAe” ord, (73.31) 


1) Parfois au licu de UHextrs On écrit Hi. 
32% 
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lou Ver Worë= Je. 4 +; (33 


onde extraordinaire 


= AW extra (vo + Lo #) e7lextra®, An = zoAe” extra, 


+ à 
(73.33) 
où 
EF — x 
lextra = _ 4 = u,  Wextra = + 4 a . (73.34) 


Le rôle de permittivité équivalente est joué dans ce cas par la gran- 
deur £&extra — (er — B°)/er. 

Examinons enfin l'incidence d'une onde TE M ordinaire, se pro- 
pageant dans un milieu isotrope, sur la surface plane qui le sépare 
d’un milieu gyrotrope. La direction 
du champ magnétique constant H, qui 
provoque l'apparition de la gyrotropie 
est supposée perpendiculaire au plan 
d'incidence (fig. 73.4); le magnéti- 
VV que gyrotrope et le diélectrique se- 

S ront analysés simultanément. Suppo- 
&, Eee : 
© sons que la polarisation de l'onde in- 
cidente (rayon 7) soit quelconque. Sa 
décomposition en ondes à polarisations 
perpendiculaire et parallèle ($ 27) mon- 
tre que dans un cas c’est le vecteur E 
et dans l'autre le vecteur H qui est 

Fig. 73.4 colinéaire avec J1,. Cela signifie que 

l’une des ondes incidentes est capa- 

ble d’exciter dans le milieu gyrotrope seulement une onde 

extraordinaire et l’autre seulement une onde ordinaire. Les 

vitesses de phase de ces dernières étant différentes, les rayons réfrac- 

tés correspondants ne coïncident pas; leurs directions peuvent être 

aisément trouvées en utilisant la deuxième loi de Snellius sous la 
forme (27.6a): 


Sin Vord _ Vord Sin extra _ Vextra 
ent ot SAT Pet (73.35) 


On voit sur la figure 73.4 que le rayon incident 1 « se dédouble » en 
deux rayons réfractés (2 et 3). Ce phénomène de double réfraction 
s'appelle biréfringence. 

Remarquons pour terminer que dans le cas d’un magnétique gyro- 
trope le rayon extraordinaire 3 est engendré par la composante à 
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polarisation perpendiculaire de l’onde incidente et dans le cas d’un 
diélectrique gyrotrope par la composante à polarisation parallèle. 

73.4. Quelques propriétés générales des champs. — Il n’est pas 
difficile de se convaincre que les relations énergétiques générales 
obtenues au $ 21 sont valables pour tout milieu isotrope. Par exem- 
ple, on a 


Py= Im | (e0E*ÉSE, — uouH, H*) dv (73.36) 
V 


(cf. (21.9) à (21.13)), où & et u sont des tenseurs de la forme (4.7) 
et où au lieu des coordonnées cartésiennes, on peut utiliser un autre 
système de coordonnées orthogonales quelconques. Une simple véri- 
fication montre que le milieu est non absorbant si les tenseurs sont 
hermitiens (Annexe 9). On a alors en particulier 


BE 3 = Uex|Hmxl2+ DyylHmyl? + Url H mel? + 
+ Len mxH y + LyxH my Ah + dy my hs + 
+ Bey Ame %y + IxH m2 HV + UxzHmxHmz 


qui est une quantité réelle, car du fait que le tenseur de perméabili- 
té magnétique est hermitien 


Fe ux = My My = Dies Hz Hixr 


et donc u.,, Uyy et LU, sont réelles (dans ce cas on a par exemple 
Bey A mx %y ne By my Hi — 2 Re (Uey mx H my) . 


Par suite P, = (. 

Nous avons déjà discuté aux n°5 72.2, 72.8 les cas particuliers où 
les tenseurs & et u sont hermitiens. 

Comme il a été indiqué au n° 38.1, le lemme de Lorentz est va- 
lable si on a les relations 


LH me m4 — DH mime = 0 et EE mi —EEmEme = 0. (73.37) 


Lorsque & et u sont des tenseurs, ces égalités ne sont vérifiées que si 
ces tenseurs sont symétriques (Annexe 9), c'est-à-dire Si Exy — Eyxs 
Eyz — Ezy, etc. C’est à cette condition que le principe de dualité 
s'étend aux milieux anisotropes. 

En particulier, pour un diélectrique gyrotrope (Uzz = Uyy = 
= Ur, Hry = — Uyx = — ii, U., = pu, et les autres composantes sont 
nulles), on a 


Home m: ue LH 3H me = i2a (mes may — Hey mix) = 
= i2a [He Hmilr (73-38) 
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et de ce fait le principe de dualité ne sera observé que pour des champs 
dont les composantes magnétiques sont parallèles dans le plan xOy 
(orthogonal à /7,). Une conclusion analogue est vraie pour un diélec- 
trique gyrotrope. 

Signalons pour terminer que cans des milieux anisotropes la di- 
rection de la normale au front d’une onde plane peut ne pas coïncider 
avec le vecteur moyen de Poynting et par conséquent le vecteur vites- 
se de phase et le vecteur vitesse de mouvement de l’énergie sont eux 
aussi non colinéaires. 


Exemples et exercices 


1. Calculer la constante de Faraday pour le plasma ionosphérique indiqué 
dans l'exemple 3 ($ 72) en prenant À = 20 m, ainsi que pour le ferrite aimanté 
(ibid. exemple 4) pour À = 3 cm. 

2. Construire le champ électromagnétique total dans le cas de l'effet Fara- 
day en partant de l'expression (73.15). 

Examiner l'effet Faraday dans l'hypothèse où les amplitudes du vecteur E 
sont égales pour les deux ondes longitudinales. 

3. Calculer les vitesses de phase des ondes ordinaire et extraordinaire pour 
le magnétique gyrotrope ($ 72. exemple 4) en posant À = 3 cm. 

Supposons que sur la surface frontière plane d’un tel milieu tombe une 
onde TE M homogène, le plan d'incidence étant orthogonal au vecteur H,. 
Déterminer les sens de propagation des ondes ordinaire et extraordinaire pour 
1 45°. Pour quelles polarisations de l’onde incidente la biréfringence est-elle 
absente: 

4. Dans le cas de l'incidence normale d’une onde TEM plane homogène 
sur la surface frontière d’un milieu gyrotrope, aimanté lui aussi suivant la nor- 
male, le plan de polarisation de l'onde réfléchie subit une rotation. Ce phéno- 
mène est connu sous le nom d'effet Kerr. Etudier l'effet Kerr en résolvant le 
problème de l'incidence normale (cf. n° 28.1). Indication: examiner 
séparément l'incidence des deux composantes polarisées circulairement de 
l'onde incidente. 


$ 74. Gyrotropie en radioélectricité 


74.1. Gyrotropie de l’ionosphère. — Par suite de l'influence due 
au champ magnétique terrestre le plasma ionosphérique se présente 
comme un milieu gyrotrope dont la permittivité se décrit par les 
formules (72.6), (72.7). La valeur de FH, est égale en moyenne à en- 
viron 40 A/m de sorte que la fréquence de résonance gyromagnétique 


des électrons }=Q/2n = u, el H,/2x (72.3) est environ de 1,4 MHz. 


Les gyrofréquences des ions sont très basses, par exemple pour 
les ions d'oxygène atomique F” — Q'/2n = 54 Hz; si bien que dans 
la plupart des cas l’omission de l'influence des ions lors de l’établis- 
sement des formules (72.6), (72.7) est admissible. 

Lorsqu'on tient compte de la gyrotropie, les phénomènes de pro- 
pagation des ondes dans l’ionosphère se compliquent fortement. Une 
étude plus ou moins complète devrait, bien entendu, tenir compte de 
la variation de l’orientation du champ terrestre H, par rapport à 
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la direction de propagation de l’onde, ainsi que de certains autres 
facteurs. Nous nous contenterons d'analyser des conditions simpli- 
fiées. 

Supposons que l'onde ait atteint l’ionosphère en se propageant 
perpendiculairement à H,. Alors, quelle que soit la polarisation, elle 
fait naître dans le plasma gyrotrope deux ondes : une onde ordinaire 
et une onde extraordinaire. Le rayon réfracté « se dédouble » tout à 
fait de la même manière que dans le cas de la biréfringence (n° 73.3). 
Ceci est illustré sur la figure 74.1. Soulignons que les conditions de 
retour au sol des rayons ordinaire et extraordinaire sont différentes. 
La formule (70.3) prend la forme 


: { Vera — Ver, 
sin 0, = 


V &extra = V' (#5 —B°)/er 
(74.1) 


(cf. n° 73.3) qui suppose que dans Fig. 74.1 

les formules (72.7) ©; = w7 (N° — 

— N*); et de mème qu'au n° 70.2, les collisions sont négligées (v — 
— 0). Puisque £&ora — er coïncide avec la permittivité du plasma 
isotrope (65.8), la réfraction du rayon ordinaire se produit comme il 
a été décrit au n° 70.2. Quant au rayon extraordinaire, il résulte de 
(12.1) que 


w &° — = 

Eextra — 1 … DE (74.2) 
(v = 0). En introduisant cette expression dans (74.1) et en posant 
6, — 0, calculons la pulsation critique (n°70.2) pour l'onde extraor- 


dinaire. À cet effet, il faut résoudre l'équation du second degré 
O2 + HQ—&E—=0 (wo, =). (74.3) 
Ainsi 
O = Wer.extra = + Q/2 + V (Q/2)° + (w3)°. (74.4) 
En fixant © >> 0, on peut s'assurer que l'égalité (74.4) affectée de 
signe plus est vérifiée pour une valeur plus faible de w? (c'est-à-dire 
pour une concentration électronique V* plus faible). En admettant 
que le retour au sol du rayon se produit à partir du niveau le plus 
bas, ainsi qu'en tenant compte de l'inégalité Q@ < w?, nous trouvons 
Ocr.extra © Op + Q/2, (74.5) 
Où @p — Wc- pour un plasma isotrope (n° 70.2), c'est-à-dire w? = 
— Wer. ord: Par suite 


Îcr. ord © Îcr. ord + F/2 —= fer. ord + 0,7 MHz. (74.6) 


Pour des ondes qui se propagent dans le plasma le long de la di- 
rection du champ magnétique on a suivant (73.20) en polarisation 
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circulaire 
Et = Er + P—1—05/0 (© + Q) (74.7) 


(on a posé v = 0 dans (72.7)). Il résulte de là que la permittivité équi- 
valente pour une onde à polarisation circulaire gauche €” restera une 
grandeur positive si les fréquences sont suffisamment basses (plus 
précisément pour © <T &@cr. extra (74.4)). Ainsi, dans le cas de l'inci- 
dence normale sur les couches ionosphériques cette onde longitudina- 
le ne subit pas de réflexion totale ; il est aisé de tirer une conclusion 
analogue pour le cas de l'incidence oblique. Par conséquent la com- 
posante à polarisation gauche de l'onde qui se propage dans la di- 
rection du champ magnétique terrestre passera, pour les fréquences 
indiquées, à travers l’ionosphère. Un des phénomènes dont l’explica- 
tion peut être donnée en partant de ce fait est constitué par des « at- 
mosphériques siffleurs ». Dans la gamme d'ondes très longues (sur- 
tout sur les fréquences de 4 à 10 kHz) on obser- 
ve des signaux engendrés par des décharges ora- 
geuses qui provoquent l’apparition de siffle- 
ments à fréquence notablement croissante 
dans le canal sonore du récepteur. De tels si- 
gnaux se propagent d’un hémisphère terrestre à 
l’autre, le long des lignes de force du champ 
magnétique terrestre; on peut montrer que ce 
dernier dirige le transport d'énergie (fig. 74.2). 
 . Signalons enfin que l’influence du champ 
Fig. 74.2 magnétique terrestre constitue l’une des cau- 
ses (en plus de celles qui ont été indiquées plus 
haut) des évanouissements des signaux dans la gamme d'ondes cour- 
tes. Supposons que la propagation de l’onde dans la région F soit 
voisine de la propagation longitudinale par rapport au champ ma- 
gnétique terrestre. Dans un tel cas, on observe l'effet Faraday: le 
plan de polarisation de l’onde subit une rotation. Mais étant donné 
l'instabilité de l’état de l’ionosphère, cette rotation et donc la pola- 
risation au point de réception ne restent pas invariables. Comme 
l'antenne de réception (proche du dipôle de Hertz, par exemple) 
est sensible à la polarisation de l’onde incidente, le niveau du signal 
reçu subit des variations accidentelles. Ce sont des évanouissements 
dits de polarisation. 

74.2. Ferrites dans la technique des hyperfréquences. — Les fer- 
rites aimantés qui sont des magnétiques gyrotropes, trouvent de nom- 
breuses applications dans les guides d’ondes et dans d’autres disposi- 
tifs hyperfréquences. 

En particulier, l'effet de guide d'ondes de Faraday revêt une impor- 
tance considérable. Si, dans le cas d’un milieu illimité, l’effet Fara- 
day se manifeste par la rotation du plan de polarisation de l’onde 
(n° 73.2), dans un guide d'ondes il se produit déjà la rotation de toute 
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la structure du champ. Envisageons un guide d’ondes circulaire com- 
portant un cylindre coaxial de ferrite aimanté dans le senslongitu- 
dinal (fig. 74.3) ; généralement, ce cylindre se termine par des extré- 
mités coniques (en vue de diminuer la réflexion de l’onde incidente). 
Lorsqu'une onde non tournante de mode fondamental Æ,, de guide 
« vide », dont la structure dans la section droite $, est montrée sur la 
figure 74.3, a, tombe de gauche à droite sur l'élément de ferrite, on. 
constate à droite, dans la section S,, le passage de l’onde fonda- 
mentale avec une orientation azimutale changée (fig. 74.3, c). Le 
sens physique de ce phénomène est facile à saisir. Décomposons l’on- 
de initiale H,, en deux ondes tournantes à variations azimutales 
suivant ei et e-i% (n°5 49.1, 49.2). Sur l’axe du guide d'ondes, leurs 


4 


Fig. 74.3 


champs sont polarisés circulairement dans des sens opposés. Ces on- 
des arrivent dans le ferrite après avoir subi manifestement une cer- 
taine déformation mais, en raison de la symétrie axiale du système, 
elles conservent la propriété indiquée et, si le barreau de ferrite est 
mince, on peut admettre que la polarisation circulaire a lieu dans 
toute la section transversale. Dès lors, en partant des résultats du 
n°73.2, il n’est pas difficile de conclure que le ferrite se comporte. 
comme un milieu dont la perméabilité magnétique est u* = ur + 
+ « pour l’une des ondes (à polarisation circulaire droite) et 7 — 
= dr — &« pour l’autre (à polarisation circulaire gauche). C'est. 
pourquoi, en se propageant avec des vitesses différentes sur le tron- 
çon du guide comportant le ferrite, les ondes considérées subissent 
des déphasages différents ; leur superposition à la sortie du ferrite 
donne précisément une structure tournée. 

L'effet Faraday dans les guides d’ondes est mis à profit dans cer- 
tains dispositifs et par exemple dans des isolateurs (appareils qui 
ne permettent la transmission d'énergie que dans une seule direction} 
et dans des circulateurs. Le principe de fonctionnement d'un isola- 
teur est illustré sur la figure 74.4, a. Une section de guide circulaire 
est reliée à deux guides rectangulaires tournés d'un angle de 45° et. 
comporte un barreau de ferrite qui est aimanté longitudinalement 
et produit une rotation de structure du champ de 45°. Supposons que 
lorsque l’onde se propage de Z à ? la structure tourne dans le sens des 
aiguilles d’une montre. Alors, une onde injectée dans l'entrée J doit. 
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passer vers la sortie 2, maïs elle ne passera pas dans le sens oppo- 
sé (de 2 à 1). L'effet Faraday étant irréversible (n° 73.2), la structure 
tournera en sens inverse des aiguilles d’une montre pour un observa- 
teur orienté identiquement par rapport au sens de propagation de 
l’onde (c’est-à-dire de nouveau dans le sens des aiguilles d’une mon- 
tre si l’on regarde dans le sens d'aimantation constante). Le vecteur E 
de l’onde qui a traversé le ferrite (à partir de 2) sera parallèle au 
grand côté du guide 7, de sorte que l’onde fondamentale F,, ne sera 


pas excitée et il y aura une réflexion totale. Remarquons que géné- 
ralement l’onde réfléchie est amortie à l’aide d'un absorbeur polari- 
sé qu’on réalise sous forme d’une mince plaquette conductrice placée 
dans le guide circulaire près de l’endroit de son raccordement avec 
le guide Z et parallèlement à sa grande paroi; cette plaquette est pres- 
que sans effet sur l'onde se propageant depuis l'entrée J. 

Un dispositif analogue comportant deux guides rectangulaires 
complémentaires reliés à un guide circulaire (fig. 74.4, b) fonctionne 
comme un circulateur. Cela signifie qu'une onde injectée en Z sortira 
en ?, c’est-à-dire que du guide J elle passera dans le guide 2 mais du 
guide 2 elle pénétrera dans le guide 3, du guide 3 dans le guide 4 et 
de ce dernier dans le guide J. 

Dans bien des cas, on introduit dans le guide rectangulaire une 
plaquette aimantée dans le sens transversal (fig. 74.5, a et b). Rap- 
pelons que les composantes transversale et longitudinale du vecteur H 
de l’onde X7,, du guide vide étant déphasées de 90°, le champ ma- 
gnétique tourne dans le plan de sa grande paroi et la polarisation sera 
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circulaire pour deux valeurs de la coordonnée z; le sens de rotation 
(différent en ces points) dépend du sens de propagation de l’onde. 
La polarisation prépondérante du champ magnétique dans la plaquet- 
te de ferrite placée asymétriquement sera, suivant ce sens, soit droite 
soit gauche. On peut donc dire que la valeur de la perméabilité ma- 
gnétique équivalente de la plaquette sera différente pour les ondes 
qui se propagent dans des sens opposés. Par suite, les constantes de 
propagation (c'est-à-dire les vitesses de phase et les coefficients d’af- 
faiblissement) de ces ondes seront elles aussi différentes. Le système 
est irréversible et peut donc être utilisé pour la réalisation d’un iso- 
lateur ou d’un circulateur. 

Un des appareils réalisés à base du système décrit est un isolateur 
dit « à résonance ». Le barreau de ferrite est aimanté jusqu’à l’état 


y y il 
a b) 
Fig. 74.5 


de résonance ferromagnétique; dans ces conditions les paramètres 
ur et —a” ont leurs valeurs maximales et approximativement égales 
(fig. 72.6). Alors, (u-)" Æ 2ur et (u*)” Æ 0, ce qui signifie que l’u- 
ne des ondes fondamentales se propageant dans des sens opposés 
dans le guide rectangulaire comportant le barreau de ferrite (onde à 
polarisation circulaire gauche prédominante) sera fortement absor- 
bée, alors que l’autre passera ne subissant qu'un petit affaiblisse- 
ment (n° 73.2). 

A titre d'exemple de circulateur réalisé sur la même base consi- 
dérons un système constitué de deux coupleurs directifs qui assurent 
le partage en deux parties égales de l'énergie à transmettre (il est 
examiné de façon plus détaillée dans l’exemple 4). Les éléments de 
ferrite sont placés dans une ou deux voies, entre les coupleurs. L'u- 
ne des variantes de cet appareil est représentée schématiquement 
sur la figure 74.6, a. Supposons que la voie comportant le ferrite pro- 
voque un déphasage de @ + 180° pour un sens et de œ@ pour l’autre; 
quant à la voie symétrique, elle assure un déphasage de œ pour les 
deux sens (à cet effet elle contient un élément diélectrique conve- 
nable). Il faut aussi tenir compte du fait que le partage du flux d’é- 
nergie par le coupleur directif s'accompagne d’un déphasage de 90° 
(v. exemple 4). Si l’onde est injectée dans l’entrée Z, elle sortira en 
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2, sans passer par 4. En effet, comme le montre la figure 74.6, b, 
dans la voie 2 arrivent deux flux d'onde à demi-puissance dont l’un 
(direct) est déphasé de æ et l'autre de 90° + (180° + œ) + 90° (deux 
passages par le trou et l’action de la voie à ferrite); ils interfèrent 


oO 
——) — 
3 # 
1 ni 2 
— 
ES 
a) 
1600 4 TO | 270% 
+0) +90° : +07 I0%e 
— 360% | +90° 
J p 4 2 2 
=— Ÿ 
b) 
Fig. 74.6 


en phase et s'ajoutent. En même temps, les déphasages des flux cir- 
culant dans la voie 4 sont q + 90° et 90° + (180° + æ), ce qui si- 
enifie que ces flux sont en opposition de phase et s’annulent donc par 
interférence. Il n’est pas difficile de suivre de même comment l’on- 
de passe de 2 à 3, de 3 à 4 et de 4 à I. | 

Remarquons que la matrice de diffusion d'un circulateur parfait 
à P voies doit être de la forme 


000... 001 
100... 000 

dos 000 fic 
000... 100 
(000... 010) 


(on suppose que les sections d'entrée sont placées dans la zone loin- 
taine et choisies de manière que les déphasages intérieurs soient com- 
pensés). 

Les circulateurs à quatre et, plus souvent, à trois portes sont aus- 
si réalisés sous forme de dérivations d’un guide rectangulaire dans le 
plan À (ou sous forme de dérivations analogues d’une ligne à ruban), 
dans lequel on place symétriquement un élément de ferrite aiman- 
té perpendiculairement à ce plan (fig. 74.7, a, b et c). L'’onde tom- 


$ 74] GYROTROPIE EN RADIOËLECTRICITÉ 509 


bant sur le ferrite subit une diffraction asymétrique; pour un choix 
convenable des paramètres le flux d'énergie sera dirigé de Z à Z, de 
2 à 3, etc. Les appareils de ce type s'appellent respectivement « cir- 
culateurs X » et «circulateurs YŸ ». 

Les dispositifs à guides d’ondes à ferrites sont très variés et leur 
description quelque peu détaillée sortirait nettement du cadre de 
cet ouvrage 1). Les divers isolateurs et circulateurs (dans ce qui pré- 
cède nous n'avons examiné que certains de leurs types) sont les appa- 
reils les plus importants de ce genre, mais ils sont loin de représenter 


2 2 Ho 
1 JF 
Fa | 1 J 
/ 
4 
a) b) c) 
Fig. 74.7 


toutes les fonctions multiples qu’on peut réaliser à l’aide de ferrites 
aimantés. Insistons seulement sur la très grande importance techni- 
que que présente la possibilité de contrôler l’amplitude et la phase 
d’un phénomène ondulatoire par une « voie électrique », c’est-à-dire 
en faisant varier le courant dans l’électro-aimant qui aimante un 
élément de ferrite, au lieu de l'introduction mécanique dans le guide 
d'ondes d’un corps quelconque qui provoque une absorption, une ré- 
flexion ou un déphasage. 

Examinons pour terminer le cas d’un résonateur à cavité compor- 
tant un ferrite aimanté; c'est la manifestation de l'effet Faraday 
dans un résonateur qui présente un intérêt particulier. Considérons 
à titre d'exemple un résonateur cylindrique renfermant un cylindre 
coaxial de ferrite aimanté dans le sens longitudinal (fig. 74.8, a). 
Lorsque le ferrite n’est pas aimanté (4, — 0), le champ non tournant 
du type À, D dans le résonateur à cavité n’est que légèrement défor- 
mé et le barreau de ferrite placé symétriquement exerce le même effet 
sur les deux composantes tournantes du champ dont les variations 
azimutales sont de la forme eï% et e”is. Ces oscillations restent for- 
cées; on peut dire que les courbes de résonance correspondantes sont 
« indiscernables ». Si on applique un champ magnétique extérieur 
constant (H, = 0), le ferrite perturbe différemment les modes d’os- 
cillations tournantes ; si le barreau est mince, sa perméabilité ma- 


1) V. par exemple [E. 5 à 7] ; l'algorithmisation des problèmes correspon- 
dants de l’électrodynamique est étudiée dans [1.3]. 
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gnétique équivalente est u*=pur + & dans un cas et 7 = ur — x 
dans l’autre. La pulsation propre augmente pour l’un des modes 
d'oscillations et diminue pour l’autre. La courbe de résonance qu'on 
observe dans ces conditions est d’abord à deux bosses et ensuite, lors- 
que /7, s'accroît encore, l’écart entre les pulsations propres devient 


Fig. 74.8 


plus grand (fig. 74.8, b). Il en résulte que la courbe de résonance cor- 
respondant au mode d’oscillations à polarisation circulaire droite 
sur l’axe non seulement se déplace dans le sens des fréquences plus 
basses mais devient aussi plus étroite parce que le facteur de qualité 
augmente : (u*)" << ur. Quant à l’autre courbe de résonance (corres- 
pondant à la polarisation gauche), elle se déplace vers les fréquences 
plus élevées et s'élargit: (u-)" > ur. 


Exemples et exercices 


1. En se servant du graphique de la figure 70.1, déterminer la différence de 
niveau de retour au sol des rayons ordinaire et extraordinaire pour 0, = 45° 
et À — 50 m (la direction du champ magnétique terrestre est supposée norn:ale 
au plan d'incidence et H, = 40 A/m). 

2. Calculer la constante de Faraday pour une onde de À — 50 m au voisi- 
nage du niveau de retour au sol (8, = 45°). Comment le résultat changera-t-il 
si l'influence du champ magnétique sur l'altitude de retour est négligée (la pro- 
pagation de l'onde par rapport au champ magnétique est supposée longitudi- 
nale)° 

3. Quelle est la forme de la matrice de diffusion d’un isolateur parfait 
(pour la zone lointaine)? 

4. Examinons les propriétés de la matrice de CiÈprsIon d’un coupleur di- 
rectif parfait étant donné que, comme il a été déjà dit, un type déterminé de 
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coupleurs est utilisé pour la réalisation des dispositifs à éléments gyrotropes. 

Soient deux guides reliés entre eux comme l'indique la figure 74.9, a, à 
l'aide d’un trou ou d’autres éléments de couplage quelconques. Ce système per- 
met de réaliser un effet de couplage directif !), c'est-à-dire que la transmission 


Fig. 74.9 


d'énergie n'aura lieu que de 7 vers 2 et 4, de 3 vers les mêmes voies et de 2 (ou 4) 
vers 1 et 3. Ceci signifie que 


SI = S12— SA — 5 — 0, (74.9a) 
et de plus, si les réflexions sont nulles, 
SH=Sft—SH— 5-0 (74.9b) 


(on peut montrer que ces deux conditions doivent être satisfaites simultané- 
ment). Puis, par raison de symétrie du dispositif, nous pouvons écrire 
S12 = SA — SH — SH — 0 (74.10a) 
et 
SSH S3— S13— D, (74.10b) 


où a et b sont des nombres complexes. Ainsi, en écrivant la matrice de disper- 
sion sur les sections de sortie reportées dans la zone lointaine (l'existence de la 
seule onde qui se propage), nous avons 


Ua0b 
a0bo 
0bO0a« 1!” 
bOUÜa0 


s — (74.11) 


D'autres informations sur les éléments de la matrice S s’obtiennent en te- 
nant compte du fait que cette matrice est unitaire ($ 60, exemple 3), ce qui si- 
gnifie que la multiplication de S — S* par S doit donner une matrice unité 7 
(Annexe 9). La réalisation de cette multiplication donne en particulier 


(S Shui = lal?+ 1121, ($ Shs =2°b+b*a= 0, (74.12) 
si bien qu'en désignant a = | a | ei et b — | b | eŸŸ, nous obtenons 
lbl=Y 1—1lal:, Re (ab*)=lal-[b] Re et) 0, (74.13) 
La seconde égalité signifie que cos (@ — 1) = 0, c’est-à-dire que 
p—Yv— +(2n —1)n/2 (n= 1,2, ...). (14.14) 


Nous sommes arrivés à la conclusion que l'onde directe et l'onde prélevée sont 
en quadrature, ce qui est très important pour la compréhension du principe de 


1) Par des raisonnements très simples on peut se convaincre que le cou- 
pla re directif est obtenu dans un système à deux trous distants de A/4 (fig. 74.9, b). 
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fonctionnement des dispositifs à ferrites que nous avons étudiés plus haut. Rap- 
pelons que dans ces dispositifs le flux d'énergie est partagé en deux parties éga- 
les (c'est-à-dire | a | = | b |). Un coupleur à deux pe trous (fig. 74.9, b) ne 
possède pas cette propriété : les trous ne sont que de faibles excitateurs. 


IV. MILIEUX ACTIFS ET NON LINÉAIRES 


$ 75. Champs et ondes dans 
des milieux actifs 


795.1. Nature et manifestations de la régénération. — Nous ap- 
pellerons milieu actif ou milieu régénérateur un milieu qui, à l’opposé 
d’un milieu absorbant, fournit de l'énergie au champ électromagné- 
tique. Un tel bilan énergétique est nécessairement lié à l’action des 
facteurs extérieurs. Pourtant dans ce cas, on ne peut pas parler des 
ÆE®xt et jext donnés (sinon il ne serait pas nécessaire de sortir du ca- 
dre des notions introduites au $ 7). Une caractéristique essentielle d’un 
milieu actif est sa « réponse » au champ électromagnétique : les phé- 
nomènes extérieurs se produisent sous l'effet de ce champ, en lui 
cédant une certaine énergie. Nous avons déjà vu au n° 21.2 que dans 
Je cas des oscillations harmoniques (ou des composantes harmoni- 
ques si les variations en fonction de temps sont plus complexes) les 
milieux actifs se décrivent de même que les milieux absorbants, à 
l’aide d’introduction de la permittivité e et la perméabilité u com- 
plexes mais qui auront les parties imaginaires de signes contraires. 

La notion de milieu actif est commode en ce sens qu'elle fournit 
un moyen de formalisation commun à tous les facteurs régénérateurs 
possibles qui interviennent dans les problèmes d’électrodynamique 
appliquée. Ces facteurs utilisés en radioélectronique moderne sont 
très variés. C’est ainsi par exemple que pour la réalisation d'ampli- 
ficateurs et d'oscillateurs on utilise des mouvements macroscopiques 
de particules dans des champs (électronique) et des effets microscopi- 
ques (radiotechnique quantique) ; ces derniers temps, ce sont l’ampli- 
fication paramétrique et l’excitation paramétrique d'oscillations qui 
ont pris une grande importance. 

Nous ne nous proposons pas, bien entendu, d'examiner en détail 
les phénomènes physiques indiqués et les appareils qui les utilisent. 
Nous nous contenterons de donner une description élémentaire de la 
manifestation d’une résonance dite paramétrique *) et d’expliquer 
sur cet exemple comment on introduit la notion de milieu actif. 

Il n’est pas difficile de se convaincre que la variation périodique 
d’un paramètre quelconque d’un système électrodynamique peut 


1) Etant donné l’importance prise de nos jours par la résonance paramé- 
trique, il sera intéressant au lecteur de prendre connaissance de la conférence 
donnée par L. I. Mandelstamm en 1931 ([D. 1.], p. 189). 
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faire croître l'énergie du phénomène électromagnétique. Examinons, 
à titre d'exemple idéalisé, le cas d’une variation instantanée de la 
capacité d'un circuit oscillant. Cette variation peut être obtenue par 
exemple par le déplacement de l’une des armatures d’un condensateur 
plan ou par l'introduction et l'élimination d’un diélectrique solide 
(fig. 75.1, a). Supposons qu'à l’instant où la capacité C a sa valeur 
maximale le circuit soit le siège d’oscillations périodiques de pulsa- 
tion propre © = 1 } £C. Si à l'instant où la tension entre les arma- 
tures du condensateur est maximale (u = u,,) et où donc la charge 


c(t) Fee 
L C 
£t =)d 0 
44 Ç t 
Ut) : 
+ Ga 
€ 
£ 
a) b) 
Fig. 75.1 


est aussi maximale, alors que le courant est nul, on diminue brus- 
quement la capacité du condensateur d’une quantité AC, alors (com- 
me on peut l’admettre dans une description élémentaire) il se produi- 
ra un saut de tension jusqu’à une valeur de un —= qm/(C — AC) 
du fait que la charge ne peut changer ; après cet instant, les oscilla- 
tions s’effectueront avec cette amplitude et leur pulsation sera ©’ — 


= 1V £(C — AC) (fig. 75.1, b). L'énergie du circuit oscillant s'est 
accrue parce que pour faire varier la capacité (en écartant les arma- 
tures, par exemple) il a fallu effectuer un travail contre les forces 
du champ (remarquons qu'avec l’idéalisation admise, la puissance 
s'exprime par une fonction delta). 

Cependant, à l'instant où la tension entre les armatures du con- 
densateur est nulle (4 — 0), on peut faire reprendre à sa capacité 
la valeur précédente sans exercer aucune influence énergétique mais 
en faisant varier la pulsation propre de w” à w et, à l’instant où la 
tension passe par sa valeur maximale, diminuer de nouveau la capa- 
cité d'une quantité AC. Si ce processus se répète périodiquement, la 
tension entre les armatures du condensateur augmentera par sauts 
comme l'indique la figure 75.1, c; dans les raisonnements qui précè- 
dent, nous avons supposé que AC & C et w° & o. 

Nous admettrons que la courbe de la figure 75.1, c est voisine d’u- 
ae sinusoide dans l'intervalle de chaque « période » et nous calcule- 


33—01469 
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rons la puissance moyenne fournie aux oscillations électromagnéti- 
ques : 

Im | Im Dm À 
D Er Te AC) 2] 7e AC=— zac: A 
(T = 2x/w). En attribuant l’action énergétique à l'activité du milieu 
se trouvant à l'intérieur du condensateur, nous obtenons d’après 


(21.13) 
0% a 
once AC = EnV 
(le champ est supposé uniforme) et pe Im = EEE mdr C = 
— £e)S/d et V — Sd, il en résulte que 


E = —E— ——. (135.1) 


En particulier, dans le cas où la variation de la capacité est obtenue 
par l’introduction dans le condensateur d’un diélectrique de permit- 
tivité €, on a 


+ (e — 1). (75.2) 


On utilise en rdoteique Le amplificateurs dits paramétriques 
et des dispositifs analogues dans lesquels le rôle de la capacité modu- 
latrice est rempli par une couche qui se forme dans la jonction p-» 
d’une diode semi-conductrice. Cette diode peut être placée par 
exemple à l’intérieur d’un résonateur à cavité pour jouer le rôle de 
région à milieu actif pour des oscillations propres d’une certaine pul- 
. Sation w ; dans ces’conditions, la modulation de la capacité est effec- 

tuée par un champ de pulsation 20 (cf. fig. 75.1, c). C’est ce champ 
dit de « pompage » qui sert de source d'énergie pour le champ à am- 
plifier. 

On peut également moduler un paramètre du système oscillant 
qui est lié non pas à l’énergie électrique mais à l’énergie magnéti- 
que, c'est-à-dire, dans le cas le plus simple, l’inductance du circuit. 
On a aussi essayé de construire des amplificateurs paramétriques 
équipés de ferrites qu'on plaçait à l’intérieur des résonateurs à cavité 
et que l’on soumettait à des renversements périodiques de la ma- 
gnétisation, mais jusqu'à présent ces amplificateurs sont encore austade 
expérimental. 

Pour pouvoir construire une théorie des milieux actifs utilisés 
dans des dispositifs à semi-conducteurs très variés ainsi que dans les 
amplificateurs et générateurs quantiques (masers) et dans les géné- 
rateurs quantiques optiques (lasers), il est nécessaire de considérer 
les phénomènes qui se déroulent à l’intérieur de la substance (v. 
par exemple [E. 8], [E. 13]). Soulignons que si une théorie microsco- 
pique est développée et qu’on a trouvé pour un milieu concret la 
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permittivité e et la perméabilité u, ce milieu devient l’objet de l'élec- 
trodynamique macroscopique. 

75.2. Propriétés des champs électromagnétiques. — Proposons- 
nous d’établir les lois auxquelles obéissent les champs électromagné- 
tiques dans des milieux actifs. 

Dans le cas d’un phénomène unidimensionnel ($ 25), la solution 
générale des équations homogènes de Maxwell est donnée par les for- 
mules (25.6), (25.9) sous forme complexe où # est un nombre d'onde 
complexe (25.16): 

k=k'"—ik"—]|k| e-14+a072 (75.3) 
(le second membre est affecté de signe +, cf. n° 25.4). Rappelons que 
tg À = e”/e” et tg AM = u”/u° (n° 20.2). Par conséquent, si l’une au 
moins des quantités e” ou u” est négative (un diélectrique actif ou 
un magnétique actif), l’angle (A + A")/2 peut devenir lui aussi néga- 
tif et À’ > Oet À”< 0. La solution de la forme (25.19) devient alors: 

E = x,Aelk" cos (ot— k'z+ œ), 

À 
IW1 
Ce n’est plus une onde amortie comme au n° 25.4, maïs une onde 
d'amplitude croissante, amplifiée par le milieu; une « photographie 
instantanée » de la répartition de £Æ (z) et de XX (z) est montrée sur 
la figure 75.2 (cf. fig. 25.2). Il est naturel de donner à la quantité 4” le 
nom de coefficient d'amplifica- 
tion de l'onde. Le rapport 
Em(z+l)/Em(2)= el #" |! montre 
combien de fois l'amplitude de 
l'onde est devenue plus grande 
sur la distance L (cf. n° 24.3). 
On peut parler de l’amplifica- 
tion de l'onde G =—}k"|/}, me- 
surée en nepers, ou, après 
multiplication par 20 loge, 
en décibels (cf. (24.15)). 

Bien que le cas d’un milieu 
actifillimité soit irréel (comme 
d’ailleurs celui de tout autre milieu de paramètres £ et u constants), 
il se produit dans des milieux actifs des phénomènes qui peuvent être 
proches d’un phénomène unidimensionnel. En radiotechnique des 
hyperfréquences, on utilise des amplificateurs à onde progressive 
réalisés sous la forme d’un tronçon de système de guidage quelcon- 
que contenant un milieu actif. Comme il résulte de (47.11), lorsque 
e” et u” sont négatives, la quantité l” figurant dans (45.6) et (45.7) 
l’est aussi. Dans ce cas, e-if: = e-il’:elT"lzet |[* [est le coef- 
ficient d'amplification de l’onde guidée. Comme le tronçon de système 
de guidage utilisé dans l’amplificateur contient aussi un milieu ab- 


33% 


H=y (75.4) 


elk"1z cos (ot — k'2 + q — y) 
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sorbant (les gaines métalliques des guides d’ondes par exemple sont 
absorbantes), on peut écrire suivant (47.12) 


En(z+l}/En(c)= ein, (75.5) 


où [> 0 est le coefficient d'affaiblissement qui caractérise l’absorp- 
Vo ‘et | , | est le coefficient d'amplification de l'onde par le milieu 
acti 

L'activité d’un milieuest toujours due à l’action d'une source quel- 
conque que l’on appelle « générateur de pompage ». C'est pourquoi 
la quantité | l” | intervenant dans (75.5) est une fonction | T” (P,)| 
croissant de façon monotone à partir de zéro, P, étant la puissance 
de « pompage ». Quand le générateur de pompage n'est pas mis en 
action (Pp — 0), le rapport (75.5) est une quantité inférieure à l’uni- 


té (ei 1), alors que pour une certaine valeur de P, = P; 
l'absorption sera com pensée (== [5 + 
+ | T5 | = 0), si bien que l'onde pas- 
sera sans être affaiblie. Quand P, > 
> P;, il y a amplification de L'on 
de. 


Un résonateur à milieu actif peut 
être raccordé à deux guides d'ondes soit 
directement (fig. 75.3, a), soit par l’in- 
termédiaire d’un trou et d’un circula- 
teur (n° 74.2) qui sépare les ondes de 
deux directions (fig. 75.3, b); la qua- 
trième voie du circulateur contient un 
absorbant non réfléchissant. 

Fig. 19.3 Considérons les valeurs  absolues 
des amplitudes du vecteur E du signal 
injecté dans l'entrée Z (E,), du champ dans le résonateur 
(E) et du signal de sortie (Æ,); ce dernier est aiguillé soit dans la 
voie 2 (fig. 75.3, a), soit dans la voie 3 (fig. 75.3, b). Conformément 
au n° 58.4, à la résonance on a E = k,QE, où k, est un coefficient de 
proportionnalité et Q@ le facteur de qualité du résonateur. En intro- 
duisant encore un coefficient k,, écrivons Æ, — k,E, c’est-à-dire 
E3 = kk.QE:. Supposons que l'égalité écrite se rapporte au régime 
passif (P, — 0). La mise en marche du générateur de pompage (P, 
Æ 0) fait varier le facteur de qualité et donc le signal de sortie ; 


écrivons pour le régime actif FE: = kk, QE. Le rapport 
Ê.l E: = QIQ (75.6) 

(on peut admettre que les coefficients k, et k#, sont invariables), sera 
appelé sous relatif d'amplification. Il est évident que 
Q= M D SW 

Po+ Poe + Pt Po+ Pe— Pt] 


(75.7) 
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(n° 53.3), où P, est la puissance absorbée à l’intérieur du résonateur, 
Ps la puissance rayonnée par suite du couplage aux guides d'ondes 
et Pet 0 la puissance fournie au champ du résonateur par le mi- 
lieu actif. Cette dernière peut évidemment être exprimée par la puis- 
sance de pompage P, et le rendement de ce phénomène: | Pext | — 
= N (P,) P>. Ainsi, 


CE 


1 pe 
PEUR)" (15.8) 


a] t/ 


Lorsque P, augmente, le facteur de qualité Q intervenant dans (75.7) 
croît indéfiniment tant que | Pext | se rapproche de la quantité P, + 


La. d 


Q 


© 
+ 


a) 


Fig. 75.4 


+ P: (fig. 75.4, a). Le coefficient d'amplification prend dans ces 
conditions une valeur infiniment grande, ce qui signifie qu'un signal 
existe à la sortie du système même dans le cas où le signal injecté 
dans son centrée a une valeur infinitésimale. C’est le « seuil d’excita- 
tion » du système qui commence à fonctionner en générateur. La cour- 
be traduisant la variation du coefficient d'amplification relatif 
est représentée sur la figure 75.4, b. Quant au fonctionnement du 
résonateur en qualité d’amplificateur, il commence à partir de l’ins- 
tant où sont compensées les pertes intérieures. 


Exemples et exercices 


1. Soit e’ — 1. Calculer pour le milieu actif remplissant un guide d'ondes 
rectangulaire la valeur de e” nécessaire pour la compensation de l'absorption 
dans le métal; b — 2a — 1 cm, À — 3 cm, matériau est le cuivre. 

2. Une onde plane homogène tombe suivant la normale à la surface de sé- 
paration d’un milieu actif. Le module du coefficient de réflexion peut-il se 
trouver supérieur à l'unité? 
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$ 76. Nature et manifestations de la non-linéarité 


76.1. Remarques préliminaires. Ferromagnétisme et ferroélec- 
tricité. — Comme nous l'avons souligné au n° 4.3, des milieux « ri- 
goureusement linéaires » n'existent pas, bien que dans la plupart des 
cas on ait affaire à des milieux « pratiquement linéaires » auxquels 
on peut appliquer les relations linéarisées (4.4), (5.2), etc. 

La non-linéarité de la plupart des milieux répandus ne se mani- 
feste que dans des champs relativement très intenses qui se rencon- 
trent encore rarement dans la technique. Toutefois on connaît depuis 
longtemps des phénomènes non linéaires qui se produisent pour des 
valeurs usuelles de E et H. Signalons tout d’abord les phénomènes 
de ferromagnétisme; dès le XIX® siècle, lors de la conception des 
machines électriques on tenait compte de la non-linéarité des maté- 
riaux ferromagnétiques. Aux substances ferromagnétiques sont ana- 
logues de façon formelle des substances ferroélectriques: il s'agit 
de la similitude qui existe entre les dépendances B (H) dans le pre- 
mier cas et D (E) dans le second. La variation de j (E) pour des par- 
ticules dans le vide et le plasma est aussi essentiellement non linéai- 
re. Les éléments non linéaires sont indis- 
pensables pour la réalisation des appareils 
radio-électriques. Ces dernières années, 
grâce à l'avènement des lasers de puis- 
sance, on à pu réaliser des champs élec- 
tromagnétiques d'énorme intensité, ce 
qui a permis d'élargir le cercle des phé- 
nomènes non linéaires observables ayant 
un caractère ondulatoire. Une nouvelle 
discipline, l'optique non linéaire, a vu 
le jour. 

Les ferromagnétiques se caractéri- 
sent en premier lieu par leur aiman- 
tation spontanée (n° 15.2). En construisant un modèle du mi- 
lieu sous forme d’un ensemble de dipôles magnétiques (n°° 64.1, 
64.2), il faut dans ce cas faire intervenir des facteurs internes puis- 
sants d’orientation dont le sens ne peut être expliqué qu’à l’aide de 
la physique quantique. Sous l’action de ces facteurs, les dipôles doi- 
vent s'orienter parallèlement, ce qui se produit réellement à l’inté- 
rieur des portions d'espace, très petites mais macroscopiques, que 
l’on appelle domaines; ces derniers forment pourtant (si on conside- 
re une substance polycristalline) une structure désordonnée 
(fig. 76.1). C’est de son « évolution antérieure » que dépend si dans 
ce cas la substance est en moyenne aimantée ou non. 

Si un corps ferromagnétique, désaimanté à l’état initial (l’aiman- 
tation spontanée moyenne M est nulle), est plongé dans un champ 
magnétique, l’induction moyenne B variera en fonction de H comme 
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l'indique la figure 76.2, a. Les domaines se déforment et ont tendan- 
ce à se transformer en un seul domaine dans lequel le vecteur aiman- 
tation est parallèle à Æ, ce qui correspond à la saturation. Il est inté- 
ressant de noter que la discontinuité de ce phénomène peut être mise 
en évidence par voie expérimentale (« sauts de Barkhausen »); la 
figure 76.2, a représente schématiquement un tronçon à une échelle 
agrandie de la partie centrale de la courbe de B (H). Cette courbe 
d'aimantation montre que le phénomène est essentiellement non 
linéaire. 

Supposons qu’en aimantant un ferromagnétique, nous avons por- 
té l'intensité de champ magnétique de zéro à une certaine valeur X,, 
ce qui se décrit par le déplacement du point figuratif sur la courbe 


B 


c) 


Fig. 76.2 


d’aimantation 7 de l’origine des coordonnées jusqu'à la position 
P (H,, B;,) (fig. 76.2, b). Si maintenant nous faisons décroiître A, 
nous constaterons que l’état précédent n’est pas retrouvé. La varia- 
tion de B correspondra au déplacement sur la courbe 2 (fig. 76.2, b), 
de sorte que pour À = 0 on aura B = B, appelée « induction ré- 
manente ». Le déplacement ultérieur sur la courbe 2 correspond au 
changement du signe (de la direction) de l'intensité de champ magné- 
tique à l’instant du passage par zéro. Pour H — —H,;, nous arrive- 
rons au point P’ (—H,, —B;,) symétrique de P (H;, B;) par rapport 
à l’origine des coordonnées et, ayant inversé ici le sens de 77, nous 
suivrons la courbe 7, puis, ayant passé de nouveau par zéro, retour- 
nerons au point P (H;,, B;). Nous aurons ainsi parcouru une courbe 
fermée que l’on appelle cycle d'hystérésis. 

Si, en appliquant à un ferromagnétique désaimanté un champ 
magnétisant, nous nous arrêtons non pas au point P (H;, B:;) mais 
« plus tôt », pour une plus faible valeur de F7, nous pourrons parcou- 
rir un autre cycle d’hystérésis qui se situera à l’intérieur du premier. 
La figure 76.2, c montre toute une série de tels cycles d'hystérésis 
particuliers. Dans le cas des champs très faibles, les cycles d'hystéré- 
sis dégénèrent en tronçons de droite représentant la partie initiale 
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de la courbe d’aimantation ; dans cette région, le phénomène est ré- 
versible. Pour des champs magnétisants plus intenses, comme on 
peut s’en assurer facilement, le phénomène d'aimantation devient 
irréversible par suite des pertes d'énergie lors des renversements de 
la magnétisation qui sont liées à la déformation de la structure des 
domaines. 

Suivant la relation (8.5) et le n° 9.1 un accroissement infiniment 
petit de l'énergie magnétique dans un volume V peut être exprimé 
sous la forme 


dWwn = | H dB dv, (76.1) 
V 


alors que la variation de l'énergie lors du passage de l’état H,, B, 
à l’état H,, B, a pour expression 


B; 


H dB dv. (76.2) 


wa—wr= | 

Ÿÿ 8, 
Dans le cas d’un renversement cyclique de l’aimantation d’un ferro- 
magnétique, en parcourant une seule fois, le cycle d'hystérésis, 
nous obtenons 


AWm — | & H dB àv, (76.3) 


14 


où l'intégrale de contour n’est autre que l'aire du cycle d'hystérésis 
sur le graphique représentant la variation de B (H). Ainsi, le retour 
à l'état initial est obtenu au prix d'une perte d'énergie AWñn. 

Si le champ magnétique varie harmoniquement, le point figuratif 
parcourt le cycle d’hystérésis pendant chaque période d’oscillations. 
Les pertes d'énergie sont dans ce cas proportionnelles à l’aire du cycle 
d'hystérésis et à la fréquence. Il faut noter que même le caractère 
du cycle d’hystérésis dépend de la fréquence de l’inversion de l’ai- 
mantation, c’est-à-dire de la fréquence d'’oscillations. 

Soulignons que bien que l’aimantation du ferromagnétique exa- 
minée ci-dessus soit nettement non linéaire, l'hystérésis est un phé- 
nomène qui peut se manifester par un simple retard d’un processus 
linéaire. Dans le cadre de la méthode des amplitudes complexes, nous 


avons dans ce cas Bm» = UoUHm où up = | |e-i4” (n° 20.2). Ceci 
signifie que pour H = H,, cos wt l'induction magnétique est B — 
= du, | u | H,, cos (wt — A"). Il est aisé de s'assurer que le graphi- 
que de B (H) est cyclique (la courbe a la forme d’une ellipse), ce qui 
témoigne de l’hystérésis. En calculant l'intégrale (76.3), tenons comp- 
te du fait que dB = —u, | p | wH,, sin (wt — A") dt. Nous obte- 
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nons par suite 


T 
m 
Pr =—7—= — 2EHe | H} cos of sin (ot — AM) dt du — 


ou sin Am : pe =. 
= 2h | HE, DRE de H£,dv, (76.4) 
; V 


le résultat qui a été déjà obtenu au n° 21.2. 

Bien entendu, lorsque l’induction électrique D présente un retard 
sur l'intensité de champ E, on constate aussi une hystérésis linéaire 
analogue si le milieu est linéaire. 

Les ferro-électriques sont des milieux dont les phénomènes de 
polarisation sont très compliqués et, au fond, ne sont pas compara- 
bles à l’aimantation des ferromagnétiques. 
Néanmoins, leurs caractéristiques macros- 
copiques sont similaires: l'allure de la 
variation D (E) pour un ferro-électrique rap- 
pelle, dans les grandes lignes, l'allure type 
de la courbe de B (H) représentée sur la 
figure 76.2, b. 

76.2. Formalisation des phénomènes non 
linéaires. Champs faibles. Les dépendances 
non linéaires de la forme générale de D (E), 
B (H) et j (E) admettent une formalisation 
-imple dans le cas des champs faibles. Con- Fig. 76.3 
sidérons à titre d'exemple la courbe représen- 
tative de j (£) (fig. 76.3). Soit E = E,+ E (t)oùu|E (t)}| << E,=constan- 


te (par exemple E (t)}=E,, cos wtet Eh € E;). Puisque Aj & 2LAE — 


= E (t), la variation de Aj en fonction de AE (c'est-à-dire de 


j (t) en fonction de Æ (t)) peut être considérée comme linéaire avec 
une approximation d'autant meilleure que la composante variable 
(accroissement) de l'intensité du champ est plus petite. Le coefficient 
0j/0E est parfois appelé conductivité « différentielle » (o4). C'est 
une fonction de la composante continue : 64 — O4 (E0). En considé- 
rant les fonctions D (E) et B (H), on introduit de manière analogue 
les notions de permittivité et de perméabilité différentielles ou, en 
notations scalaires, £a = ea (E0) et Ua = la (0). Ainsi, les phéno- 
mènes non linéaires admettent une Jlinéarisation du type indiqué. 

Cependant, même dans le cas des champs relativement faibles, la 
linéarisation est loin d'être toujours possible. Dans les développe- 
ments de la forme (4.6’) pour les fonctions D (E), B (H), j (E), etc., 
il est dans certains cas impossible de négliger les dérivées secondes 
et d'ordre supérieur. Prenons par exemple la fonction P (E) pour un 
milieu isotrope et représentons son développement analogue à (4.6) 
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sous une forme légèrement différente 


P(E)=P\+Pn«, 


76.5 
Pl=EoytE, Pnl=e,(YSE +YSE +...) E = Ee0tf ,E. ee 
Ici, la polarisation est séparée en deux parties : l’une est linéaire et 
l’autre non linéaire. 

Supposons que le vecteur E effectue des oscillations harmoniques 
telles que toutes les composantes soient en phase, si bien que E — 
— En cos (wt + œp). L'application de la méthode des amplitudes 
complexes sous la forme décrite au n° A.3.2 est impossible lorsque la 
fonction est non linéaire, mais nous sommes en droit d'utiliser la 
représentation (A.3.5) suivant laquelle £ = (Eeivt + E,e-iot)/2, 
En introduisant cette dernière expression dans (76.5), on s'assure 
aisément que P"-l se présente sous forme d’une série dont les termes 
varient suivant la loi etinot (n — 0, 1, 2, ...); en les désignant par 


pri (+ not) — Pal (+ no) etitot, nous avons 
pa: (0) == €0 [4° (© — «w) EnEn+ 
He (o+o—w—w) ÉGE +...) 
Pr (+0)= 80 [1° (0+0—6) ÉRËn+ Qi 
+A(o+o+o—o—c) ERE+...], 
Pal (+ 20) = e[1(o+0) Ei +1 (o+0+w—0) ÉREX ...], 


et ainsi de suite où les divers 4% +...) sont liés de façon bien sim- 
ple aux coefficients #° figurant dans (76.5) (par exemple, #° (wo + © — 
— ©) = 3/42). Du fait que la fonction P (E) est non linéaire, les oscil- 
lations harmoniques de E de pulsation « engendrent (dans le cas 
général) une composante continue et des oscillations de différentes 
pulsations multiples du vecteur polarisation P. Pour calculer la com- 
posante de pulsation rw, il faut tout simplement additionner 


Pal (no) et Pn-1(— now) ou encore prendre le double de la partie réelle 
de l’une de ces quantités. 

Si le vecteur E possède deux composantes fréquentielles, c'est-à- 
dire si par exemple £ = Ep COS (opt + P) + Eng cos (ot + v), 
on peut développer facilement, par le même procédé, Pl en série 


suivant les composantes fréquentielles de la forme Pa.l (+ ko» + 
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+ 209) = Pa. L(+ ko) + no,) et (+k@p#r@) ft, On obtient dans ce cas 


Pa. (©, + @g) = eo [7° (0, + @9) Enper a+ 


mg 


an (©, +0, +0@p + @a) EnpEnpen + ... | ; 


mg 


pr. (2w, + Oo) — £o [4e (©, + OZ + Oa) Erngn nu 


+4 (0, +0,+0, —0p +0) ÉnEnr sh | (76.7) 


etc., où tous les 4° (w, + .….) sont obtenus à partir de # (76.5). 
On voit que la polarisation Pr:l. comporte toutes les fréquences de 
combinaison possibles + kw, + nw,. En utilisant le développement 
de la fonction du temps quelconque E (t) en série ou en intégrale de 
Fourier, on pourrait passer à des généralisations ultérieures de la re- 
présentation de la dépendance P (E). La description de la non-li- 
néarité dans des milieux anisotropes est un peu plus compliquée. 

Bien qu'il s’agisse ici d’un diélectrique non linéaire, le mode de 
description est automatiquement transposable à des magnétiques et 
conducteurs non linéaires. 

76.3. Représentation des équations de Maxwell. — En examinant 
toujours un diélectrique non linéaire, écrivons 


D = ee E + Pr, B = 4H, (76.8) 


où €, = 1 + yf. Les équations de Maxwell (2.1), (2.2) prennent la 
forme 


dE , dP":l 


rot H—E,e, — no —]j, 10 E-=-uù, —- (76.9) 


7 : 
où 7] = 0E + jt, 

Supposons que la source effectue des oscillations harmoniques de 
pulsation o et que j°*t = jext cos (wË + p) = (jexteiot + jext*e—iut)/2, 
Développons E—EÆE(t), H—H(t) et Pni—Pnl(f) en séries de 
Fourier (A.8.1). Il vient 


= — 00 ñn 


1} 48 


(76.10) 


© 


prie Ÿ Pr: (no) eines, 


n= — 0 
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En introduisant (76.10) dans (76.9), nous obtenons un système infini 
d'équations: 


rot H, (nw) = ino [80e1 (7) E, (now) + 
+ Pme (no) +jn (no),  r=0. +1, +2,..., 


rot ) 52 (no) = — inOUoH m (rw), 
(76.11) 
où e&, (n&) = Ee — à TT et tous les jet (now) sont nuls pour nr 
£ +1 Gt (o) = jat2, jet (—o) = jet"). 


Si le milieu était linéaire, toutes les paires d'équations de Max- 
well (76.11) correspondant à des harmoniques distincts seraient indé- 


pendantes, mais la présence de la fonction pa.l (ñnw) les rend liées, 
car chacun des harmoniques Pn:l(nw) dépend de la série d’harmoni- 
ques de E,, (now). En effet, pareillement à (76.6), on a 


Pn:1 (w) = eg [X° (20 — &) Em (2) Em (—@)+ 
+ 4€ (30 — 20) En (30) En (— 20) +... + 
+ 4e (o+w—0) Eh (6) Eh (—w)+...], (76.12) 
Pn. (20) := 80 [X° (wo + w) E: (wo) + 
+ xe (30 —&) En (30) Em(—®)+...+ 
+Y (++ 0—0) Eh (o) Em (—w)+ ...], etc. 


Il n'est pas rare que le système d’équations (76.11) se réduise à 
un petit nombre d'équations ; on ne conserve dans ce cas que les liai- 
sons les plus importantes qui sont nécessaires pour l’analyse d’un 


effet non linéaire donné. Si la composante Pn1(w) est relativement 
petite, on la néglige lors de l'analyse du premier harmonique du 
champ; les équations correspondantes de Maxwell (les équations 
(76.11) pour n = 1) deviennent linéaires et indépendantes: 


rot Hn (w) — iwe,er (w) Ex (0) + jet (0), 

! . (76.13) 
rot E, (©) — —iwou H,, (w). 

Pour étudier le deuxième harmonique on peut dans certaines condi- 


tions ne pas tenir compte de l'influence due aux harmoniques supé- 
rieurs. La seconde égalité (76.12) se réduit alors au seul premier terme 
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et les équations (76.11) (pour nr — 2) donnent 


’ 


rot A, (20) = i2we,e1 (20) E, (20) + 
+ i2uesx® (0 +w) En (w) Em (w), (76.14) 
rot E: (20) = — i2ok H, (20), 


Où Em (w) est la solution des équations (76.13). Nous en arrivons ain- 
si au problème de génération du deuxième harmonique par le premier 
harmonique. Une telle approche simplifiée est appelée « approxima- 
tion du champ donné ». Au fond, c'est la linéarisation des équations 
(76.9) sur la base de l’analyse harmonique. L'approximation du 
champ donné est aussi utilisée pour l’étude des fréquences de combi- 
naison. 


Exemples et exercices 


{. Soit un circuit magnétique constitué par un certain système toroidal en 
ferromagnétique comportant un entrefer (v. $ 16, exemple 5, fig. 16.3, f). De 
la première équation de Maxwell sous 
forme intégrale il résulte pour le circuit 
magnétique considéré : 


nÎl=H(L—n)+ Hard = H (L— 
DE (76.15) 
Ho 


où Hair est l’intensité du champ magné- 
tique dans l’entrefer (ce dernier est sup- 
posé normal à la surface de séparation 
entre le ferromagnétique et l'air) et B 
l'induction magnétique ayant même va- 
leur dans l’entrefer et dans le noyau. 
En même temps, dans le ferromagnétique, 
les valeurs de H et B intervenant dans 
(76.15) sont liées entre elles par une 
dépendance non linéaire (fig. 76.2). La RE 
solution requise du problème s'obtient Fig. 76.4 
graphiquement (fig. 76.4) : elle est repré- 

sentée par l’intersection d'une droite (dépendance linéaire (76.15)) et d'une cour- 
be traduisant la dépendance non linéaire B (H). 

Expliquer comment le choix de l’un des trois points d’intersection des li- 
gnes sur la figure 76.4 dépend de l’évolution antérieure de l'état magnétique de 
la substance. 

2. Examiner l'hystérésis électrique linéaire et obtenir une relation analo- 
gue à (76.4). 

3. Trouver la correspondance entre tous les coefficients 4°(w + ...) 
figurant dans (76.6), (76.7) et les coefficients x£ intervenant dans (76.5). 


4. Etendre l'analyse faite aux n°05 76.2, 76.3 au cas d'un magnétique non 
linéaire. Obtenir des équations correspondantes de la forme (76.11). 
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$ 77. Phénomènes ondulatoires dans des milieux non linéaires 


77.1. Sur les phénomènes non linéaires dans le plasma. — Nous 
allons considérer un champ dans le plasma; lorsque le plasma se 
raréfie (V” — 0), ce champ se rapproche de plus en plus d’une onde 
plane homogène dans le vide ayant la ou 


E=zx,Acos(œt—kz), H— Vo 7 os (oi — kz) (77.1) 


& = k) = wV Eotos W=W — V'u/80). Les formules (77.1) jouent 
pour le plasma le rôle d’ « approximation initiale » de la solution. 

A la différence de l’analyse précédente des propriétés du plasma 
(n°5 65.1, 65.2, et 72.2), tenons maintenant compte de l'influence de 
la force de Lorentz due au champ magnétique variable, dans ces 
conditions, en écrivant l'équation du mouvement d’une particule 
chargée, exprimons la force qui lui est appliquée à partir de (77.1): 

— qg {E + " [dr/dt, H]}. Nous obtenons'!) 


_ {x0E ++ [T., pE |} = _ Le (77.2) 


où E — A cos (wt-} kz) et c—1/} eu. En PE les collisions 
(v = 0), récrivons (77.2) en projection sur les axes de coordonnées: 

q 4 Eu dz d°x d'y q À dr d?z = 

mn En e ee ae om e dt Égne (1) 
La non-linéarité est comprise dans les produits des composantes de 
vitesse v. — dz/dt et v, = dx/dt par E. Puisque v € c (sinon on ne 
pourrait pas utiliser les lois de la mécanique classique), les termes 
correspondants dans (77.3) sont très petits et peuvent donc être reje- 
tés en première approximation (approximation linéaire). Alors, en 
passant aux notations complexes, la relation (77.3) devient tout sim- 
plement une forme particulière de (65.1). Dans ces conditions, nous 
avons 


y=0, z—0, zx — ne À cos (ot — kz) (77.4) 
et par suite 


P — Pi= 


— À cos (@t — kz:) = (77.9) 


mo: 


(g = e, N'est le nombre d par unité de volume) ; le même 
résultat découle de (65.4). Puis, on pourrait, de même qu'au n° 65.1, 
définir la permittivité du plasma (nous l’appellerons maintenant 
e1) et passer de l’approximation initiale (77.1) à la première appro- 
ximation en remplaçant €, par &oel. 

Or, notre’ problème consiste à construire l'approximation suivan- 
te, en trouvant la correction non linéaire. A cet effet, introduisons 


1) Cf. (64.11):; ce cas diffère de (72.2) en ce que la force de Lorentz est pro- 
duite par un champ variable et non pas par un champ constant. 
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(77.4) dans la troisième équation (77.3). Compte tenu également de 
(77.1), nous obtenons 


1 \2-A% d2z cn 
(+) er Si (ot — 2kz) = (g = e). (11.6) 

d'où 
= (2) sin (20+4+ 242). (77.7) 


Ainsi, du fait de la non-linéarité du plasma due à la force de Lorentz, 
il apparaît un mouvement oscillatoire longitudinal de double pulsa- 
tion. La composante correspondante du vecteur polarisation s'obtient 
en multipliant (77.7) par ze": 


"A . - 
Pni= — 20 sin (2œt — 2k:), (17.8) 
c’est-à-dire 
e ieiN! L : = 
Pr: (20) = Zoe Es. (17.9) 


Il est intéressant de noter que la composante trouvée de la pola- 
risation non linéaire n’est pas parallèle, mais orthogonale au champ 
électrique. Le développement scalaire (76.6) ne prévoit pas une telle 
possibilité. L'écriture vectorielle de la forme (76.6) dans laquelle 
les permittivités particulières sont de caractère tensoriel est plus 
générale. 

La non-linéarité du type considéré ne soutire aucune énergie à 
l'onde qui se propage (le rayonnement de pulsation 2 est nul). En 
effet, l'intégrale 


(dWepn.1 » E dDnidv= | EdPr14v (77.10) 
y 


(cf. (76.1)) est nulle du fait que E et Pr-1 sont orthogonaux. 

Il existe encore toute une série de facteurs qui déterminent la 
non-linéarité du plasma. En particulier, le nombre v dépend de l’é- 
pergie moyenne des électrons. C’est pourquoi, par exemple, si la 
puissance d’une onde radio-électrique se propageant dans l’ionosphe- 
re est si grande que les vitesses acquises par les électrons sous son 
action ne sont pas petites devant la vitesse thermique moyenne, on 
peut dire que l’onde provoque un échauffement additionnel non 
négligeable du plasma ionosphérique. La permittivité complexe du 
plasma dépendant de v devient fonction de l’amplitude du champ. 
Toutes choses étant égales par ailleurs, cette non-linéarité doit aug- 


menter lorsque la fréquence diminue (suivant (65.1) v, — — iE/mo), 
mais les ondes longues ne pénètrent que peu dans l’ionosphère, 
de sorte que la non-linéarité de ce type se manifeste principalement 
en ondes moyennes. Si une onde puissante est porteuse d'un signal, 
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la fréquence de collisions v dans le milieu se trouve modulée confor- 
mément à ce signal. Une autre onde de faible puissance qui se propa- 
ge dans ce milieu peut subir cette modulation. Une telle intermodula- 
tion est connue sous le nom d'effet Luxembourg. Une auto-action d'une 
onde puissante est également possible : l'onde modifie les propriétés 
du milieu sur son trajet, alors que le milieu influe à son tour sur l’on- 
de (bien entendu, une telle interprétation est un peu arbitraire). 
Par suite de l’auto-action peut en particulier engendrer le deuxième 
harmonique de l'onde porteuse. 

77.2. Incidence d’une onde sur la surface de séparation d’un 
milieu non linéaire.— Soit une onde plane homogène à polarisation 
perpendiculaire tombant sur la surface plane de séparation entre un 
milieu linéaire 7 et un milieu non linéaire 2. Tout l'énoncé général 
du problème est transposé du $ 27 (fig. 27.2, a). De plus, la solution 
qui y a été obtenue peut être interprétée dans le cas considéré comme 
solution du problème si le deuxième milieu est linéarisé par rapport 
à la fréquence fondamentale, c’est-à-dire se décrit par l'équation de 


Maxwell (76.13) (pour jet (w) = 0). Il ne nous reste qu’à interpré- 
ter correctement les grandeurs k,, k,, W, et W, figurant dans les 
formules (27.6), (27.13) et (27.20), à savoir 


ka = ki = Ve), ke ka = + VE (0) ; 


= Wie) = Wo V 1/8 (0), Wi= Wa = Wo V 1/8 (0). 


Fixons notre attention sur le deuxième harmonique engendré par 
le milieu non linéaire ; on sait que les équations correspondantes de 
‘Maxwell sont de la forme (76.14). L’élimination de H,, (2w) entre 
ces équations donne l'équation du second ordre suivante : 


rot rot E. (26) — KE 240) E. (20) = Aki,., E, (w) E. (wo), (:>0), 
(77.12) 
Où Æîpo) — 4 (@°/c°) e (20) et Akiçou) — 4 (@°/c°) 4° (wo + w). Dans 


le premier milieu l’amplitude complexe E,, (2w) obéit à l'équation 
suivante qui découle des équations de Maxwell: 


(77.11) 


rot rot E, (2w) — k2 Em (2w) == 0 (z <O0), (17.13) 
OÙ kiçow) — 4 (@°/c°) ei (20). 


La grandeur E,, (w) intervenant dans (77.12) n’est rien d'autre 
que l’amplitude complexe de l'onde transmise du premier harmoni- 
que. Suivant la relation (27.20) nous avons 


En (@) = goAT,e7 acts 0e cos 07, (77.44) 
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I1 en résulte que les équations (77.12), (77.13) peuvent se mettre sous 
la forme suivante 


e 9 - . - 
ns ©) + Em te) Lee) + K2w)Em (20) = 
LE, Ak00 4272 € #2#200)(1 sin +: cos 0) z = 0: 
é 0, z<0 


(le champ E est orienté le long de l’axe des x). La solution de l’équa- 
tion (77.145) pour un milieu non linéaire (z > 0), lorsque cette équa- 
tion est inhomogène, s'écrira sous la forme 


(77.15) 


, _ mo" ih2(2uyr sin 8+: cos 6) —12ko(wy)Y.sin3+z cos 0) = 
E, (20) = Te” "2 + Se7t2hatu) (77.16) 


où le premier terme est la solution de l’équation homogène correspon- 
dante (dont le second membre est nul), solution qui exprime l’onde 
transmise dont l'amplitude et l'angle d'orientation 6 sont pour le 
moment inconnus. Le deuxième terme est une solution particulière 
de l'équation inhomogène, également du type d'onde plane; l’angle 
Ÿ est le même que dans l'expression de l’onde transmise du premier 
harmonique et l'amplitude complexe S se détermine facilement par 
l'introduction de (77.16) dans (77.15). Ainsi nous trouvons 


e E < 
Ë,, (26) = to [Te ik2(20)(1 Sin 0+: cos D. 


AK 2074211 -142kR (vsin 0+z cos 0) 
7, _. * 2(&) | 2 > 0. (77.17) 
2(&) 2(20) 


Prenons la solution de l'équation (77.15) pour un milieu linéaire 
(z < 0) sous la forme d’une onde plane décrite comme onde réfléchie 
du premier harmonique: 


E, (20) = x,Re”#*1420)\7sm®+zcosq) LL 0, (77.18) 


où R et O sont des grandeurs inconnues. 

Ainsi, en examinant l'incidence d’une onde harmonique sur la 
surface frontière d’un milieu non linéaire, nous avons inclu dans le 
schéma général du phénomène (en plus des ondes réfléchie et réfractée 
de même pulsation) un champ de double pulsation sous forme de deux 
ondes « réfractées » (77.17) et d’une onde « réfléchie » (77.18). Main- 
tenant, pour s'assurer qu’une telle représentation est justifiée, il 
faut choisir les coefficients et les angles inconnus de (77.17) et (77.18) 
de manière que soient satisfaites les conditions aux limites. Ce fai- 
sant, on obtient dans une première étape des relations du type des 
lois de Snellius: en exigeant que les expressions (77.17) et (77.18) 
soient des fonctions identiques de la coordonnée y (cf. n° 27.1), on a 


34—01469 
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ka2w) Sin 0 = 2k2ç0) Sin Ô = kiç20) Sin O, (77.19) 
ou encore 
sin0 2k2(%) sin®O k2(20) (77.20) 


sinŸ k(20) ’ sin k{(20) ” 


Si l’absorption peut être négligée dans les deux milieux, les relations 
(77.20) se transforment en les relations réelles suivantes: 


sin0 _ e (© sin® _ e (20 - 
sinÔ v 2%, sinô V - En . (77.20a) 
La configuration des rayons intervenant dans le phéno ène consi- 


déré est représentée sur la figure 77.1. Les symboles (0), (+) et (—) 
désignent (de même qu’au $ 27) les rayons correspondant aux ondes 


(eus 


Ce 


7 
/ 2 2% Le 7 


(À 
TP (LA 4) 
V7 CA 
Fig. 77.1 


incidente, transmise et réfléchie de pulsation fondamentale. Les 
rayons (7), (S) et (R) correspondent aux ondes de double pulsation 
ayant les coefficients d'amplitude 7, $ et R dans (77.16) à (77.18). 


Il reste à déterminer ces coefficients inconnus. E, étant continue 
pour z — 0, nous déduisons de (77.17) et (77.18) 


Ak3 00 4212 
T—R= 9 +. (77.24) 
2(0) — #2(20) 
- 1 6Ëm 
Les composantes magnétiques H», — Gus 7 S0Dt elles aussi con- 


tinues. Par suite, 
AR 12074214 
koçw)T COS 8 — ksew)R COS D = —2 ———— Kg) COS O8. (77.22) 


2 
4k5(w) nu k5(20) 
Pour obtenir les expressions de 7 et À, il suffit d'écrire la solution 
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du système d'équations (77.21), (77.22). Il en résultera un analogue 
des formules de Fresnel pour le deuxième harmonique engendré dans 
le cas de l’incidence d’une onde sur la surface frontière d’un milieu 
non linéaire !). 

77.3. Sur l’auto-action en optique non linéaire. — Nous avons 
introduit plus haut (au n° 77.1) la notion d'auto-action d'un certain 
phénomène ondulatoire se propageant dans un milieu non linéaire. 
En étudiant la propagation à travers un liquide ou un gaz d’une on- 
de produite par un laser de puissance, on tient compte de la non-li- 
néarité de la polarisation, qui est due à toute une série de facteurs. 
En plus de son influence sur le comportement des électrons, un champ 
optique intense exerce une action mécanique sur la substance (il y a 
apparition d’une pression proportionnelle à la puissance moyenne de 
l'onde qui condense le milieu et augmente sa permittivité). On ad- 


met souvent de façon approchée, tous les facteurs étant pris en consi- 
dération, que 


e=1+aE?, (77.23) 


où « > Oet E’est la valeur moyenne du carré de l'intensité de champ 


électrique (dans le cas des oscillations harmoniques E°? = E,/2). 

En cas de propagation d’un « rayon » laser qui est une onde très 
inhomogène on peut dire que la densité optique du milieu augmente 
dans la région du champ intense. En d'autres termes, dans des con- 
ditions déterminées, la propagation d’un phénomène ondulatoire 
s'accompagne de la formation d’un conduit qui canalise son énergie 
(quelque chose comme un guide diélectrique). Présentons des consi- 
dérations élémentaires qui expliquent la possibilité d’une telle auto- 
canalisation ?). 

Soit un « rayon » produit par une ouverture ronde de rayon À, 
avec une répartition uniforme du champ ; suivant (40.12) sa divergen- 
ce est caractérisée par l'angle 


6 = 1,221/2R,. (77.24) 


Du point de vue de l'optique géométrique, il est naturel d'attribuer 
à ce rayon faiblement divergent une frontière nette : l'intensité varie 
brusquement de la valeur zéro à l'extérieur du rayon jusqu’à une cer- 
taine valeur constante dans sa section. Supposons que le rayon vient 
du demi-espace de gauche où le milieu est linéaire (fig. 77.2) et tom- 
be sur la surface frontière d’un milieu non linéaire (ligne droite en 
pointillé). Plus loin dans la région du rayon la permittivité du milieu 
sera constante et égale à e (77.23) partout à l'extérieur du rayon e& = 


1) A notre connaissance, la réflexion sur un milieu non linéaire a été étudiée 


pour la première fois dans l'ouvrage de Bloembergen N., Pershan P. S.— Phys. 
Rev., 1962, v. 128, p. 606. 


3) Chiao R., Garmire E., Townes C.— Phys. Rev. Lett., 1964, v. 13, p. 479. 
KIT, 
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Il est concevable que dans le milieu non linéaire le rayon devient 
non divergent. En effet (fig. 77.2), suivant la deuxième loi de Snel- 
lius 


sin Ô/sin q= Ve — Æ + &E?. (77.25) 
En y posant Ÿ — 90°, nous satisfaisons à la condition de réflexion 


totale (n° 28.3), lorsque le rayon est dirigé le long de la surface de 
séparation entre les milieux, c’est-à-dire dans le cas considéré le 


Milieu 


| se 
Li TLeL | Milieu non 
lineaire lineaire 


faisceau de rayons devient parallèle, ce qui signifie qu’il se forme un 
canal d'ondes. La condition d’autocanalisation s'exprime donc par 


Asinp=V1+ar=1+@E/2+..., (77.26) 
et puisque 
{/sin @ — 1/cos,00. = 1/V1 —5: = 1+0/2+..., 
èn portant dans (77.26) la valeur de Ÿ, tirée de (77.24), nous obtenons 
| (1,22 A/2R) = GE? (77.27) 
(R, est remplacé par R: la section arbitraire du rayon est prise pour 
ourverture). 


‘ En'calculant la puissance P ,= 17R°E*/W transmise lors de l’auto- 
canalisation, nous obtenons par (77.27) 


P,=1,22%21/4Wa =0,0031À2/c. (77.28) 


C'est la « puissance critique » de l’autocanalisation. Pour P < P, 


le faisceau de rayons est encore divergent alors que pour P > P, 
il deviendra convergent et se focalisera en un certain point: c'est 
le phénomène d’autofocalisation. 

Bien entendu, étant donné qu'il s’agit d’une approche simplifiée, 
l'analyse qui précède ne prétend pas donner une description quanti- 
tative précise des phénomènes. 

Le lecteur trouvera un expose systématique des problèmes de 
l'optique non linéaire dans les livres [E.10, 111]. 
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Exemples et exercices 


1. En partant de la relation (77.9), proposer une forme tensorielle de l'écri- 
ture de la permittivité pour le cas considéré. 

2. Obtenir la solution du système d’équations (77.21), (77.22) sous forme 
d'analogue des formules de Fresnel. Quelles sont les propriétés de la solution 
qui SL la non-linéarité du phénomène de production du deuxième harmo- 
nique 
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78.1. Sur la variété de phénomènes électromagnétiques dans des 
milieux.— Pour énoncer le système d'équations de Maxwell au 
n° 3.4, nous avons utilisé les équations de mécanique les plus simples. 
Bien qu'’ensuite, aux $ 4, 5, nous ayons discuté divers milieux et 
donné leur description et qu’au $ 20 nous ayons perfectionné l’appa- 
reil analytique pour les phénomènes harmoniques, nous avons laissé 
de côté la diversité d'équations de mécanique et n'avons pas étudié 
les phénomènes intérieurs. 

Le septième et dernier chapitre du livre fournit en partie les ren- 
seignements qui manquaient sur les milieux et les phénomènes élec- 
tromagnétiques qui s’y déroulent. En partant de concepts simples 
sur les phénomènes intérieurs, nous avons construit certains modèles 
des milieux et discuté certaines classes de phénomènes et des exem- 
ples concrets. La préférence a été donnée à des cas qui ont de l’impor- 
tance en radio-électricité. 

Un exposé plus ou moins complet de ces problèmes sortirait cer- 
tes du cadre de ce cours. Le plus essentiel a été ici la mise en évidence 
de l'unité de la théorie électrodynamique appliquée à l'étude des 
phénomènes les plus variés se manifestant dans divers milieux. 

Üne remarque en conclusion. Si l’on cherche à donner une des- 
cription exhaustive des objets réels, il devient difficile d'énoncer 
les équations de mécanique. Supposons par exemple que le champ 
provoque un échauffement non négligeable du milieu ; ceci influe sur 
les propriétés électrodynamiques du milieu (e et u sont fonctions de 
la température), ce qui, à son tour, fait varier le champ. Ceci signi- 
fie que pour résoudre le problème les équations de Maxwell doivent 
être complétées d'équations de physique mathématique décrivant 
Ja transmission de chaleur. On peut citer d’autres exemples dans les- 
quels une formalisation adéquate du milieu exige que les équations 
de Maxwell soient complétées d’autres équations aux dérivées par- 
tielles. 

78.2. Propagation des ondes radio-électriques en milieux naturels. 
— Comme on a déjà dit plus haut, les conditions naturelles de la 
propagation des ondes radio-électriques sont caractérisées par leur 
complexité, diversité et variabilité. Un énoncé rigoureux des pro- 
blèmes électrodynamiques ne peut s'appliquer qu'à des modèles très 
simplifiés des objets naturels. C’est pourquoi, les informations obte- 
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nues par l'observation jouent un très grand rôle dans le volume glo- 
bal de renseignements scientifiques. Le caractère fluctuant des phé- 
nomènes naturels exige pour leur étude l'application des méthodes 
statistiques. 

Les ondes radio-électriques se voient réserver une section spéciale 
($$ 66 à 71). Leur exposé est préparé par les chapitres précédents du 
livre, ce qui explique sa brièveté relative. La propagation des ondes 
radio-électriques est encore étudiée au $ 74 (après l’étude au $ 73 
du plasma dans un champ magnétique) et en partie au $ 77. Le vo- 
lume de renseignements donnés est traditionnel pour la formation 
des radio-électriciens ; une particularité de l'exposé est l’examen pa- 
rallèle des milieux naturels et des milieux « artificiels » (par exemple, 
des milieux gyrotropes dans la nature et dans les techniques), ainsi 
qu’une certaine réduction du matériel purement descriptif. Le lec- 
teur se rendra compte que pour une étude approfondie des problèmes 
de propagation des ondes radio-électriques en milieux naturels il 
faut avoir recours à des monographes appropriées (par exemple, 
[E. 12], [F. 10] et autres). 


ANNEXES!) 


Annexe 1 


À.1. Vecteurs 


A. 1.1. Quelques formules de l’algèbre vectorielle.— Dans ce qui suit on 


considère les vecteurs: À = 2,4, + yoAy + 304% B = 2zoBx+y 
+ 2B,et C = 20Cx + YoCy + 2003 (Az Au -  « sOnt les CE 
siennes et Zor Yo» Zo 168 vecteurs unitaires correspondants). 

Produit scalaire de deux vecteurs À et B: 


il(4, B) = AB = AB cos a = AzBx + AyBy + 4:BAU  (As.1) 


(le signe as indique Îe passage à une autre notation; & est l'angle entre les die 
rections de À et de B). 


Produit vectoriel de deux vecteurs À et B: 
LA 5lmAXB=VvABSsina= 
= Z) (À uBz = À :By) + yo (4 :Bx — AzB,) +80 (4:+By — A yB2) (Ae1.2) 


(vost le vecteur unitaire de la normale au plan des vecteurs À et B, les vecteurs 
Vo. _ 4. B formant un trièdre direct). En écriture abrégée 


Tor Yo Zo 
(4, B]=]| 4% Ay 4:|. (A.1.3) 
Bz By B: 
Le produit vectoriel est non commutatif : 
[B, À] = —(4, B]. (A.1.3a) 
Produif mixte ectoriel-scalaire) des vecteurs À, B et C: 
Az Ay À2 
A{B, C]={4, B]C=BIC, Aj=}|B, B, B,|, (A.1.4) 
Cx Cy C2 
Double produit vectoriel des vecteurs À, B et C: 
[4, [B, Cj] = B (4! C) — C (4, B). (A.1.5) 


A.1.2. Opérations de l’analyse vectorielle. — On considère fes fonctions 
scalaires + et les fonctions vectorielles F tant des coordonnées cartésiennes que 
des coordonnées curvilignes orthogonales q, da, 43 (@1 €2, €s étant les vecteurs 
unitaires et h,, k:, h4 les coefficionts métriques), en particulier, des coordonnées 
cylindriques (qu = r, da = M Qs = 2, E = los a = Apr Es = 20 M = 1, 


1) Les renseignements qui figurent ici sont exposés de façon plus détaillée 
et suivant le même plan dans l'ouvrage [J.5]. 
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ha = r, hs = 1) et des coordonnées sphériques (g, = r, qe = Ÿ, {s = @; e, = 
= l'os €e — Vo: €E3 — Go; h = 1, ha = LE hs = r sin Ô). 

Gradient : 

a) en coordonnées cartésiennes : 


Up 0 OV ON 
grad Ÿ = Vh—x x + Yo ay + 20 d ? (A.1.6) 
b) en coordonnées curvilignes orthogonales quelconques: } 
pos Lo, 1-0 1, 2 
grad Ÿ = Vp=e: h; 91 + € ha 0Q2 +es Rs gs (A.1.7) 
c) en coordonnées cylindriques: 
de À LA 
grad Ÿ=r) Er PS Œo — Ga 1 20 5z ? (A.1.8) 
d) en coordonnées sphériques: 
ne ob se 1,0 e . 1 2V 
grad ÿ=ro + 00 r 00 * #0 sind 0a” (A9) 


Soient r et r’ les rayons vecteurs des points M (r) et # (r’) respec- 


—> 
tivement. Le segment orienté PM =r —7r a pour longueur |r —r’ | = 
=V(z—7R+Gy—y?) F(z2—2)Ÿ. Si |r —7r | est considérée [comme 
fonction des coordonnées du point M (le point P étant fixé), alors 

r—r! 


grad \r—r =: 


(A.1.10) 


Si |r —r” | est considérée comme fonction des coordonnées du point P (le point 
M étant fixé) alors, en utilisant la désignation grad’,ona 


, Dj me 
Divergence: 
a) en coordonnées cartésiennes : 
div F = VF — 3x door  ? (A.1.12) 


b) en coordonnées curvilignes orthogonales quelconques: 
: os À! 6) r) Ô _e 
div F =VF — hihohs [5 (hohsF) + EA (Ash Fo) T3 GarsF | (A.1.13) 


c) en coordonnées cylindriques: 


. »_ 4 à 1 (6F, … 6F, 
ONF SR VEN 3@ EL TE (A.1.14) 
d) en coordonnées sphériques: 
: 4 à i À à ,. 
Pr CE) + ne 56 in 0 Fo) +S 
1 9Fa 
Frsmo 2e (44145) 


Opérateur laplacien scalaire V?r= div grad: 


A.t. VECTEURS 


a) en coordonnées cartésiennes : 


0 : 
VE ET ue Ôy? 0: 


b) en coordonnées curvilignes orthogonales quelconques: 


1 9 _fhohs dÿ _9 _{hsh: dv 
“hihohs E= (= hk; 7) ET \ ha =) + 


| 


Va — 


L ) (te ar }] | 
093 \ hs "dqs ' 


c) en coordonnées cylindriques: 


1 d [ Wii Lt 
D ms SSS ERA se + 
SE To à 


d) en coordonnées sphériques : 


gap 1 0 (r D)+ (sin Li )+ 


r? ôr ôr r® sin Ÿ 
1 02 


‘r° sin ÜŸ d@° ° 


Rotationnel : 
a) en coordonnées cartésiennes: 


To Ho 20 
rot F=V XF —|0/0x d/oy à/az|; 
Fe Fy F: 
b) en coordonnées curvilignes orthogonales quelconques : 
Eilhshg exlhshs eslhiho 
rot F=VXF—|0/609, dog. log, |; 
h1F1  RFo hFs 
c) en coordonnées cylindriques: 
rofr Go  Zo/r 
rot F —| d/ôr à/8@ 9/02 |; 
Fr rFa PF: 
d) en coordonnées sphériques : 
ro/r® sin Ÿ Ôo/r sin Ÿ œo/r 
rot F=| ô/ôr 9198 0/20 . 
Fr rFo r sin Fe 


A.1.3. Formules intégrales de l’analyse vectorielle. Théorème 


gradsky-Gauss : 
| div F d=( F ds. 
V S 


Théorème de Stokes: 
rot F de= À F dl. 


937 


(A.1.16) 


(A.1.17} 


(A.1.18) 


(A.4.19) 


(A.1.20) 


(A.1.21) 


(A.1.22) 


(A.4.23) 


d'Ostro- 


(A.1.24) 


(A.1.25) 
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Théorème de Green: 


Î (VbV + YV2p) due ® p _ ds (A.1.26) 
V S 
(première formule de Green); 
| (pV2p — pVEÿ) du — | (+ Ts À) ds (A.1.27) 
V S 


(deuxième formule de Green). 
Formule avec l'intégrale de volume de rot F: 


À rot F dv= (ds, FI. (A.1.28) 
V S 


. Dans les formules ci-dessus ds = v, ds (v, est le vecteur unité de la normale 
exterieure) ; di = %, di (x, est le vecteur unité de la tangente), le sens de par- 
cours étant celui de la vis normale. 

A.1.4. Formules différentielles de l’analyse vectorielle. 


grad mp = @ grad Ÿ + ÿ grad q, (A.1.29} 
div DF = + div F + F grad y, (A.1.30) 
div {F, Gl= G rot F — Frot G, (A.1.31) 
divrot F= 0, (A.1.32) 
rot grad + = 0, (A.1.33) 
rot rot F = grad div F — V°F, (A.1.34) 
rot bF = + rot F + [Vw, F], (A.1.35) 
grad f (E) = f’ (£) grad &. (A.1.36) 


A.1.5 Equation des lignes vectorielles (de force). 
h; dq: h: dqs hs dqs 


Ah LS Er rs È (A.1.37) 
en particulier, enf[coordonnées cartésionnes : 
ds _ dy _ di 
FR ST. (A.1.38) 
Annexe 2? 


A.2. Fonction delta de Dirac 


On appelle fonction delta de Dirac 8 (zx — x) un être mathématique parti- 
culier qui entre dans la”relation suivante: 
Î f(2)8(z—z")dr= 0 pour z’° à Pen eur de LZ, (A.2.1) 
Ê f(z°) pour x” à l’intérieur de Z. 


oùf (x) est une certaine fonction considérée en analyse mathématique habituelle. 
La relation (A.2.1) constitue la définition de la fonction delta. 

Si, dans (A.2.1), l'intégration est étendue à l'intervalle infini (— oo, c), 
le résultat obtenu sera f (z’). 
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_ Au fond, la relation (A.2.1) réglemente aussi l’utilisation de la fonction 
elta 


En particulier, de (A.2.1) pour f (x) = 1 on déduit que 


0 pour z’ à l'exrérieur de L 
Ô(z—z')d ={ , 
) Ho 1 pour x” à l’intérieur de L. (A.2.2) 


Bien que Ô (x — zx’) ne soit pas une fonction au sens usuel de ce terme, on 
peut concevoir intuitivement la fonction delta en tentant de trouver la limite 


F(E) FIE) 
AE |4Æ AE |4E £ 
a) 0) 
Fig. A.2.1 


d’une, fonction « impulsion » (fig. A.2.1, a et b); Ô (£) — lim F (£), telle que 
F (£) = 0, lorsque E << — AË et > AË, et que de plus soit vérifiée la relation 
œo 


intégrale | F (È) d£ = 1. En particulier, dans le[cas d’une impulsion rectan- 


gulaire (A.2.4, 8) on a£ 


Ô Œ)—=lim 


O pour E<C—AË, E "AE; 
ju 


- AECESA 
AE Pour — LE<AË 
( a fonction est partout nulle sauf dans un voisinage infiniment peut de l'ori- 
gine des coordonnées où elle n'est pas bornée). Au point de vue de l’analyse ordi- 
naire, la limite n'existe pas. 
Généralisation au cas d’un donaine à trois dimensions: 


0 pour M (r’) à l'extérieur de V, 
r)ôtr—r") dv=— ! 
j FA Uft(r') pour M (r’) à l'intérieur de Ÿ (A.2.3) 
et, en particulier, pour f(r) = 1 
, O pour M (r’) à l’extérieur de Ÿ, 
ôtr—r’) d= 
\ ) « U4{ pour M (r’) à l’intérieur de Ÿ. (A:2.4) 


Une des représentations de la fonction delta a la forme suivante: 


nd 1 
Ô(r—r = Du" Ter] (A.2.5) 
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Exemples d'application de la fonction delta. 
a) Représentation de la densité’de charge p(r) dans le cas d’une charge ponc- 
tuelle placée en un point P (r°): 
p(r) = gû(r —r). (A.2.6) 
b) Représentation de la densité volumique de charge p (r) dans le cas d'une 
surface S chargée avec une densité E (q1, ge) : 


p(r) = & (gr 9e) Ô (V — v°) (A.2.7) 


(q» ge sont des coordonnées sur S$ ; v est une coordonnée orthogonale à S et 
prenant sur S une valeur v”, fig. A.2.2, a). 


< 


a} 6) 
Fig. A.2.2 


c) Représentation de la densité de courant j (r) dans le cas d’un courant 
superficiel réparti sur S avec une densité n (g, 2): 


(r) = ; ô (vx — v’ A.2.8 
(fig. A.2.2, b). j(r) N (91r 9e) Ô (V — v') ( ) 


d) Représentation de la densité de courant j (r) dans le cas d’un courant 7 
circulant le long d’une ligne L (fig. A.2.2, c): 

1j) = toIô(r —r'), (A.2.9) 

où la fonction delta est à deux dimensions; par suite, les points M (r) et P (r’) 


(ce dernier se situe sur L) restent, lors de l’intégration, sur une surface quelcon- 
que traversée par le courant ; le vecteur unitaire +, indique le sens du courant. 


Annexe 3 


A.3. Méthode des amplitudes complexes 


A.3.1. Représentation des oscillations harn:cniques.— Lans le cas des 
oscillations harmoniques les fonctions vectorielles F (r, t) ont généralement la 
forme suivante: 


F(r,t) = zoFmx COS (ot + Qx) + YoFmy COS (ot + q,) + 
+ ZoFmz COS (ot + p.), (A.3.1) 
OÙ Frnx = Fmx (r), etc., sont les amplitudes des composantes du vecteur F (r, t) 
et Pr = Pr (r), etc., leurs phases. Si dans un cas particulier q, = ®@, = ®, = q. 
alors Fn = ZoFmx + YoFmy + ZoFmz est l'amplitude du vecteur F (r, 1). 
En appliquant la formule d'Éuler, on a 


F(r, t)=Re F(r, t), (A.3.2) 
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où la représentation complexe de F est obtenue à partir de (A.3.1), en remplaçant 


les cosinus par les fonctions exponentielles d’après le schéma: cos & —+ eiz, 
Ecrivons l'amplitude complexe 


, 1 { i®. 
Fm ()=%oFmxe 7 + ÿoFmye V +20 F mie 7. (A-3.3) 


La représentation complexe de F s'exprime alors par le produit de Fan par eit 


L 
c'est-a-dire par 


F(r, 1)— Fm (r) eivt, (A.3.4) 


Remarquons aussi que la fonction F (r,t), (A.3.1) peut être exprimée par 
une somme 


F—1/2(F+F*), (A.3.5) 


‘ù F* est la quantité complexe conjuguée de F. 
Les fonctions scalaires peuvent être considérées comme un cas particulier 
des fonctions vectorielles. 


A.3.2. Application aux équations linéaires.— Soit une fonction & de la 
forme (A.3.1) obéissant à l'équation 
£Zu=f, (A.3.6) 


où f est une fonction connue de la même forme (oscillations harmoniques) et Z 
un opérateur linéaire (différentiel, intégral ou autre) : si &,, u, sont des fonctions 
admissibles quelconques et c;, c, des constantes, alors £ (cu. +cu)=c fu; + 


: EPS En utilisant (A.3.2), écrivons une équation par rapport à u — a eiot 
À.3.4) 

£u=f,. (A.3.7) 
qui donne, après la séparation de la partie réelle, l'équation (A.3.6). Après avoir 
effectué les opérations par rapport à t (la différentiation et l'intégration se ra- 


mènent aux opérations algébriques) et simplifié par le facteur e”!, on obtient 
une équation par rapport à l'amplitude complexe x, : 


Loûm = fm (A.3.8) 
où la dépendance temporelle n'intervient pas. Si sa solution an est trouvée, 
pour obtenir la solution u’de l’équation (A.3.6) il suffit d’effectuer l'opération : 
a = Re ueiot. 

Par exemple, dans le cas où l'équation (A.3.6) est de la forme 


, _ 1 u 
Vu MEN — 0 (A.3.9) 
1=0,2Z=V se” on a l'équation (A.3.8) 
v® dt? J? 


V2 m --(@/0)°4m =0 (A.3.10) 


A.3.3. Valeurs moyennes.— On appelle valeur moyenne d'une fonction 
O (a, u), où æ&, u, sont des fonctions de la forme (A.3.1), la quantité 


= À 


T 
DGu)=r [ D (ui,u »)dt. (A.3.11) 
À | 
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On vérifiera aisément que 


u=0, (A.3.12) 

ai 1/22num— 1/2 (uhx + uhy+ ui), (A.3.13) 
au3— 1/2 Re umuèm= 1/2 ReuÎmuom, (A.3.44) 
Tux, ue] = 1/2 Re [üym: U2m]= 1/2 Re [uÎm, uoml. (A.3.15) 
Annexe 4 


A.4. Rotation d’un système 
de coordonnées cartésiennes 


Soient deux systèmes de coordonnées (x, y, z) et (£, n, t) ayant l'origine 
commune O (fig. A.4.1, a). L'orientation de chacun des axes du deuxième 
tème peut être caractérisée par les trois angles que cet axe (par exemple, E) 


Fig. A.4.1 


fait avec les trois axes du premier système comme il est indiqué sur la figu- 
re À.4.1, b. Ainsi on a neuf angles 


On As Gs 
B1 Ba Ps 


V1 Ve Ÿs 


(par exemple, f, est l'angle entre les axes n et zx, y, l’angle entre les axes £ et y, 
etc.). Il est évident que 


0 = Lo COS Gi + Yo COS Es F Zo COS As, 
No = Zo COS B1 + Yo COS Ba + Zo COS Ps; (A.4.1a) 
Co = Zo COS Ya + Yo COS Ya + Zo COS Ys 


Zo = 0 COS M + Mo COS Ba + Lo COS Yi: 
Yo — Éo COS a + No COS Ba + Lo COS Yes (A.4.1b) 
Zo = Éo COS As + No COS Ps + Lo COS Ys- 


On transforme de manière analogue les composantes d'un vecteur quelconque 
F = 2ZoFr F'YoFy + 20F2 = 8oFe + NoFn + LoFr, et en particulier du rayon 
vecteur 7 = Zoz + Yoy + 207 UE He non + £ot- Les formules de transfor- 
mation des composantes du vecteur F que nous donnons ci-après sont donc aussi 


et 
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les formules de transformation des coordonnées (x, y, 3) 2 (E, n, ). 
Fe = Fr cos & + F, cos as + F, cos as, 


Fn = F; cos fi + F, cos Ps + F, cos Ba, (A.4.2a) 

Fr = Fr cos Y1 + Fy COS Ye + F, cos Ys | 
et 

Fr = Fe cos Gi + Fn COS Bi + Fr cos y, 

Fy = Fe cos a + Fn cos Ba + Fr COS Ya, (A.4.2b) 


z = Fe cos Gs + Fn COS Ps + Fe cos ÿs. 
On a les relations suivantes: 
costp, + cosips + costs = 1, do po 


COS P COS Ya + COS Pa COS Pa + COS Ps COS Ÿs = 0, pr 
(A.4.3) 
cosiay + cos®f; + cosy; = 1, | 1 = 1, 2 S 
k = 1, 2,3; 
cos aycos ay + cos Bicos B, + cos yscos M = 0, Ji Rk 


Angles d’Euler. — L'orientation d’un système de coordonnées par rapport 
à un autre est entièrement déterminée par trois angles d’Euler 6, © et w choisis 
comme il est indiqué sur la figure À.4.1, c. Dans ce cas, les cosinus directeurs 
figurant dans les relations (A.4.1) à (A.4.3) ont pour expressions: 


cos & = Cos ® cos  — cos 8 sin © sin, 

cos a = sin O cos Ÿ + cos 0 cos © sin y, (A.4.4a) 
cos &3 = sin 0 sin 4; 

cos B, = —cos O sin ÿ — cos 6 sin ® cos y, 


cos fa — —sin © sin # + cos 8 cos O cos Y, (A.4.4b) 
cos BP, = sin 0 cosy; 

cos y, = sin 6 sin ©, (A.4.4c) 
cos Ya = —sin 6 cos ®, (A.4.4c) 


COS Ÿs = cos 6. 


Annexe 5 
A.5. Equations de la physique mathématique 
A.5.1. Equation de Poisson.— Lors de l'intégration de l'équation scalaire 


de Poisson 
Viu(r) = f(r), (A.5.1) 
on introduit une fonction de Green G (r,r’) obéissant à une équation de Poisson 
de la forme suivante: 
VG(r,r’)= ô(r —r). (A.5.2} 
La fonction de Green cst donc définie par 
G(r,r')= | (A.5.3) 


7 4n lr—r'|"° 


En utilisant la deuxième formule de Green (A.1.27) et la formule (A.2.4) ainsi 
que la symétrie de la fonction de Green par rapport aux argumentsr et’, il 
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est facile d'obtenir la relation 


s(= [Gt r3 rte) de +8 [un LE 
Lé S 


_G{r,r°) 20 | ds’ (A.5.4) 


(l'intégration s'effectue par rapport aux variables accentuées). 

En considérant l'équation de Poisson dans un domaine infini, on rencontre 
une classe de problèmes importants dans lesquels la solution, pour r — ©, 
croît au moins comme Â/r (u(r) = O (1/r)): elle est « régulière à l'infini ». 


a) 


c) 
Fig. A.5.2 


Dans ce cas, si on reporte à l'infini la surface S qui limite le domaine V, l’inté- 
ee de surface disparaît dans (A.5.4) et on obtient la représentation suivante 
e la solution: 
“(= (Gerra (LOL ae, (A.5.5) 
V 


AT lr—r°] 
V 


D'une manière analogue, dans le cas d’une équation vectorielle de Poisson 


| | Via (r) = f(r) (A.5.6) 
la solution a pour expression 4 
r’ , 
u (r) = Er | Tr=rT du”. (A.5.7) 


A.5.2. Equation de Laplace. — Les solutions de l'équation de Laplace 
Viu (r) = 0 (A.5.8) 


forment une classe de fonctions dites harmoniques. Pour l'équation de Laplace 
on attache une grande importance aux problèmes aux limites où il s'agit de trou- 
ver une solution x (r) dans le domaine V à partir de certains renseignements sur 
son comportement à la limite S. On considère des problèmes intérieurs et des 
problèmes extérieurs (fig. A.5.1, a, b et cet fig. A.5.2, a, b et c). Dans le der- 
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nier cas, le domaine V est infini. Le problème aux limites 
Viu(r)=0, 
u(r)=f(r) sur S 


est dit problème de Dirichlet. On démontre (en utilisant la première formule de 
Green (A.1.26) que la solution du problème de Dirichlet est unique. On appelle 
problème de Neumann le problème aux limites suivant 


(A.5.9) 


Viu (r)=0, 
20 —f(r) sur S : (A.5.10) 


de plus, dans le cas d’un problème intérieur on doit avoir: PT ds = 0. La 


S 

solution du problème extérieur de Neumann pour les domaines simplement 
connexes !) (fig. A.5.2, a et b) est unique, alors que la solution du problème in- 
térieur est définie à une constante additive près. Un domaine doublement con- 
nexe (fig. A.5.1, c et fig. A.5.2, c) et, en général, un domaine multiplement 
connexe se ramènent à un domaine simplement connexe par introduction de 
« parois » (fig. A.5.1, d). Pourtant, la solution du problème de Neumann peut 
être une fonction non univoque ; dans un tel cas, l’introduction de parois aboutit 
à un problème de type mixte (en plus de la condition à la limite initiale sont 
donnees, sur les deux faces de la paroi, les valeurs de w (r)). La solution du pro- 
blème est unique. 

Plus haut, dans le cas des problèmes extérieurs (A.5.9) et (A.5.10), la s0- 
lution était supposée régulière à l'infini (v. A.5.1). | 

S'il est connu que zu (r) prend certaines valeurs constantes sur les parties 
de la surface composite S (fig. A.5.1, b et fig. A.5.2, b), l'équation de Laplace 
possède une solution définie d'une façon univoque ou à une constante près 
(dans les cas du problème extérieur et respectivement du problème intérieur) 
par ces valeurs constantes ou par la donnée des intégrales PO à sur cha- 
que partie de S. C’est pourquoi, en particulier, l'énoncé des problèmes électrostati- 
ques est tout à fait déterminé si on donne pour un système de conducteurs soit 
leurs potentiels soit les charges. | 

A.5.3. Equations de D’Alembert et équation inhomogène de Helmholtz.— 
L'équation d'ondes inhomogène ou l'équation de D'Alembert 


1 Œu(r, 
Fe D _;(,0 (A.5.11) 


engendre dans le. cas des oscillations harmoniques (v. n° A.3.2) une équation 


inhomogène de Helmholtz par rapport à l'amplitude complexe Um (r) de la solu- 
tion u(r, t): 


Viu(r, t)— 


Pam (r) + um (M =În tr) k=o/v (A.5.12) 


Lors de son intégration on introduit une fonction de Green G(r,r’) (v. n° A.5.1) 
en tant que solution de l’équation 


VG(r, r')+ Gr, r') = Ô(r —r). (A.5.13) 


1) Dans un domaine simplement connexe tout contour fermé peut être réduit 
à un point ; dans un domaine doublement connexe il existe une classe de contours 
qui ne sont pas réductibles à un point: dans un domaine de connexité d'ordre n 
il y a n — { classes de tels contours. 
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En particulier, la fonction de Green 


G(r,r')= 


eihlr-r"| 
(ci: (A.5.3)) a le caractère d’une onde homogène AE et divergente. Il est 
acile de vérifier que la formule (A.5.4) reste valable. Si, en considérant un do- 
maine non borné, on pose une condition dite de rayonnement 


lim r [Emo L iküm e] 0 (A.5.45) 
T +00 or 
l'intégrale de surface figurant dans (A.5.4) disparaît lorsque la limite est repor- 
tée à l'infini; alors on a une solution 


e . 4 1) ,—1kjr=r| 
MO [cer inenars ge TE à. (A.5.16) 
\'4 


Il est aisé de s'assurer qu’à la condition de rayonnement ne satisfont que des 
solutions qui ont la forme d’ondes sphériques divergentes 


um (r) + pour r—+00 (A.5.17) 


u(9, a) -inr 
pe 
(& > 0). 
Dans le cas général, les fonctions u (r,t{et f (r, t) intervenant dans l’équa- 
tion de D'Alembert (A.5.11) peuvent être représentées sous la forme des inté- 
grales de Fourier (n° A.8.1) 
© © 
u (r, t)= | u (r, ©) et do et f (r, t)— | f(r, w)el%! do.  (A.5.18) 
= © oo 
Alors, à la condition que la solution et sa dérivée par rapport au temps s’annu- 
lent lorsque t = + œ, on obtient de (A.5.11) une équation de Helmholtz par 
rapport à la densité spectrale de la solution: 


Vu(r, &)+ku(r, &)=f(r, &), k= ur. (A.5.19) 


En exprimant U (r, w) à l’aide de la formule (A.5.16) et en passant à u(r, t) 
en vertu de (A.5.18), on obtient pour la solution de l'équation de D'Alembert 


(A.5.11) la représentation suivante: 


n f(r. e— TT 
u(r,t)= HT pr du’e (A.5.20) 
Des résultats analogues sont obtenus dans le cas des équations vectorielles 
1 Giu(r,t) 
Via (r, Le NET NES =f(r, ê) (A.5.21) 
et 
Vian (r)+ktum (7) = fm (r) (A.5.22) 


(le nombre d'onde est en général complexe: k= k° — 1k°, k' > 0, k° > 0). 
À savoir: 
fm (r°) er 
| 


. 4 ; 
Um (r)= Ar | TT dv (A.5.23) 
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sous la condition de rayonnement 


limr [Em tam e |=0 (A.5.24) 
et 
rl 
jee =) 
1 5. 
PURE A enr mes 7 É 
V 


A.5.4. Equation homogène de Helmholtz.— Fonctions propres et valeurs 
propres. L'équation homogène de Helmholtz 


Vu (r) + ku(r) = 0 (A.5.28) 


est appelée tout simplement équation de Helmholtz ou équation d'ondes (générale- 
ment on appelle équation d'ondes l'équation (A.5.14) pour f(r, t) = 0). En 
prenant un domaine V ayant S pour frontière, énonçons le premier problème 
aux limites pour l'équation de Helmholtz (cf. (A.5.9)) : 


Viu+ ku=0, 


A.5.2 
u—=0sursS. d 


Ce problème possède une suite infinie de solutions {u,,} dont chacune est réali- 
sée pour une valeur déterminée du nombre k: k = k,. Les solutions u, s'appel- 
lent fonctions propres et les nombres k? qui leur correspondent valeurs propres 
du problème. La numération se fait dans un ordre tel que K << k< .. 
. +. (0 k$< ©). Les fonctions propres distinctes, auxquelles correspondent 
les mêmes valeurs propres, sont dites dégénérées. 

Le deuxième problème aux limites pour l'équation de Helmholtz s'énonce de 
a façon suivante: 


Viu + k?u =0, } 
du/dv =0 sursS. 


C'est aussi un problème qui engendre un système de fonctions propres avec des 
valeurs FEORES qui leur correspondent. 

Pour l'équation vectorielle de Helmholtz on pose les conditions aux limi- 
tes suivantes : 


(A.5.28) 


Viu (r)+k3a (r)=u, | 


9 
ux=0, div a =0 sur S ) (A.5.29) 
(premier problème aux limites) et 
Via a) 
uy—=0, (rot u);=0 sur S (A.5.30) 


(deuxième problème aux limites) ; ils engendrent aussi des systèmes de fonctions 
propres et de valeurs propres correspondantes. 

Pour les problèmes scalaires (A.5.27) et (A.5.28) il n'est pas difficile d'ob- 
tenir à l’aide de la première formule de Green (A.1.26) une expression intégrale 


j | grad u [2 dv 
K3 on ——— . (A.5.31) 
j lu|2 do 


350 


548 ANNEXES 


D'une manière analogue, pour les problèmes vectoriels (A.5.29) et (A.5.30), 
on a: 


\Clrot a |3+] div u [°) do 
V 


k°® = Jia (A.5.32) 
V 


que obtenir l'expression (A.5.32) on utilise les formules (A.1.34), (A.1.30), 
A.1.31) et le théorème d'Ostrogradsky-Gauss). De (A.5.31) et (A.5.32) il ré- 
sulte que les valeurs propres 4° sont non négatives. 

Les expressions (A.5.31) et (A.5.32) peuvent être considérées comme des 
fonctionnelles (« fonctions des fonctions »). Pour des fonctions qui sont intro- 
duites dans (A.5.31) et (A.5.32), on prend celles qui satisfont aux conditions 
aux limites pour les problèmes (A.5.27), (A.5.28) et (A.5.29), (A.5.30). Dans ce 
cas, il se trouve que la valeur minimale de la fonctionnelle est égale à la valeur 
pro re minimale du problème aux limites et que la fonction qui la réalise est 
la jonction propre correspondante. 


Annexe 6 
ÀA.6. Fonctions spéciales 


A.6.1. Equation de Bessel et fonctions cylindriques. — Une équation diffé- 
rentielle de la forme 


te n 


s'appelle équation des fonctions cylindriques où équation de Bessel d'ordre n. Il est 
commode d'associer aux solutions de cette équation, qu'on appelle fonctions 
cylindriques, les solutions de l'équation y” + y — 0, c'est-à-dire des fonctions 
trigonométriques et exponentielles. C’est ainsi qu'aux solutions particulières 
cos z et sin x de cette dernière équation correspondent les solutions suivantes 
de l'équation (A.6.1): 


J, (zx): fonctions de Bessel d'ordre n et 
N, (x): fonctions de Neumann d'ordre n. 


C'est exactement de la même manière qu'aux fonctions exponentielles ex = 
= cos r +isinzet e-i* = cos x — i sin zx correspondent les fonctions cy- 
lindriques suivantes: 


H}, (x): fonctions de Hankel de première espèce d'ordre n, 
HA (x): fonctions de Hankel de deurième espèce d'ordre’n. 
On a les égalités: 
HO (= Jn(D+iNa() et Hz) = Jn (D) —iNn (2). (A.6.2) 
Les fonctions cylindriques ne sont pas périodiques mais elles « oscillent »; 
lorsque z croît, les fonctions J, (x) et N, (zx) prennent des valeurs qui fluctuent 


autour de zéro avec une amplitude monotone décroissante et s'approchent des 
fonctions trigonométriques quand z æ . Il est utile de rappeler que J, (0) = 


= 4 et J, (0) — 0 pour # 0 ainsi que N, (0) — — . La solution générale 
de l'équation (A.6.1) peut être exprimée sous deux formes: 

y = AJ, (x) + BN, (x), (A.6.3a) 
ou 


y= PH (2) +QH® (x). (A.6.3b* 
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On exige généralement que la solution soit bornée: | y | << ©. Si l’on tient 
compte de cette condition au point x = 0, la solution générale (A.6.3a) prend 


la forme 
= AJ, (x). (A.6.4) 


Les courbes représentatives de certaines fonctions cylindriques sont indà 
quées sur la figure A.6.1. 

A.6.2. Représentations asymptotiques des fonctions cylindriques.— Lors- 
que l'argument croît indéfiniment, les fonctions cylindriques se transforment 
en fonctions trigonométriques ou respectivement en fonctions exponentielles: 


Ja (x) = 4 — cos [re + (+5) ]+0 (z3/2), (A.6.5) 


Nn (= 2 sin [e—+(n+3)]+06-52, (A.6.6) 


— fs . L 

Hn @=1/ _ : ne LES +0 (27 9/2), (A.6.7) 
xl | 
TD  —ilx-—(n+;: 

HE (x) = PA : F- + (+) + O(z" 3/2). (A.6.8) 


Il est évident que 
y =QHR (x) (A.6.9) 
est une solution qui a, pour x = kr, le caractère de l'amplitude complexe d'une 
onde cylindrique divergente. 
A.6.3. Séries entières; représentations des fonctions de petit argument.— 
Les fonctions de Bessel sont représentées par des séries entières de la forme 


2) (7, © 


Ja = Tu+ntT 2imidr —,... (A.6.10) 
Donc, pour r&1,ona 
Tr? z 
In DR (Jo @)æ1i, Ji) 2%) (A.6.41) 
Ecrivons aussi les représentations: 
2 2 : (n—1)! 


No (z) # + De et Nn (x) = 


(y = 1,781...). 
AÀ.6.4. Relations fonctionnelles. — Dans ce qui suit on entend par Z, (x) 
une fonction cylindrique quelconque. Pour un n# naturel, on a 


= (2) «>0 (A.6.12) 


Zen (2) = (12 (à) (Zn = —2). (A.6.13) 
Puis : 
a = — © Zn (2) +Zn4 (= Zn (9 —Zn0 (2). (4.644) 
En particulier, il en résulte que ; 
Zn-1 (2) + Zn (= 2 Zn (a). (A 6.15) 


Autres formules de différentiation : 


_ La Zn (kr)]= — ka Zn (kx) (A.6.16) 
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Fig. A.6.1 
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et 

_ [ZM Zn (kz)] = kzN Zn (kz) (A.6.17) 
(en particulier, Z6 (x) = —Z, (x) et Zi (zx) = Zo (x) — 2 } . Intégrales 
indéfinies : 


| ent Z, (zx) dr=2nti Zn, (x), (A.6.18) 
| zrn+l VA (x) de= —z"n+#l Zn-1 (z), (A.6.19) 

2 2h (2) de À (28 ()— Zn (2) Znu (= 

za (fr n\21,. ù 
5 {:— (=) ]z (2) +23 (2) } | (A.6.20) 
272 
[HOT 7 (x) Zn «| z dz = 

=+ [ZA (2) (1-7) +£ Zn G) Zh (x) Ze «2 | (A.6.21) 
| z Zn (ax) Zh (Bz) Jo BzZn (az)Zn-1 ee Zn-1 (@r) Zn (Bz) : 
(A.6.22) 


A.6.5. Dévelonvement suivant les fonctions de Bessel. — Soit une certaine 
fonction f (æ) définie sur l'intervalle —1x < & << x. En développant / (œ) en 


série de Fourier suivant (eina) (n° A.8.1)},on a 
x 


f@= D on8%%, anse | f(a)e-i"t da. 


fus — 0 -X 


Prenons f (œ)=e7"*©%%, En tenant compte de la représentation intégrale 


EL 
J = | eitxcosa+na) je (A.6.23) 
I 
On voit que la série de Fourier prend la forme: 
C0 
RC ON (— 1) Ja (z) es. (A.6.24) 
ñn= — 0 


A.6.6. Tables de racines.— En désignant par z — B,, les racines de 
l'équation J, (zx) = 0, rassemblons certaines d’entre elles dans la table ci-des- 
sous 


mn 
1 2 3 A 
n 
0 2,405 9,920 8,654 11,992 
1 3,832 7,016 10,173 13,324 
2 9,136 8,417 11,620 14,796 
3 6,380 9,761 13,015 16,223 
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Les racines z = A4,, de l'équation J; (x) = 0 sont réunies dans la table sui- 
vante : 


m 
1 2 3 4 
n 
0 3,832 7,016 10,173 13,324 
1 1,841 9,331 8,536 11,706 
2 3,054 6,706 9,969 13,170 
3 4,201 8,015 11,346 


A.6.7. Fonctions cylindriques d'ordre demi-entier. 


8 a 
+ ./ 2 d  sinz 
{An 2 SE . 
1, 1 eine 2) LE, (A.6.25) 
nn "TT ZE _ dm css A.6.2 
Mes CV mans = + (489 
En particulier, 
22. 2 sin 
ant sms ne LE (E-cs:) 
(A.6.27) 


rs 2 cos z 


Les fonctions de Hankel sont définies à partir de (A.6.2). | : 
A.6.8. Fonctions associées de Legendre.— Les solutions bornées de l'équa- 
tion 
m®? 


[ue LS ]+(»- )r=0 (A.6.28) 


(—1 < 1 < 1) sont des fonctions associées de Legendre pm) (t). Dans ce cas, le 


pRrete p? prend la valeur nr (n + 1) (les valeurs propres correspondant aux 
onctions propres). Ainsi : 


m 
"2 dmP, (+?) ; 
T (4) = PM (1) = (1— 122) —#—  (m=0,1,...; m<n), (A.6.29) 
où P, (t) sont les polynômes de Legendre : 
Annexe T 
PoU)=1, PO P(=+ (1), 
(A.6.30} 


P, ()= 5 (G8 — 36), 
(n +1) Pre (t)—t(2r+1) Pan (t)+nPn-1 (t) =0. 
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A.7. Méthode de séparation des variables 


A.7.1. Résumé de la méthode. Résolution de J’équation de Laplace en 
coordonnées cylindriques.— La méthode de séparation des variables permet de 
ramener une équation aux dérivées partielles à des équations différentielles 
ordinaires. Par exemple, dans le cas de l'équation de Laplace bidimensionnelle 
en A cylindriques (la solution est indépendante de z) on s d’après 
(A.1.18) : 


( ou 1 d'u 
ar (Sr) ar . 


(le facteur inessentiel 1/r est omis). On suppose que la solution cherchée z (r) = 
= u (r, &) représente un produit uw (r, &«) = % (r) # (œ) où chacun des facteurs 
ne dépend que d'une seule des coordonnées. En introduisant cette représentation 
dans (A.7.1) et en multipliant ensuite les deux termes par r/%#, on obtient 


r d dR\, 1 A 
= ( 46 JT æÆ de * (9 


Ainsi nous sommes parvenus à représenter le premier membre de (A.7.1) sous 
la forme d’une somme de deux fonctions indépendantes. Les termes de cette som- 
me doivent être constants. En effet, en fixant une certaine valeur de r et en 
rendant par là même constant le premier terme, nous ferons varier, dans les 
limites admissibles, la valeur de &, ce qui est légitime en raison de l’indépendance 
des termes. Comme il ressort de (A.7.2), le deuxième terme reste dans ce cas 
invariable et égal au premier terme changé de signe. Il est facile de poursuivre 
ces raisonnements en fixant & et en faisant varier r. La constante à laquelle est 
égal le premier terme est pour le moment inconnue. Désignons-la par n°. En 
égalant les termes de (A.7.2) respectivement à nr? et —n2?, on obtient, après des 
réductions évidentes, deux équations différentielles ordinaires :kK 

PA, 2, URL LH LR 

VE +n4#=0 et dr. . ET né — =0. (A.7.3) 
C'est ce qui constitue le résultat de la « séparation des variables ». 11 est clair 
que l’équation de Laplace (A.7.1) possède une solution de la forme u = % 4 et 
il ne reste qu’à rechercher les solutions des équations différentielles 3 et #. 

Ecrivons la solution de la première des équations (A.7.3) sou: la forme 


A (a) = À cos na + B sin nœ. (A.7.4) 

Si elle est cherchée dans le domaine 0 < & < 2x, alors la condition d’unicité 

FopeuIE à la cOROIrOR de périodicité : # (&œ + 2x) = .# (a). On en déduit que 

= 0, 1, ... Puis 

RB(rn = Cr +Dr1,n#0, 

R(r)=Clinr+D,nr= 0, 

ce qui De Pr d'écrire la solution de l'équation de Laplace u (r,«) = 
= À (r &). 

A.7.2. Résolution de l’équation homogène de Helmholtz en coordonnées 


cartésiennes.— La solution de l'équation (A.5.26) qui s'écrit en coordonnées 
cartésiennes : 


(A.7.5) 


RE ++ Ku=0, (A.7.6) 


sera cherchée sous la forme u (x, y, z) = X (x) Y (y) Z (z). En introduisant cette 
représentation dans (A.7.6) et en divisant tous les termes par u = XYZ, on 
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obtient 
1 EX , 1 MY 1 &Z ,,. 
He TT at Z at +0 cl 
d'où (cf. plus haut n° A.7.1) résultent les équations différentielles ordinaires 
dX d'y d°Z 
dx +x2X = 0, age TXur =0, TE +%x2Z =0, (A.7.8) 


où x, x, X2 sont des constantes qui obéissent à l'égalité 42 + x£ + x? = ki. 
Il est évident que 


X = À cos 42z + B sin y:xr, Y = C cos Xuy + 
+ D sin%,y, Z = E cos 4,2 + F sin x,z (A.7.9a) 
ou, sous une autre forme: 


X=pe Dot, y=Re + Seul, z=Te + pet  (A.7.9b) 


Dans le cas bidimensionnel (la solution ne dépend pas de 2), au lieu de X2 
dans (A.7.6) nous écrirons Y?. Dans ces conditions, u (r) — X (x) Y (y) (A.7.9) 
et Ve + Xi = 2. 


Fig. A.7.1 


Considérons le premier problème aux limites (A.5.27) dans le cas bidimen- 
sionnel : 
2 2 
eur Hu 0, 
(A.7.10) 
z=0, z=a; 
y=0, y=b 


(la fonction uw (x, y) est définie dans le rectangle de la figure A.7.1, a). Cher- 
chons la solution du problème u = XY à l'aide des formules (A.7.9a). En im- 
posant la condition à la limite u (0, y) = 0, exigeons que soit vérifiée l'égalité 
A cos #%-r + B sin x.z = 0 pour x = 0 d’où À = 0. D'une manière analogue, 
de la conditiun u (x, 0) = O0 on déduit que C = 0. Ainsi, u (zx, y) = 
= ug sin 4,7 sin %, y où ueest une constante (u, — BD). Puis, de la condition 
à la limite u (a, y) = 0, on tire sin x,a = 0 d'où #4,a = jet = 0;14:2, 3:23.) 
De la condition w (x, b) = 0 on obtient de même 4,b = nn (n = 0, 1, 2, ...). 


u=0 pour { 
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Finalement, on trouve les solutions suivantes du problème (A.7.10): 


MAI . ni 


u(z, y)=umMn (x, y)—=u, sin sin Ph à (A.7.11) 


Ce sont les fonctions propres du problème (A.7.10) auxquelles correspondent les 
valeurs propres YXhn = %2 + X£ = (mx/a)? + (nx/b)° (n° A.5.4). 
Enonçons le deuxième problème aux limites (A.5.28) pour le même domaine: 


ÿ?u d'u : 

an Tage t lu 0 
. L (A.7.12) 
0 pour z=0, x—a; on pour y=0,y=—b. 


Par un raisonnement analogue à celui que l’on a développé pour le premier 
roblème, il n'est pes difficile de trouver les fonctions propres suivantes pour 
e problème considéré: 


PL 
u(z, y)=umn (z, y)=u cos TE cos LT 


COS —— , 


auxquelles correspondent les mêmes valeurs propres 4%, = (mx/a)? + (nx/b}? 
(à la Dies de (A.7.11), les fonctions propres ne s’annulent pas pour m = 0 
ou n = (0). 

A.7.3. Résolution de l'équation homogène de Helmholtz en coordonnées 
cylindriques. — L'équation (A.5.26) prend maintenant la forme 


(A.7.15) 


4 à ou 4 du o?u _—— 
+ (re )+ rt +4 u= 0. (A.7.14) 


En recherchant sa solution w(r, &, z) = < (r).# (æ&)Z (z), on obtient après 
avoir introduit cette représentation dans (A.7.14) et divisé par u = .#.Æ2, 


1 d d'A 1 d'A , 1 d°Z 
Fr (Se) tr er tza tete (A4 


Le troisième terme est fonction de la seule coordonnée z et est donc indépen- 
dant des termes précédents, ce qui nous donne la droit (cf. n° A.7.1) de le poser 
égal à une constante que nous désignerons par —%2. On a donc les équations: 


ra rs 1 DA __ 1 2 __ 
Ar dr dr Ari dei , Z dd X:, 


telles que %? + 42 = k?. Pour séparer les variables dans la première équation, 
multiplions ses termes par r?, ce qui donne 


r d'{ dR\, 1 A, 
Re) tire 
La partie d- cette expression qui cepene de r sera posée égale à n°. Finalement, 
la relation (A.7.15) nous ramène à trois équations difiérentielles ordinaires 
suivantes : 
7 -( L +) R=0, 
dr r dr r° (A.T.A6) 
d'A s 


d1Z 
des Th, + X2 = 0. 
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On voit que la première est une équation de Bessel (A.6.1) dans laquelle x = #r. 


On a: 
R= ATn (Xr) + BNn (xr) = PH (yr) + QHE (yr), 


A=Ccosna+Dsinua—Re”int + seina (A.7.17, 


11,7 ixX,7 


Z=EcosY,z+Fsinx;.z=Te 7? +We 


(cf. (A.7.9a), (A.7.9b)). 
Pour un cercle (fig. A.7.1, b), le premier problème aux limites (A.5.27) est 
énoncé sous la forme 


1 0 idu\ ,E1 ô?u Tr 
Tor (or) er tie 0, | 
u=0pourr=R, u(a+2x)=u (a). 


(A.7.18) 


our d'autres domaines on a des conditions aux limites différentes, à savoir: 
pour un domaine annulaire (fig. A.7.1, c) 


u= 0Opourr=R,,;r=R,; u (a + 21) = u (a); (A.7.18a) 
pour un domaine sectoriel (fig. A.7.1, d) 

u= 0 pourr=R,a—= 0, a—= «; (A.7.18b 

pour un domaine sectoriel d’un anneau (fig. A.7.1, e) 
u = 0 pourr=R;,r=R, a—=0,a= ex.  (A.7.18c) 
Dans le cas d’un domaine circulaire (fig. A.7.1, b), on obtient la [solution 

ann (r, &) = J, (xr) (C cos na + D sin na) = 

= Jh (xr) (QeT TS + Tein&) (4.719) 


(dans (A.7.17) B = 0, v. (A.6.4)), et % = %nm = BnmlR, Où Bym Sont les raci- 
nes de l'équation J, (2) = 0; r— A 2e = 1, 2, ... (n°0 A.6.6). 
Les solutions u"" sont les'fonctions propres du Droblère (A. 7. 18) et les nombres 
Xâm» les valeurs propres correspondantes. 

Dans le cas d'un domaine annulaire (fig. A.7.1, c), on a les fonctions propres 


Ja (AR C'cos na+Dsinna 
an (r, = [Jante RE NA (ur ] Ÿ meurs }  (AT2) 


on a entre accolades deux orne d'expression) quete correspondent les 
valeurs propres Yâm (nr = 0, 1,2, ...; m = 1, 2, ...), qui sont les racines de 


l'équation 
Jn (XR 1) _ Nan (XR:) 


Jn(XRe)  Na(XRe) ? FENE 
Dans le cas d'un domaine sectoriel (fig. A.7.1, d) 
un (r, @) = uoJ, (yr) sin na, (A.7.22) 


où n— kn/a, k = 1, 2, s XL = {nm = +Bnm/R: 
Pour un secteur annulaire (fig. A.1. 1, e) 


arm (r, @)=u | Zn (ur) AE 


où n est le même que dans (A.7.22) et où y obéit à l’équation (A.7.21). 


Nn a) | sin rœ, (A.7.23) 
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Enonçons le deurième problème aux limites pour un cercle (fig. A.7.1, b): 


1 9 ou 1 d'u ne 
rater test 
(A.7.24) 
—=0 pourr=R; u(@œ+2x) = u (œ) 
et indiquons les conditions aux limites pour d’autres domaines: 
pour un domaine annulaire (fig. A.7.1, c) 
<=0 pourr=R,, r=R,; u(æœ—+2x) =u(æ); (A.7.25a) 
pour un domaine sectoriel (fig. A.7.1, d) 
ou ou 
—— = — — — = &;: 7.9 
Gr =0 pourr=R, 5e O0 pouræ—0, œ = @; (A.7.25b) 


pour un domaine sectoriel d’un anneau (fig. A.7.1,e) 


ou du | 
5 —=0 pourr=R;,,r=R;,; a 0 pouraæ—=1{)}, a =«y, (A.7.25c) 
Conformément à ces conditions on a les solutions sous la forme de systè- 
mes de fonctions propres avec les valeurs propres correspondantes : 
pour un domaine circulaire (fig. A.7.1,b) 


un (r, à) = J, (yxr) (C cos na + D sin na) — 
= J, (xr) (QeT ME + Tein&), (A.7.26) 
Où Y = {nm = Anm/R et les racines 4,,, de l'équation J} (x) — 0 sont données 


en Annexe 6, n° A.6.6. 
Pour un domaine annulaire (fig. A.7.1, c) 


J, (XR:) Ccos na+D sin n« _ 
en a) =| 7 CRE GRD an | { . } :  (A.7.27) 
et 

JA UXR1)  Nn(XRi) (A.T.28) 


JGRD  NIUXR:) 


Pour un domaine sectoriel (fig. A.7.1, d) 
um (r, œ) = uoJ, (xr) cos na, (A.7.29) 
où nest le même que dans (A.7.22) pour k = 0,1,2, ...,et# — {nm = Anm/R- 
Pour un domaine sectoriel d'un anneau (fig. A.7.1,e) 


Jh (XRi) 
un (r, à) — [Ja GR. Nn (xr) | cos n«x, (A.7.30) 


où n ost le même que dans les cas précédents et x est racine de l'équation (A.7.28). 
A.7.4. Résolution de l'équation homogène de Ielmholtz en coordon- 
nées sphériques. — Dans ce cas, l'équation (A.5.26) a la forme 


1 9 ôu 1 ) «an OU 1 o?u 
aa) me oo (00 + st 
+ktu—=0. (A.7.31) 
En introduisant u (r, Ô, &) = .Æ (r) 8 (ô).# (æ) et en multipliant ensuite tous 
les Ttermes par r? sin? 0/26.4#, on obtient 


fsin3 6 d dR sinô d ff. ,d@ 1 d1,4 . 
a tete 6 (#03) ur Firesint de. 
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Le troisième terme, qui ne dépend que de «&, est égalé à —m? si bien que l’équa- 

tion se répartit en deux équations dont l'une est divisée par sin? Ÿ, après quoi 

la somme de tous les termes qui ne dépendent que de r est égalée à p?. En défi- 

nitive, on a trois équations différentielles ordinaires 
ET 

| (A.7.32) 


1 dd. ,"4 ml A 
saxo 36 (si 5 )— simo — Pr jar 1 m#=0. 
Si0<a< 2x, alors u(r, 0, a+ 2n) = v(r, Ÿ, a), si bien que m = 
» 1, 2,... . Dans l'équation relative à © (6), effectuons le changement 
t = cos Ÿ et ramenons-la à la forme 
mm 


(—1 <t<14). Cette équation n’est autre que l'équation (A.6.28) déjà traitée 

lus haut, si bien que © @ = PM) cos (86) (m= 0,1,2,...; n— : 
ë, .. .). Dans la première des équations (A.7.32), on différentie l'expression entre 
parenthèses, on remplace p par nr (n + 1) (conformément au n° A.7.8) et on 


représente SZ (r) sous la forme de p (r/V kr, ce qui ramène cette équation à 


l'equation suivante: 
4 \2 
dp 1 d (r+.) 
+ ] po. 


r dr r? 


(A.7.34) 


Ce n’est autre que l'équation de! Bessel (A.6.1) d'ordre n + 1/, par rapport à la 
fonction p (kr). On a donc 


a (= DE Anse OT) EN 412 En = ed (PH) jo Gr) + 


+ OH 4e Gr) |. 
Ainsi, les solutions de l'équation (A.7.31) sont de la forme 
4. AT n+1/2 Gr) + BN n4ifa (kr) 
V kr PH 172 Gr) + OH 142 Gr) 
C cos ma+ D sin ma 
Re=ime + geima L (A.7.35) 


utr, Ÿ, &)=— 


x PM) (cos 8) : 


Annexe 8 
A.8. Séries de Fourier et systèmes orthogonaux 


A.8.1. Développement en série de Fourier et méthode des amplitudes 
complexes.— Soient, dans (A.3.6), x et f des fonctions pÉnaoues du temps (de 
période 7). Développons-les en séries de Fourier en utilisant les notations com- 
plexes. Ainsi, 

co T/2 


a(= D ant, = | u(e-tmias (A8) 
Nu — © -T/2 
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(oT = 2x); on développe de manière analogue la fonction connue f (t); à la 


différence des u, ses coefficients de Fourier f, peuvent être considérés comme 
connus lorsque le problème est posé. En introduisant les développements de 
et de f dans (A.3.6), on obtient par rapport aux coefficients de Fourier u, les 
équations suivantes de la forme (A.3.8): 


Lnotn=fn. n=0, +1, +2, … (A.8.2) 
Dans le cas d’une variation temporelle quelconque, les fonctions x et f 
peuvent être représentées sous la forme des intégrales de Fourier. Par exemple, 


a (t)— | a (o) ei°t do, u w)= | u(t)e- 10! de. (A.8.3). 
Alors, à partir de (A.3.6) on obtient une équation de la forme (A.3.8) par rap- 
port à la densité spectrale x (w): 


: Lu8 (6) =f (6) (A.8.4). 
(f (w) est la densité spectrale de la fonction connue f (t)). 

Remarquons que l’introduetion directe de l'intégrale de Fourier x (t) sous 
le signe de l'opérateur Z exige certaines justifications et qu'elle peut être rem- 
placée par la procédure suivante. Soit, par exemple, Z = d/dt. Ecrivons 


| £u(ieriot = f rwertst dt, 


d'où, après intégration par parties, 


2.8 (0)+(ariu (ne itf = j (w) 


(Ze = 10). L'équation (A.8.4) en résulte pour x (+) 0. 
A.8.2. Systèmes orthogonaux.— On appelle produit scalaire (u,v) des fonc- 
tions u et v, définies dans Ÿ, l'intégrale 


(a, »= | av* dv. (A.8.5} 


En particulier, au lieu de V, peut intervenir une surface S ou une ligne L. On 
dit que les fonctions u et v sont orthogonales si (u, v)= 0. 

n système de fonctions u;, Use, Us, . . . (en abrégé (an) est dit orthogonal 
si le produit scalaire (A.8.5) est nul pour chaque couple de fonctions distinctes 
de {x,}. Par un choix convenable de coefficients constants, le système {z,,} peut 
être normé. On dit que le système {u,,} est orthonormé si les égalités suivantes 


sont vérifiées : 
(us, 2) = Op (, k = 1,2, ...). (A.8.6) 


Ici ôy = Opouri#£ k et y, = 1 pour i = k (symbole de Kronecker). 
En prenant un système orthonormé de fonctions {u,} et une certaine fonc- 
tion x définie dans le même domaine, construisons une série 
©œ 
u = > GnUün) an =(u, An). (A.8.7). 


n=1 


C'est une série orthogonale ou série de Fourier de la fonction æ, et a, s'appellent 
les coefficients de Fourier. Une propriété caractéristique de la série de Fourier & 
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est qu'elle vérifie l'égalité 
(&, m) = (u, &) (k= 1,2, ...) (A.8.8) 


En effet, en composant dans (A.8.7) le produit scalaire avec a,, on obtient au 
second membre zéro pour tous les termes à l'exception du k-ième qui, en raison 
de (A.8.6), donne a, On dit que la série de Fourier u converge en moyenne vers u 


et que le système {u,} est complet (au sens de convergence) si 


anUn) — 0 pour N —+ 00. (A.8.9) 


iLAz 


N 
(u— > anün, U— 
næi 


Pour mieux comprendre le sens du développement de Fourier, considérons 
une illustration suivante. Soit un système de coordonnées cartésiennes choisi 
dans un espace à trois dimensions, on a donc trois vecteurs unités perpendicu- 
laires entre eux 4, = Zp, Us = Yo tiüs = Zy. En pre- 
nant un vecteur quelconque &, nous pouvons le décom- 
poser suivant ces vecteurs unitaires (fig. A.8.1): 


3 
a= Ÿ anüUns° An =(&, 4n)=a@un. 4 V(A.8.10) 
unes i 


Le vecteur a est maintenant représenté à [l'aide de 
ses trois projections a, =(&, u,) qui sont des produits 
scalaires de a par les vecteurs unitaires de base u, 
obéissant aux relations (u;, uz) = On (cf. (A.8.6)). 
En comparant les ‘relations (4.8.10) et (A.8.7), on 
constate une nette analogie formelle entre la décom- 
position construite du vecteur a et la série de Fourier 
de la fonction u. Une fonction est analogue à un vec- 
teur dans un espace de dimension infinie et sa série 
de Fourier peut être considérée comme la [décomposi- 
tion de ce vecteur dans la base formée par le système 
orthonormé {u,}. 

Remarquons que la relation (A.8.1) doit être considérée comme une série 
de Fourier (A.8.7) obtenue lors de la décomposition de la fonction u (t) definie 
sur l'intervalle —7/2 < t < T/2 suivant le système orthonormé {a,} = 


23 20 
= {yt Te T } En effet, la série (A.8.7) prend dans ces conditions la 
forme suivante 


27 T/2 , 2x 


- | in —— t 4 rin-r Î 
u (t)= ÿ En = e T , 1n=—= Î u(tje dt. 
Ars — 00 VT VT 


_ Indiquons comme exemple de système orthonormé Se D de fonctions, 
définies dans un domaine V représentant un parallélépipède d’arêtes a, b, ce, le 
système suivant: | 


mir ni  pDARZ 
{ump} {us cos = cos “cos a }, 


où u, = 2V 2/V abc pour m'£ 0, n 2 0, p 0: dans le cas où parmi ces nom- 
bres il y a des zéros, u, est autant de fois divisible par Y 2 qu'il y a de zéros 


(un, deux ou trois). Ce sont les fonctions propres du problème aux limites pour 
l’équation de Helmholtz (A.5.28) (v. aussi Annexe 7). 
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A.8.3. Sur l'opérateur laplacien.— Les problèmes aux limites (A.5.27) 
à (A.5.30) peuvent être exprimés de manière abrégée sous la forme 


£Zu= vu, (A.8.11) 


où Z — —V2, et les fonctions æ sont supposées soumises aux conditions aux 
limites qui entrent dans la définition de l'opérateur Z (figurant dans l'énoncé 
du problème). 11 est facile de vérifier que dans tous ces cas l'opérateur Z est 
symétrique, c'est-à-dire qu'il vérifie la relation (v. plus haut n° A.8.2) 


(Zu, 0) = (u, £o). (A.8.12) 


Compte tenu de ce qui précède (Annexes 5 et 7), (A.8.11) est un problème 
sur les valeurs propres. Soient u, les fonctions propres de ce problème auxquel- 
les correspondent les valeurs propres x, ; supposons que les valeurs x, soient 
toutes distinctes ou, comme on le dit, non dégénérées. En prenant deux fonctions 
propres quelconques u; et u}, on a: 


Lu = xius et Zu, = xRux. 
En formant les produits scalaires (Zu, u,) et (u,, Zu,), on obtient 
(Zu, 0) — (us, Lu) = (ki — xx) (ui, uy) 
(x; et x, sont réelles, v. n° A.5.4) ou, en raison de (A.8.12), 


(ki — Xp) (u3, x) = 0, (A.8.13) 


et il en résulte que pour i  k, (us, u}) = 0, c'est-à-dire que les fonctions pro- 
pres sont orthogonales. 

En cas de dégénérescence, lorsqu'il y a des valeurs propres qui se répètent 
(par exemple, %x; = *4), les fonctions propres correspondantes peuvent être 
choisies de manière qu’elles soient aussi orthogonales. 

A.8.4. Sur les méthodes variationnels. — Soit un problème (par exemple 
un problème électrodynamique aux limites) énoncé sous la forme 


Au = f, (A.8.14) 


où # est un opérateur différentiel défini avec des conditions aux limites con- 
venables. La différence .#u — f est nulle et donc ses projections sur la base 
{u,}, c’est-à-dire les coefficients de Fourier (Æu — f, u,), sont aussi nulles: 


(Au —f,u)=0,k=1,2,..., 00. (A.8.15) 


Dans la plupart des cas, les solutions analytiques finies des problèmes aux 
limites (A.8.14) sont impossibles à obtenir. Il existe pourtant des méthodes qui 
permettent d'obtenir des solutions approchées qui peuvent être rendues aussi 
voisines que l’on veut des séries de Fourier des solutions exactes; de telles métho- 
des sont ap elées méthodes des projections ou variationnelles. 

La méthode des projections de Boubnov-Galerkin consiste à construire la 
représentation de la solution w sous la forme d’une somme 


N 
uN— S aïun (A.8.16) 
n=1 


N 


à coefficients indéterminés a, et à prendre au lieu de (A.8.15) N relations d'or- 


thogonalité analogues 
(ia —f,u,)=0, k=1,2,...,N. (A.8.17) 
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On se rend compte sans peine que ces relations engendrent le système d'équations 
suivant 


(#u:, U:) an + (HU U) aù +... + (un: ui) ai = (f, uw), 


(Au, ue) ad + (Aus, ue)ah + + (Hunt) aN =(f, us), (A.8.18) 


par rapport aux coefficients aN comme inconnues, c'est-à-dire sous forme matri- 
cielle (Annexe 9) : 

Aa” = f, (A.8.18a) 
où au premier membre figurent le vecteur a” constitué de coefficients aN du 


développement (A.8.16) et la matrice À d'éléments 4}, = (#u,, u,) et, au 
second membre, le vecteur donné f d'éléments /, = (f, u,). Ainsi, la méthode de 
Boubnov-Galerkin ramène le problème (A.8.14) à un système d’équations algé- 
briques (A.8.18) dont la solution détermine les coefficients de Ja représentation 
(A.8.16). Dans les cas où l'opérateur # ne peut être directement appliqué aux 


fonctions de base a, et donc à u", on effectue au préalable dans (A.8.15) une 
intégration par parties. | 

La justification de la méthode de Boubnov-Galerkin ainsi que son applica- 
tion à ï rpIOter des problèmes d’électrodynamique sont données dans l’ou- 
vrage [1.3]. 


Annexe 9 


AÀ.9. Généralités sur les matrices 


A.9.1. Vecteurs et matrices. — Ecrivons un système de n équations linéai- 
res à n inconnues: 


At + Aiote + 0e À Aintn = bs 
A1 + Astoe To. + Agntn = sr (A.9.1) 
Anti F Anete Fo. + Anntn = bn. 
Ce même système peut s’écrire en abrégé sous la forme suivante: 
Az = b, (A.9.2) 
où sont introduits des objets mathématiques 
A1 Aie ++ Ain Zi bi 


A9] A0 .. Aon = À, . =TZT, ? b. (A.9.2a) 


An1 Ans --- Ann Tn bn 


Le tableau de coefficients À s’appelle matrice carrée d’ordre n alors que les co- 
lonnes x et b (ensembles de sobre) sont considérées comme des vecteurs; en 
effet, un vecteur dans un espace à trois dimensions se caractérise par un ensem- 
. ble de trois nombres qui expriment ses composantes; d’une manière analogue, 

les colonnes z et b de la matrice jouent le rôle de vecteurs dans un espace de 
dimension nr. Les vecteurs z et b obéissent aux opérations ordinaires (addition, 
multiplication par un scalaire, c’est-à-dire par un nombre, etc.). Le produit 
scalaire des vecteurs a et b est défini comme un nombre 


n 


(a, b)= S\ ajb8. (A.9.3) 


i=1 
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Le sens formel de l'égalité (A.9.2) est que son premier membre doit être 
considéré comme un produit de la matrice À ee le vecteur z; de ce point de 
vue, le premier membre de (A.9.1) indique la règle de multiplication de À par z 

n 


dont le résultat est un vecteur de composantes b; = », PNTLTE 
1 


Rk== 

Les opérations algébriques peuvent également s'effectuer sur les matrices. 
L'égalité Aa + Ba = b, où À et B sont des matrices carrées d'ordre », alors 
que a et b sont des vecteurs, peut être exprimée sous la forme: Ca = b dans 
laquelle C est une nouvelle matrice d'élements Cim = Apm + Bxm- On dit 
que C = À + B. Quant à la notion de produit de deux matrices, on y arrive 
en considérant les égalités de la forme (A.9.1) Az = b et x = Bc. En éliminant 
z, écrivons: Cc = b où la matrice C est le produit des matrices À et B. La règle 
de formation des éléments C;, à partir de Azm et Bzm est de la forme : 


ñn 
Chm == D ÂAks Bsm- 


sæi 


A.9.2. Quelques matrices spéciales.— Une matrice est dite diagonale si 
pour k 5 m tous ses éléments 4;,, sont nuls, c'est-à-dire si Azm — Axmôkm : 
en particulier, si Azm = Ôxm: 0n dit que la matrice est une matrice unité et on 
la note (dans cet ouvrage) par J. 

On dit que la matrice 4” est la transposée de la matrice À si A;m = Amn- 

On appelle associée, ou adjointe complexe de 4, la matrice A* à éléments 
complexes conjugués: 4% — (Azm)* - 

On appelle inverse de la matrice À une matrice À -1 telle que À -14 = J et 
AA-1= 1. Dans le cas où la matrice À n’admet pas d’inverse, elle est dite 
singulière. 


Pour une matrice donnée À on peut trouver une matrice adjointe À qui 
satisfait à la condition 


(4a, b)=(a, Ab), (A.9.4) 
où a et b sont des vecteurs arbitraires. En vertu de (A.9.3) on doit avoir 
n n 
D (Aa)nb%= Ÿ, am (A4b)m, 
h=1 m=1 


c'est-à-dire 
us # L ny Li 
ÿ DE Anmam — > amAmAbR. 
k, M=1 k, m=1 
Lorsque a et b sont quelconques, ceci ne peut avoir lieu que si l'égalité 4,,, = 
— A%, est vérifiée pour tous les k et m, par conséquent 


Ahm = Amk. (A.9.5) 

Nous voyons que la matricce adjointe est une matrice transposée et associée. 

Si la matrice À est égale à son adjointe (4 = À), c’est-à-dire si, suivant 

(A.9.4), (4a, b) = (a, Ab), alors en raison de (A.9.5), An = A4%x. Les éléments 

diagonaux d’une telle matrice sont réels. Cette matrice est dite hermitienne (ou 

auto-adjointe). Si une matrice hermitienne est réelle (4* — A), alors 4,,, = 
= Amx et À = À’; on dit qu'une telle matrice est symétrique. 

Revenons enfin à l'équation (A.9.2) et proposons-nous d'établir la propriété 

que doit posséder la matrice À pour que soit vérifiée l'égalité (z, x) = (b, b): 

lorsque le vecteur x se transforme en b, il conserve sa longueur (c’est-à-dire on a 

une rotation du vecteur dans un espace de dimension n). En exprimant b par z, 
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ona(z,r) = (4x, Az). En tenant compte de (A.9.4), mettons cette égalité sous 
so (x, Ir) = (x, AArx). Il en résulte que l'égalité (x, z) = (b, b) est véri- 
liée si 

ÂA = I, (A.9.6) 
c'est-à-dire, en vertu de la définition même de la matrice inverse, l’adjointe de 
la matrice À est égale à son inverse. Dans ce cas, la matrice donnée À est dite 
unitaire. 

Si la matrice À est réelle et unitaire, alors A’A — 7. Une telle matrice est 
dite orthogonale. Remarquons que les matrices des transformations considérées 
dans l’Annexe 4 sont orthogonales ; ces matrices sont formées avec des cosinus 
directeurs dans un espace à trois dimensions. Les éléments d'une matrice ortho- 
gonale arbitraire peuvent être interprétés comme des cosinus directeurs dans un 
espace de dimension n. 

A.9.3. Inversion d’une matrice. — Si la matrice À intervenant dans(A.9.2) 
n'est pas singuliere, alors en multipliant le premier membre de (A.9.2) par À -1, 
on obtient tout de suite une solution formelle du problème z — A4-1b. On dé- 
montre que 

A11/4 As1/A …. An1/A 


Ari — A2/A A29/ À .… An2/A , (A.9.7) 


Ayn/A AenlA .. Ann/À 


où A — Det À est un déterminant correspondant à la matrice À et A,,, sont 
les cofacteurs des éléments 4: Soulignons que les cofacteurs qui figurent dans 
(A.9.7) sont ceux des éléments de la matrice transposée et non pas ceux des élé- 
ments dont ils occupent la place. 
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— de la chaleur, 205. 

— de continuité, 31. 

— de diffusion, 205. 
Equipotentielle, surface —, 78. 
Etat quasi stationnaire, 14, 113. 
Excitation, 127. 


F 


FR de SOEUR: 346, 350, 354, 
: 2. 
Faraday, constante de —, 496; effet —, 
93, 496, 504, 509. 
Fermat, principe de —, 196, 198. 
Ferrites, 488. 
Ferroélectricité, 518. 
Ferroélectriques, 94. 
Ferromagnétiques, 38, 94. 
Ferromagnétisme, 518. 
Flocke, théorème de —, 359. 
Flux d'énergie, 60. 
— — actif, 126. 
— — réactif, 126. 
— magnétique, 96. 
Fonctions pEOpre: 299, 301, 308, 344, 
376, 388. 
Forces extérieures, 54, 64, 1217. 
Fraunhofer, diffraction de —, 252. 
Fréquence critique, 285. 
— gyroscopique, 488. 
— maximale utilisable, 479. 
— minimale utilisable, 479. 
— optimale de trafic, 479. 
Fresnel, diffraction de —, 254 ; formu- 
les de —, 162, 164; intégrale de 
—, 255 ; zones de —, 261, 444. 
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G 


Re d'ondes 
Gauss, théorème de —, 29, 74. 
Goubau, ligne de —, 331. 
Guide d'ondes, 279. 
— — circulaire, 308, 338. 
— — creux, 178. 
— — diélectrique, 181, 184, 
328 
— — en hélice, 363. 
— — rectangulaire, 298. 
Gyrofréquence, 488. 
Gyrotropie, 502. 


H 


Harmoniques spatiaux, 359. 
HÉROS équations de —, 122, 138, 
Hertz, 12, 216; dipôle de —, 213, 215; 
dipôle magnétique de —, 
222, 228. 
Huygens, élément de —, 233; prin- 
cipe de —, 232, 245, 367. 
Huygens-Kirchhoff, méthode de —, 
245, 246, 249 


Iconal, 193, 194. 
Images électriques, méthode des — —, 


Impédance mutuelle, 240. 
— d'onde, 143, 289, 290. 
ro polarisation ‘parallèle, 


— en polarisation perpendicu- 

laire, 162. 

— superficielle, 190. 
Incidence, plan d’ —, 159. 
Inductance mutuelle, 106. 

— propre, 106. 

Induction électrique, 20. 

— électrostatique, 78, 81. 

— magnétique, 

Infrarouge, domaine —, 437. 

Ionosphère, 466. 

Irrotationnels, sous-systèmes —, 388; 
système —, 379. 


J 


Joule-Lenz, loi de —, 55. 


radio-électriques, 


K 
Fuel approximation de —, 245, 


L 


Landau-Lifchitz, équation de —, 426. 
Laplace, équation de —, 68, 70, 81. 
Lebedev, 13. 
Lentille, 198. 
Leontovitch, conditions aux limites 
des —, 186, 188, 296. 
Lignes à bandes, 334. 
— coaxiales, 321. 
— de force électrique, 21. 
— — magnétique, 21. 
— à lentilles, 366. 
— de transmission, 279. 
— unifilaires, 321. 
Longueur optique, 195. 
Lorentz, force de —, 19, 54; lemme 
de 237: relation de —, 
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transformation de —, 
Lumière, vitesse de la —, 142. 
Luxembourg, effet —, 528. 


M 


Re ne cu 92; équations de 
a —,;, 
Matrice d' admittance, 395. 

— de diffusion, 393, 409. 

— d'impédance, 395. 


Maxwell, 12; équations de —, 12, 22, 
23, 25, 28, 32, 100. 
eo) des amplitudes complexes, 

119 


— de décomposition, 411. 
— variationnelles, 402. 
Milieu actif, 126, 129, 512. 
—_ anisotrope, "37. 
dispersif, 193. 
gyrotrope, 487, 489, 492. 
homogène, 
isotrope, 37. 
linéaire, 36. 
non homogène, 36. 
régénérateur, 126, 129, 512. 
use 201. 
Miroir, 19 
Mode fondamental, 303, 305. 
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Modèles mathématiques des systèmes Onde(s) ordinaire 498. 
iers, 2. — planes, 139, 151. 
— — de la diffraction, 406. — — inhomogènes, 170. 
Moment, densité de —, 420; équation — propres, 386. 
du mouvement du moment — radio-électriques, 13, 134, 
magnétique, 425. 431. 
— électrique, 72. rapides, 285, 291. 
— — du système, 74. réfléchie, 158. 
réfractée, 158. 
scalaires, 141. 


N 


Newton, 12. 

Nombre d'onde complexe, 170. 
— — Jlongitudinal, 170, _. 
— — transversal, 470, 


O 


Ohm, loi d’ —, 41, 110. 

Onde(s), 436 ; équations d' —, 118, 
136; groupe d’ —, 4154; 
incidence normale de l’ — 
1466; longueur d’ —, à 
285; nombre d’ —, 137; po- 
larisation des —, 148. 

— centimétriques, 436. 

— convergentes, 140. 

— courtes, 436, 478. 

— critiques, 3413. 

— décimétriques, 436. 

— dégénérées, 304. 

ue un diélectrique parfait, 


— directes, 360. 
divergentes, 140. 

E, 283, 294, 298. 

Ernn 9. 

2 ns die 12, 
EH, 284, 333. 
extraordinaire, 499. 

H, 283, 294, 301, 309. 
harmoniques, 137. 
HE, 284, 333 
incidente, 158. 
inhomogènes, 140, 178, 185, 


— inverses, 360. 

— lentes, 291. 

— localement planes, 141, 192. 
— Jongues, 436, 475. 

— métriques, 436. 

— dans les milieux absorbants, 


145. 
— millimétriques, 436. 
— moyennes, 436, 477. 


de sol, 435, 448. 
sphérique, 4140. 
stationnaires, 138, 176. 
de surface, 173, 291. 
TE, 283. 
TEM, 283, 285, 294, 318, 
322, 332, 338. 

— très courtes, 436, 481. 

— très longues, 436, 475. 

— ultra-courtes, 436, 481. 
Ondulatoire, phénomène _—, 135. 
SDHQUE PPOMERNNE, 195, 197, 244, 


Orthonormalisation, 379. 

Oscillations none 129, 178, 345. 
— E, 371 

forcées, 178, 376, 403. 

H, 371 

harmoniques, 119. 

propres, 177, 340, 377, 403. 

2 Emnps 

— dégénérées, 349, 

TEM, 371. 


P 


Paramagnétiques, 38. 
Pelliculaire, effet —, 185, 188, 336. 
Pénétration, profondeur de —, 187. 
Perméabilité, 20. 
Permittivité, 20. 
— complexe, 120. 
— linéarisée, 37. 
Plan d'incidence, 199. 
Plasma, 427, 428. 486. 
Poisson, équation Ta 68, 70, 92, 94. 
Polarisation, 35, , 
ce Lo. 
droite, 150. 
électrique, 35. 
gauche, 150. 
magnétique, 35. 
du milieu, 428. 
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Polarisation des ondes, 148. 
Popov, 13. 
Potentiel(s) de conducteur, 83. 
— électrodynamiques, 118. 
— électrostatique, 68 
— vecteur, 96. 
Poynting, flux du vecteur de —, 58, 
109; vecteur de —, 58, 61, 
De "vecteur complexe de —, 


Précession, te es propre de—, 490. 
HORS d'électrodynamique, 129, 
131 


— aux limites, 289. 
— — d'électrostatique, 80. 
Propagation lointaine des ondes ultra- 
courtes, 464. 
Propres, fonctions —, 299, 301, 308, 
344, 376, 388; valeurs —, 
299, 301, 308, 344, 376. 
Puissance active, 126. 
— complexe, 123. 
— des forces extérieures, 56. 
— de pertes, 55, 125. 
— réactive, 126. 
— des sources, 56. 
Pulsation critique, 179, 183. 
— du plasma, 428. 
— propre, 177, 430. 
— — complexe, 177, 345. 


Q 


Quasi stationnaire, champ —, 208; 
condition d'état —, 14, 113; 
limite —, 245 


IR 


Radiateur électrique élémentaire, 214. 
— Dos Reuque élémentaire, 222, 
2 


60. 
Rayons, 159, 199. 
Rayonnement, 59, 208; condition de 
—, 158, 386, 393; condition 
de — non asymptotique, 400; 
diagramme de —, 220; puis- 
sance de —, 59, 127; résistan- 
ce de Es 224. 
Réciprocité, principe de —, 239. 
Réflexion, coefficient de —, 463, 394. 
— totale, 167, 171. 
Réfraction, 48. 468; coefficient de 


462. 


— négative, 
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Refraction positive, 460. 
— troposphérique, 
Résonance, 178 
— ferromagnétique, 490. 
— gyromagnétique, 488. 
— paramagnétique, 512. 
Résonateur, 176. 
— FcHomAPRtUque, 178. 
— ouvert, 


460. 


S 


Séries orthogonales, 395. 

Snellius, lois de —, 159, 160, 2083. 

Solénoïdaux, sous-systèmes —, 384, 
388; systèmes —, 379. 

Source(s), domaine de —, 55. 

— équivalentes, 229. 
Superréfraction, 462. 
Surface _équipotentiele, 78. 

impédance, 330. 
Susceptibilité électrique, 36. 

— magnétique, 36. 
Systèmes actifs, 398. 

— de guidage, 279. 

— — quasi optiques, 366. 

— Le à guides d'ondes, 


— passifs, 398. 
— périodiques, 358. 
— solénoïdaux, 379. 


T 


Tenseur de conductivité, 40. 
— de perméabilité, 37. 
— de permittivité, 37. 
— de susceptibilités, 38. 

nn coefficient de —, 


174. 


163, 
— totale, 


Troposphère, 459. 
Troposphérique, conduit —, 462. 


U 


Ultra-violet, domaine —, 436. 


V 
ee propres, 299, 301, 308, 344, 


Variationnelles, méthodes —, 402. 
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Vecteurs de champ, 46, 48. Z 


— d'onde, 152. 
Védenski, formule de —, 451. 
Visible, domaine —, 437. 
Vitesse de groupe, 154, 156, 293, 359. 
— de phase, 137, 174, 320, 359. 


— de transport d' énergie, 63, 


Zone(s) de Fresnel, 261, 444. 
— lointaine, 394. 


